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Onsoz

Gergekten de bize en biiyiik sevinci veren bilmek degil 6gren-
mek, sahip olmak degil elde etmek, ve orada olmak degil oraya
gitmektir. (Gauss; Bolyai’ye yazdig1 bir mektuptan)

Kompleks sayilarla ilk ne zaman karsilagtik gibi tartismali bir konuya girme-
den sunu soyleyebiliriz: Her ne kadar Euler, fonksiyonlarin incelenmesinde
kompleks sayilarin kullanilmas: fikrini ileri siirmiigse de, kompleks analizin
temelleri ondokuzuncu yiizyilda, aralarinda Gauss, Cauchy, Abel, Jacobi,
Riemann, Weierstrass ve Poincaré gibi dénemin biiylik matematikgilerinin
de bulundugu matematikciler tarafindan atilmigtir.

Bugiin kompleks analizin, gergel analiz, cebirsel geometri, genel topo-
loji, cebirsel topoloji, harmonik analiz, sayilar teorisi ve dinamik sistemler
gibi bir ¢ok daln bulugtugu bir alan oldugunu biliyoruz. Bu dirsek temas-
lar1 kompleks analize inanilmaz bir zenginlik ve giizellik katar. Ancak su da
bir gercektir ki, topoloji dalimin ortaya ¢ikmasinda en biiyiik pay kompleks
analizindir. Okur kompleks analizde bolgelerin, 6zellikle de ayrintili bigimde
ele aldigimiz basit baglantili bolgelerin ¢ok énemli rol oynadigini gorecektir.

R ve C sirasiyla gergel ve kompleks sayilar cisimleri olsunlar. Komp-
leks analiz, R’deki gercel analizin C’ye aktarilmasindan mi ibarettir, yoksa
kompleks analiz gercel analizden daha mi1 karmasiktir? Her iki soruya da ya-
nitimiz “hayir’dir. Elimizden geldigince kompleks analizin gercel analizden
farkli oldugu noktalar: vurgulamaya caligtik:

En basit fonksiyonlar polinomlardir ve polinomlarin bir adim 6tesi kuv-
vet serileridir. U C C bir acik kiime olmak iizere U’da yerel olarak kuvvet
serilerine agilabilen f : U — C fonksiyonlarina U’da analitik fonksiyonlar
diyecek, bunlarin kiimesini A(U) ile gosterecegiz. Weierstrassin ¢ikig nok-
tast analitik fonksiyonlardir. U’da tanimli C-degerli fonksiyonlarin kompleks
tiirevlenebilir olanlarin ailesini H(U) ile, U’da siirekli olup yerel olarak ilkele
sahip olanlarn kiimesini Z(U) ile gosterirsek, biz A(U) = H(U) = Z(U) ol-
dugunu kanitlayacagiz. Bu egitlikten, bir kuvvet serisinin tanimladigi fonksi-
yonun yakinsaklik dairesinde her mertebeden tiirevlenebilir oldugunu da go-
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zetirsek, U’da bir kez kompleks tiirevlenebilir fonksiyonun her mertebeden
kompleks tiirevlenebilir oldugunu goriiriiz. Diger yandan gercel analizden,
bir araliktaki her siirekli fonksiyonun bir ilkeli oldugunu biliyoruz. Ustteki
esitlik ise yalmzca U’da kompleks tiirevlenebilir fonksiyonlarin U’da yerel
ilkeli olabilecegini syliiyor. Gergel analizden ne kadar farkl sonuglar!

Her z € R igin

1

f(z) =expz ve g(z)= 1+ 22

olarak tanimlanan fonksiyonlarin her ikisi de R’de reel-analitiktir. Her a € R
noktasinda bu fonksiyonlar bir kuvvet serisine acilabilir. f'nin a’daki agilimi-
nin yakinsaklik yaricap: a’dan bagimsiz olarak daima +oo iken, g’nin a’daki
aciliminin yakinsaklik yaricapi a’ya baghdir ve /1 + a?’dir. Gergel analizde
kaldigimiz siirece fonksiyonlarimizin bu davramiglarinin bir agiklamasi yok-
tur. Ote yandan f(z) := exp z fonksiyonu f'yi Cye, ve §(z) := 1/(1 + 22)
fonksiyonu ise g’yi C\{+i}'ye holomorf olarak genigletirler. g fonksiyonunun
=+ noktalarinda tekillikleri vardir. Simdi U C C bir agik kiime, h: U — C
holomorf ve a € U olsun. Biz h fonksiyonunun a noktasidaki seri agili-
minin U'ya diisen a-merkezli her agik dairede yakinsak oldugunu gorecegiz.
Buradan, C’de holomorf bir h fonksiyonunun, agik ifadesini tanimadan ve
herhangi bir islem yapmadan, herhangi bir a noktasindaki seri a¢iliminin ya-
kinsaklik yarigapinin +oo oldugunu elde ederiz. Bu, f’nin davranigini agiklar.
Simdi U := C\{#£i}, a € U olmak tizere h : U — C holomorf fonksiyonu-
nun =+¢ noktalarinda tekillikleri olsun; 6rnegin ¢ bu 6zelliklere sahiptir. r,
ile £¢ noktalarinin a’ya yakin olaninin uzakligini gosterelim. Biz h fonksiyo-
nunun agik ifadesini bilmesek de, a noktasindaki seri agiliminin yakinsaklik
yarigapimin 7,’dan kiigiik olamayacagini ve +i’deki tekilliklerden dolay1 ise
daha biiyiik de olamayacagini soyleyebiliriz. Ozetle, h fonksiyonunun a nok-
tasindaki seri agilimimin yakinsaklik yaricap: r,’dir ve a € R i¢in r, tam da
V1 + a?’dir. Bu da ¢g’nin davramgim agiklar.

Diger yandan gercel analizde, dongiilii ve sinirli olan cos x ve sin x fonk-
siyonlarinin, siirsiz ve dongiisiiz olan expx fonksiyonu ile bir baglantisi
olacagi akla gelmez. Bu fonksiyonlar: kompleks diizleme holomorf olarak ge-
niglettigimizde, tiim trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlarin exp ’in C’ye
holomorf genigletmesi olan exp z’den elde edilebilecegini gorecegiz. Dolayi-
siyla kompleks analiz gercel analize 151k tuttugu gibi, orada diiglinemeyecegi-
miz iligkileri de sunar. Ayrica, dérdiincii boliimde ayrintili bigimde gosterece-
gimiz gibi, kompleks analiz gergel analizdeki baz integrallerin hesaplanma-
sinda, bizi bazen oldukca sikint1 yaratan ilkel bulma iginden kurtarip bunu
her zaman kisa ve kolay olan tiirev igslemine indirgeyerek kolaylik saglar.

Kompleks analiz kitaplar1 genellikle Cauchy yaklagimi denen H(U)’dan
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yola ¢ikar. Biz birinci boliimde Weierstrass yaklagimi denen A(U)’dan yola
¢ikacagiz. Bunun nedeni, bu yolun bir yandan gercel analizden minimal bir
bilgi gerektirirken, diger yandan tiim temel fonksiyonlara dogrudan ulas-
mamiz1 saglamasidir. Ayrica bu boliimde geometrinin temel kavramlarindan
birini, ag1 kavramini cebirsel temele oturtacagiz.

Ikinci boliimde Cauchy yaklagimini ele alacagiz. Kuskusuz bu béliimiin
en 6nemli teoremleri Cauchy Teoremi ve Cauchy integral formiiliidiir. Uciincii
boliimde Cauchy, Riemann ve Weierstrass'in katkilar: vardir. Riemann yak-
lagim diyebilecegimiz konform doéniigiimler Kompleks Analiz II adli kitabi-
mizda iglenecektir.

Kompleks Analiz II kitabimiz, Kompleks Analizden Se¢gme Konular, Ge-
ometrik Fonksiyonlar Kurami, Ortmeler ve Riemann Yiizeyleri adlarimi ta-
siyan ii¢ bolimden olusacaktir. Tek degiskenli kompleks fonksiyonlarin ig-
lendigi Kompleks Analiz I ve Kompleks Analiz 1I’de, okur ¢ok degiskenli
kompleks fonksiyonlarin kavramlarindan bir kismi ile de tanigmig olacaktir.

Dersin 6grenciler tarafindan izlenebilirligine énem veren herkes bilir ki,
dersin hacmini 6niinde sonunda siniftaki 6grenciler belirler. Bu nedenle, “haf-
talik su kadar saatlik bir derste su su konular iglenebilir” diye bir 6nerimiz
olmayacaktir. Yine de gu kadarini belirtelim: Banach Uzaylarinda Diziler ve
Seriler kismi harig, 6zellikle Evirme ve Basit Baglantililik olmak tizere baz
kisimlar biraz daha dar tutularak, buna karsin Kompleks Analiz IT kitabi-
miza biraktigimiz Mobius Dontigsiimleri dahil edilerek, Kompleks Analiz I’'in
konular yazar tarafindan Karadeniz Teknik Universitesinde yillarca, hafta-
lik 4 saat ders+2 saat uygulama olmak iizere, genellikle dérdiincii yariyilda
islenmistir.

Kitabin hazirlaniginda kavramlara ve tek tiirli anlagilirhga 6nem veril-
mig, bu nedenle her kavram ilk kargilagtigimiz yerde koyu yazilmigtir. Tek
tirli anlagilirlik beraberinde im fazlaligini getirir; bunu géze aldik ve bunun
“okur neyin kastedildigini anlar” tiiriinden bir yaklagimdan daha iyi oldu-
gunu diigiiniiyoruz. Fizik ve miihendislik bilimleri 6grencilerini de gozeterek
besinci boliimde Kompleks Analiz [ i¢in gerekli onbilgiler verilmigtir.

Kompleks Analiz kitaplarimin yayminda yirminci ytizyilin ikinci yarisi-
nin baglarinda bir azalma gériilse de, bu yarinin sonlarindan itibaren bir
tirmanig goriilmektedir. Okura segenekler sunmak i¢in, kitabin sonunda ver-
digimiz kaynakga listesini genig tutup, kullandigimiz kaynaklar diginda, bu
kitapta kullamilmamig bazilarim da verdik. Kaynaklardan Goursat [28], Os-
good [47] ve Carathéodory [13], [14] eski klasikler, Hurwitz-Courant [33],
Saks-Zygmund [56], Behnke-Sommer [7] ve Ahlfors [1] klasikler olarak adlan-
dirilabilir. Biz kitabimizda bu klasikler diginda en ¢ok 6zellikle Conway [16],
Fischer-Lieb [22], Gamelin [26], Grauert [30], Remmert [51], [52] ve Ta-
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uvel [61]’den yararlandik. Ayrica problemlerin hazirlanmasinda kaynakca-
larda verilen problem kitaplarindan da yararlanilmigtir. Kitabimizda kaniti
verilmeyen teoremler bir elin parmagini gegmez. Yalnizca onlar icin kaynak-
lara atif yapilmigtir.

Bu kitapta kullandigimiz kisaltmalar sunlardir: a ve b terimler olmak
lizere a := b ve b =: a gosterimleri @ teriminin tanim geregi b terimine
esit oldugunu belirtir. p ve ¢ 6nermeler olmak tizere p (<= q ve ¢ <= p
gosterimleri p 6nermesinin ¢ 6nermesine tanim geregi denk oldugunu soy-
ler; burada p 6nermesi ¢ iizerinden tanimlanan yeni bir kavram igerir. =
<= ve = gosterimlerinde *, eger ayrica tammlanmamgsa s6z konusu ¢ika-
rim, denklik ve esitligin gerekcesini belirtir. Ayrica “dd.=diger deyisle” ve
Kompleks Analiz II kitabimiz i¢in “KA II” kisaltmalar: kullanilmigtar.

Iki kisiye minnet borcum var: Yalmzca kitaptaki tiim sekilleri cizmekle
ve kitabin formatlanmasini saglamakla kalmayip, kitabr bagtan sona titiz bir
sekilde gozden geciren, elegtiri ve dnerileriyle biiyiik katki saglayan oglum ve
meslektagim Kemal Ilgar ile, sagladigi huzurlu ¢aligma ortami ve gorevleri-
min ¢ogunu istlenerek bana kazandirdigy fazladan zaman igin egim Yildiz’a
sonsuz tesekkiirii bir borg bilirim.

Mehmet Sait Eroglu
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Bolum 1

C’de Analiz: Weierstrass
Yaklasim

Uzlasma: N, Z, Q, R ve C sirasiyla dogal sayilarin, tam sayilarin, rasyonel
sayilarin, gercel sayilarin ve (agagida tanimlayacagimiz) kompleks sayilarin
kiimeleri olmak iizere, N* := N\{0}, Z* := Z\{0}, Q* := Q\{0}, R* :=
R\{0}, C* := C\{0} ve C_; := C\(—00,0] olacaktir. Ayrica, D := {z €
Cllz| < 1}, S =St := {z € C||z| = 1}, D* := D\{0}, C* := {2 €
C|Rez > 0}, C™ := {2z € C|Rez < 0}, H := {# € C|Imz > 0} ve
H™ :={z € C| Imz < 0} olarak tanimlanmigtir.

1.1 C Cismi

Reel 2-boyutlu R? vektdr uzayimizi, bu yapiy1 koruyarak, uygun islemlerle
bir cisim yapacagiz. Toplama islemimiz simdiden var. (z,yx) € R? icin

(x1,91) = (z2,y2) <= x1 = T2 Ve Y1 = Y2 (1.1)
oldugunu animsatalim.
Teorem 1.1.1 C := R? kiimesi, her 2z = (z,yx) € R?, k= 1,2 icin
21+ 22 = (21 + 22, Y1 + Y2),
21 22 1= (X122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1)
olarak tanwymlanan islemlere gore bir degismeli cisimdir.

Kanit. Odev. [ |

(C,+,-) cisminden stz ederken yalin olarak C cismi diyecegiz. z1 - 22
yerine yine yalin olarak zjzo yazacagiz. C cismine kompleks (karmasik)
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2 KOMPLEKS ANALIiZ I

sayilar cismi ve Ogelerine kompleks (karmagik) sayilar diyecegiz. Her
z=(z,y) € Cigin —z = (—x,—y) ve z # (0,0) ise
oldugunu belirtelim.

Sl €z -y
£U2 +y2’ .73‘2 +y2

Okur, R := {(2,0) |z € R} kiimesinin C’'nin bir alt cismi oldugunu ve
her z € R i¢in ¢(z) := (z,0) ile tanimlanan ¢ : R < C doniigtimiiniin bir
gomme oldugunu, dd. birebir ve her z,y € R i¢in ¢¥(x + y) = ¥ (z) + ¥ (y)
ve P(zy) = ¥(x)Y(y) oldugunu kolayca goérebilir. Bu nedenle, = gergel sa-
yist ile Z := (z,0) kompleks sayisini, dolayisiyla R ile R’yi 6zdeg kilarak,
R gercel sayilar cismini C kompleks sayilar cisminin alt cismi olarak diigi-
nebiliriz. Gosterimi yalnlagtirmak iginse & = (x,0) kompleks sayis1 yerine
x yazmay yegleyecegiz. Tanimlanan iglemlerle C bir yandan 2 boyutlu bir
R-vektor uzayidir, diger yandan her cisim gibi kendi tizerinden 1 boyutlu bir
C-vektor uzayidir; kisaca dimg C = 2 ve dimg C = 1. Yukaridaki ¢ gémme-
sinden dolay1 C-dogrusal L : C — C doniigiimleri ayni zamanda R-dogrusal
doniisimlerdir; ancak bunun tersi dogru degildir. Biraz ileride bir 6rnegini
verecegiz.

i := (0,1) olmak fizere, her z = (z,y) kompleks sayis1 (1.1)’den dolay1
tek bir bicimde

z=(z,0)+ (0,y) = (x,0) + (0,1)(y,0) = = + 4y

seklinde yazilabilir. Rez := « ve Im z := y sayilarina sirasiyla z kompleks
sayilarinin gergel ve sanal kisimlari denir.

Not 1.1.2 Altkisim 1.7.1’de herhangi bir geometrik argiimana dayanma-
dan tiimiiyle analitik argiimanlarla trigonometrik fonksiyonlar: ve onlarin
bilinen 6zelliklerini, 7 sayisini ve Inz logaritma fonksiyonunu ve agilari si-
firdan kazanacagiz. Ancak o ana kadar geometrinin gorsel desteginden tii-
miiyle yoksun kalmamak i¢in kisaca sunu belirtmekle yetinelim: (z,y) nok-
tasiin kutupsal koordinatlar: (r, ) ise z = r(cos ¢ + ising) olur. Burada
r =||z|| = V22 + y?, ancak ¢ tek olarak belirli degildir; ¢ yerine herhangi
bir k € Z ile ¢ + 2k almabilir. n = 1,2 igin z, = r,(cos @) + isings)
ise, z129 = r17r2(cos(p1 + @2) + isin(¢1 + p2)) esitligini kanitlamay1 okura
birakiyoruz. Elbette bunun bir sonucu

z =r(cosp +isiny) ise 2" = r"(cosny + i sin ny)

(De Moivre Formiilii) esitligidir. Bu formiilii okur elbette reel analiz bilgi-
leriyle gosterecektir, ancak biz onu reel analize bagvurmadan ¢ok kolay elde
edecegiz (bkz. (1.39)). A
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AT -
Ny
oy =iy
Sekil 1.1
i> = —1 oldugundan, i sayis1 22 = —1 denkleminin C cisminde bir ¢6-

ziimiidiir. Boylece, R cismini bir altcisim olarak icen C cisminde 22 + 1 = 0
denkleminin bir ¢dziimii vardir. C cismi, bir egyap: diginda, bu 6zelliklere sa-
hip en dar cisimdir (bkz. Problem 1.1.1). C cismi, R cisminin sahip olmadig:
bir 6zellige sahiptir: C cismi cebirsel kapalhdir, dd. kompleks katsayls her po-
linomun C’de koki vardwr. Cebirin Anateoremi adini tagiyan bu dnermenin
birden fazla kanitini verecegiz.
z = x + iy kompleks sayisin1 x-ekseninde yansitarak elde ettigimiz z :=

x — 1y kompleks sayisina z kompleks sayisinin eglenigi denir.
Onerme 1.1.3 Her z,w € C igin

(i) Rez = 3(2+7%), Imz = (2 — %),

(ii) z+w=Z+w, ZwW =ZwWw ve zZ = z,
(iti) w# 0 ise (£) = Z.

Kanit. Dogrudan tanimlardan ¢ikarlar. ]

Tanim 1.1.4 Her z = x + iy i¢in |2| == V2Z = Va2 +y? saysina z
kompleks saypsimin mutlak degeri denir.

Her z € C = R? i¢in |z| mutlak degeri || z|| = v/x2 + y2 Oklid normudur.
C’yi herhangi bir sey belirtmeden metrik uzay olarak ele aldigimizda bu met-
rik daima z, = (2, yx), k = 1,2 i¢in

d(z1,22) == |22 — 21| = \/(962 —21)%+ (y2 — y1)?

olarak tanimlanan Oklid metrigi olacaktir. ||, Oklid normundan bagka bir
sey olmadigindan, asagidaki onermenin kanit1 atlanabilir. Bu norma gon-
derme yapmadan da kamt basittir. Tanimdan [Z| = |z| oldugu apagiktar.

Onerme 1.1.5 Her z,w € C i¢in
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(i) |z| >0 ve |z] =0 < 2z=0,

(ii) |zw| = |z| |w],
(i41) |z +w| < [2] + |wl,

(i) [|z| = |w|| < |z —w,

(v) |Rez|,|[Imz| < |z| < |Rez|+ [Imz|.

Kamt. (i) ve (v) apagiktir. (iv) ise (iii)’ten gergel sayilarda oldugu gibi elde
edilir. Bu nedenle, salt (ii) ve (iii)’ii kamtlayacagiz. (ii) dogrudan

lzw| = Vzwzw = Vazww = Vzavww = |z| vl

esitliklerinden gikar. (iii) ise (ii) ve (1.1.3)(i) ile

2+ w’ = (2 +w)(z + w) = (2 + w)(Z + )
= 224 20 + Zw + ww = |z|* + 2Re 2w + |w/|?
< |2 + 20zw] + w]® = |2 + 2|z|[w] + [w]?
= |2* + 2lz[fw] + [w]* = (2] + |w])?

esitsizliginden ¢ikar. |

(1), (ii) ve (iii) bize |- | : C — [0, +00) déniigiimiiniin bir degerlendirme
oldugunu soyler; bu ise R'nin degerlendirmesini C’ye genigletir. R’de oldugu
gibi C’de de her Cauchy dizisinin yakinsak oldugunu gorecegiz. Boylece R
ve C tam degerlendirilmislerdir. Bir K cismindeki herhangi bir | - | deger-
lemesine, her = € K igin |z| < |n - 1| olacak bigimde bir n € N* dogal sayis1
bulunabiliyorsa argimediktir denir. Tam degerlendirilmis bircok cisim ol-
masina kargin, bir esyap: diginda, yalnizca R ve C cisimleri tam ve arsimedik
degerlendirilmislerdir (Ostrowski).

Not. Herhangi bir K sirali cisminde —1 < 0 ve her 0 # 2 € K icin 22 > 0
olur. Ancak, C cisminde i> = —1 oldugundan, C cismi asla bir siralanmas
cisim yapilamaz! A

Onerme 1.1.5(iv)’ten dolay1 |-| : C — R mutlak deger fonksiyonu sii-
reklidir. Toplama ve carpma iglemlerimizin geometrik yorumunu verelim:
z = (z,9) ve w = (u,v) kompleks sayilarimin toplami bunlarin R? vek-
tor uzayindaki toplamlar: oldugu icin geometrik yorumlar: apaciktir. Simdi
a = (a,b) kompleks sayisi ile z = (z,y) kompleks sayisinin garpimini ge-
ometrik olarak yorumlayalim: L, : C — C déniigiimii L,(z) = az olarak
tanmimlansim. L, dontigimii C-dogrusal oldugundan, elbette R-dogrusaldir.
Lo(2,y) = (ax — by, bz + ay) oldugundan L, : R? — R? déniisiimiiniin, her
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iki tarafta da secilen eq, es standart bazina gore matris gosterimi, vektorler
stitun olarak yazilmak iizere,

(6= ()

olur. a # 0 durumunda a, := a/ || ve b, := b/ |a| olmak iizere,

()G ) =i ) e

ve 0 ise, [0,27) araliginda a, = cosf ve b, = sinf kogulunu saglayan tek
olarak belirli acidir!. Analitik geometriden bilindigi gibi D(6) matrisi bir
z = (x,y) vektorini saatin ters yoniinde, ki buna pozitif yon de denir, ¢
kadar dondiiriir?. Sonucta az ¢arpim z vektoriinii 6 kadar dondiiriip sonra
|a| kadar genlegtirir; daha dogrusu bu |«| > 1 i¢in bir germe, |a| < 1 iginse
bir sikistirmadir. Bu tiir doniisiimlere dénsikger déniigiimler diyelim. Ozel
olarak a = i alirsak, z — iz doniigiimiiniin matrisi D(7/2) olur, dd. bir z
kompleks sayisini ¢ ile carpmak z vektoriinii saatin ters yoniinde 7 /2 kadar
dondiirmekten ibarettir.

Diger yandan, C-dogrusal herhangi bir L : C — C doniigiimii i¢in « :=
L(1) olmak tizere, L(z) = L(z-1) = zL(1) = az = Ly(z) olur. Bu ise, L’'nin

—b

standart tabana gore matrisinin a) € M?**2(R) tipinde oldugunu

a
b
sOyler. Her A = <CCL Z

_ T a b\ [z ax + by
s = ()= (02) () (250)

olarak tanmimlanan R-dogrusal bir L4 : C — C doniigiimii kargilik getirilir.

Id,Id : C — C déniigiimleri her z € C igin Id (2) := 2z ve Id(2) := %
olarak tanimlansinlar. Id ve Id déniisiimlerinin her ikisi de R-dogrusaldir;
buna karsmn Id déniisiimii C-dogrusalken Id doéniisiimii C-dogrusal degildir.
Ornegin her z € C icin Id(iz) = —ild(z) olur! Okur izleyen 6nermeleri
kolayca kanitlayabilir:

> € M?*2 (R) matrisine z = x + iy icin

LGercel analizde, a,b € R ve a® + b*> = 1 ise, a = cos ve b = sinf olacak bicimde bir
tek 0 € (—m, 7] oldugu kanitlanir. Bunu Onsav 1.7.6’da ayrica kamitlayacagiz.

2«Saatin ters yonii” elbette matematiksel bir kavram degildir. Akrep ve yelkovanli sa-
atler tarihe karigtiginda yalnizca dijital saatle tanigan biri igin “saatin ters yonii” hicbir
anlam tagimaz! Bu kavramin matematiksel tanmimlar: i¢in Onbilgilerde 5.3.2 altkismina
veya Tamim 2.11.11°e bakiniz.
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Onerme 1.1.6 Bir L : C — C déniisimiinin R-dojrusal olmasu igin gerek
ve yeter kosul, o = (L(1) —iL(i)) ve B = £(L(1) +iL(i)) olmak iizere, her
zZ =41y i¢in

L(z) = L(1)x + L(i)y = az + 8% = ald(z) + B1d(2)

esitliklerinin saglanmasidur.

Onerme 1.1.7 A = (Z Z) € M**2(R) werildiginde Ly : C — C dénii-
stimiinin C-dogrusal olmast i¢in gerek ve yeter kosul, c = —b ve d = a, bir
diger deyisle A = (Z _ab> olmasudar.

C = R? vektor uzaymda 2z, = x+iy, k = 1,2 vektorlerinin 1,4 tabanina
gore oklidik i¢ carpimlarinin

(21, 22) = m172 + Y12 = Re(2122) = Re(2071) = (22, 21)

oldugu kolayca goriiliir. Her z € C* igin, (2,iz) = Re(ziz) = Re(—i|z|?) = 0
oldugundan, z ve iz daima birbirine diktirler. Dogrudan hesaplamayla

Yw, z € Cicin (w, 2)* + (iw, 2)* = |w|?|z|?
oldugu goriiliir ve buradan

| (w, z) | < |wl|z], (Cauchy-Schwarz Esitsizligi)
lw + z|? = |w|® + |2]* + 2 (w, 2) (Kosiniis Teoremi)
bagintilar elde edilir. Dolayisiyla, her w,z € C* igin, tek olarak belirli bir

p € [0,7] ile
(w, 2)

cos p =
|w]|]

olur. Bu a¢1 <(w, 2) ile gosterilir (bkz. Altkisim 5.4.2). Tanim geregi daima
<(w,z) = <(z,w). Ileride bu iki vektér arasinda < (w, z) ile gdsterecegimiz
bir yonlenmis ag1 tamimlayacagiz; ancak bu kez < (w, z) = —<(z, w) olacak-
tar!

Teorem 1.1.8 (Cauchy-Schwarz Esitsizligi) Verilen herhangi zq, . .., z,
ve wi,. .., W, kompleks saylary icin

(i) 15zl < (S Jal?) (s fedl?)),

3

a ve f'nm ifadelerini (1.8) ve (1.9) denklemleriyle karsilagtiriniz.



1.1. C cismi 7

(i) 1520 zawil” < (0 [al) (S fil?).

Kanit. |w;| = [w;| oldugundan, (ii) dogrudan (i)’den ¢ikar. Simdi (i)’i kanit-
layalim: wy = - -+ = w,, = 0 ise, (i)’in her iki yan1 da 0 olur ve sav dogrudur
Simdi en az bir ¢ i¢in w; # 0 olsun. Bu durumda B := " | lwi> > 0
olur. A == 3", |zi]> ve C = Yoy ziw; olsun. Her A € C icin, islemler
yapildiginda,

0< ) |z — Awi]* = A+ [APB = 2Re XC

oldugu goriiliir. Ozel olarak A\ = C'/B secilirse,

!C’I B>0

0<A-— = |C]* < AB

elde edilir. Bu ise aranan egitsizliktir. |

C Cisminin Tekligi: Bir R-vektor uzay1 olan R?’de bir carpim islemi
tammlayarak bir C cismine ulagtik. 7 € R ile bir z = (x,y) vektorii arasin-
daki ¢arpim - (z,y) = (rz, ry) olarak tanimlanmgtir. r gergel sayisi (r, 0)
kompleks sayisi olarak C’ye gomdiik. Carpimlar: birbirinden ayirt etmek igin
C’deki garpim gegici olarak e ile gosterirsek,

r(z,y) = (rz,ry) = (r,0) o (z,9)

olur, dd. R cismi R? = C cismine &yle gomiilmiistiir ki, vektor uzaymdaki
skalarla garpim, cisimdeki ¢arpima esittir. Simdi bir (K) kogulunu séyle
tanimlayalim:

(K) n > 1 i¢in R™ vektor uzayinda bir ¢arpym tanimlayarak bir K cismi
olusturun oyle ki bu cisim R cismini bir altcisim olarak icersin ve bir r € R
skalarnin bir x € R™ vektori ile ¢arpime, K cismindeki ¢carpimlarinag esit
olsun.

Asagidaki teoremler gecerlidir:

Teorem 1.1.9 R?’de (K) kosulunu saglayan her K cismi C ile es yapildar.

Teorem 1.1.10 n > 1 i¢in R", (K) kosulunu saglayan bir K cismi yapila-
biliyorsa n = 2 dir.

Bunlarin zor olmayan kanitlar: igin [17]’ye bakabilirsiniz. Bu teoremlerde
onemli olan (K) koguludur; yoksa her n € N* igin R", giicii ¢ olan her X
kiimesi gibi, ister R, ister C ile egyapili bir cisim yapilabilir.
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Problemler

Problem 1.1.1 K,K; ve Ky cisimleri R’yi altcisim olarak iceren degismeli
cisimler olsunlar; 6,6, ve 5 ise bu cisimlerde 22 + 1 = 0 denkleminin birer
¢Ozimi olsun. Agagidaki dnermeleri kanitlayiniz:
(i) Cp:={x+0y|x,y € R} C K bir altcisimdir; hem de K'nin RU {6}'y1
iceren en dar altcismidir.

(ii) Cp, ve Cp, cisimleri egyapilidir.

x
)
matrisler i¢in toplama ve ¢arpma olmak iizere, (K,+,0) cisminin (C,+, ")
cismi ile egyapili oldugunu gosteriniz.

Problem 1.1.2 K = {( z> |z,y € R} kiimesinde + ve o islemleri

Problem 1.1.3 R[z] halkasinda p(z) = 2% + 1 polinomunun {irettigi ideal
p ise, R[z]/p cisminin C ile egyapili bir cisim oldugunu gosteriniz.

Problem 1.1.4 S := {z € C||z| = 1} olmak iizere, (S,-) cisminin (C*,-)
cisminin bir altgrubu oldugunu gosteriniz.

Problem 1.1.5 f:C — C siirekli ve her 21, 25 € C i¢in
f(z1+ 22) = f(21) + f(22) ve f(z122) = f(21) f(22)
ise, ya f =0, ya f =1Id ya da f = Id oldugunu gosteriniz.

Problem 1.1.6 Her z € C igin %(\ Rez|+|Imz|) < |z| < |Rez|+ |Imz|
oldugunu gosteriniz.

Problem 1.1.7 2<n e Nveay,...,a, € Cigin
lay 4+ -+ + ap| = |ar| + -+ + |an]

ancak ve ancak 0’dan farkh a;, a; sayilar1 igin &+ > 0 ise dogrudur, gosteriniz.
J

» T34
i¢in %(z # 0), j_ﬁ (z # —1) ve z* sayllarinin gercel ve sanal kisimlarini
hesaplayiniz.

N\ 2
Problem 1.1.8 " (n € N), (1+i2)3, —3 (32_72) vez = z+iy (z,y € R)

Problem 1.1.9 Her a,w, z € C i¢in agagidaki 6nermeleri kanitlayiniz:
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(i) |z + w]®> + |z — w|? = 2(|z]* + |w|?). Bu esitligi geometrik olarak yo-
rumlayiniz.

(ii) (w, 2)*+(iw, 2)* = |w|?|z|?. Buradan | (w, z) | < |w]|z| Cauchy-Schwarz
egitsizligini elde ediniz.

(iii) (az,aw) = |a|?* (z,w) ve (z,W) = (z,w).

Problem 1.1.10 Ozel olarak 22 = i ve 22 = —i denklemlerinin ¢éziimlerini
bulunuz. Genel olarak a,b € R olmak iizere, 2> = a + ib'nin ¢oziimlerini
bulunuz.

Problem 1.1.11 o, € C olmak iizere, 22 + az + 8 = 0 denkleminin
C cisminde ¢oziilebilir oldugunu gosteriniz ve kokleri bulunuz.* Ozel olarak
22 —32—10i = 0 ve 22 + 2iz + 3 = 0 denklemlerini ¢oziiniiz.

Problem 1.1.12 «, 3, a9, a1, a2,a3,a4 € R olmak tizere, z = a + ¢/ sayisi
4, . .3 2, _
asz” +1a3z° + agz” +ita1z+ag =0

denkleminin bir ¢ézlimiiyse, bu denklemin «, 8 sayilarini kullanan ikinci bir
¢Oztimiini bulunuz.

Problem 1.1.13 a,b € C ve b # 0 olsun. Bu durumda, L := {z| Im 3% =
0} kiimesinin a noktasindan b yoniinde gegen dogru, H; = {z| Im %3¢ > 0}
ve H; = {z| Im *3* < 0} kiimelerinin ise sirasiyla b yoniinde baktigimizda

L’nin solunda ve saginda kalan yaridiizlemler oldugunu gosteriniz.

Problem 1.1.14 Oklid diizleminde
1 1
{z€C|1+ZER} ve {z€C|1+Z€iR}
— -z

z
kiimelerini belirleyiniz.

Problem 1.1.15 n € N* i¢in 2" = 1 denkleminin koklerini bulunuz.

Problem 1.1.16 z # 1 i¢in ) ,_, 2k = z":ill—l ozdesligi ve De Moivre
Formiilii'nden yararlanarak ¢ # 27k, k € Z igin
1 sin[(n+1
1+cosp+cos2¢+--- 4 cosny = 7+M
2 2sin £

“*fleride, her p € C[z] polinomunun kékleri oldugunu kanitlayacagiz. Burada C[z] ile
kompleks katsayili polinomlar halkasi gosterilmigtir.
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esitligini gosteriniz.

Problem 1.1.17 |z1| = |22| = |z3] = 1 ve z1 + 22 + 23 = 0 ise, 21, 22 Ve 23
noktalarinin bir eskenar tiggenin kogeleri oldugunu gosteriniz.

Problem 1.1.18 Koseleri z1, 29, 23 noktalar: olan {iggenin bir egkenar iiggen
olmasi igin 23 + 23 + 23 = 2129 + 2023 + 2321 esitligi gerek ve yeterlidir;
gosteriniz.

Problem 1.1.19 zy,...,z, € C* sayilan orijinden gegen bir dogrunun be-
lirledigi iki agik yaridiizlemden birindeyseler, %, ceey i sayilariin da orijin-
den gecen bir dogrunun belirledigi iki agik yaridiizlemden birine diigtiigiinii

ve ayrica Yor_, 2 # 0 ve S0, 27t # 0 oldugunu gésteriniz.

Problem 1.1.20 a,b,c,r € R ve r > 0 olmak iizere, ax + by = ¢ dogru ve
(x —a)? + (y — b)? = r? ¢ember denklemlerini, z = x + iy olmak iizere, z ve
Z turiinden denklemlere doniigtiiriiniiz.

Problem 1.1.21

|z — 21|

|Z Z|_p’p>0, Zl,ZQE(C, 21#22
— <2

denkleminin, p = 1 i¢in 21, 29 noktalarindan gecen dogruya dik olup, bunlarin
orta noktasi olan %’den gecen dogrunun; p # 1 iginse merkezi (z; —
p?22)/(1 — p?) ve yaricap: !(zl — 2z9)p/(1 — p2)‘ olan bir ¢emberin denklemi
oldugunu gosteriniz.

Problem 1.1.22 a,b € C sabit verilmis kompleks sayilar ve r > 0 i¢in
A={z€eCllz—a|l+|z—bl=r}veB={2€Cl|z—a|] —|z—b] =71}

kiimelerini belirleyip geometrik adlarini séyleyiniz.

Problem 1.1.23 a € C olmak iizere, her z € Sigin 1—az # 0 ise, |‘1Z:aaz|| =
oldugunu gosteriniz.

Problem 1.1.24 z,a € C ve Za # 1 ise Ty(2) := {==. olmak iizere, her

z,a € D icin To(2) € D ve ayrica z € S veya a € S ise, Ty (2) € S oldugunu
gosteriniz.

Problem 1.1.25 (1.1.6) ve (1.1.7) 6énermelerinin kanitlarini veriniz.
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Problem 1.1.26 a € C* igin ¢ : C — C doniislimii ¢(z) = az + b olarak
tanimlansin. Asagidaki 6nermeleri kanitlayiniz:

(i) ¢'nin bir izometri olmasi i¢in gerek ve yeter kogul |a| = 1 olmasidir.

(ii) ¢ bir izometri ve a # 1 ise, bir tek ¢ sabit noktasi oldugunu ve her z
igin £(2) —c = a(z — c) oldugunu kanitlayiniz. lleride bunun c etrafinda
bir déonme anlamina geldigini gorecegiz.

1.2 Sireklilik ve Tirev

Calisma alanimmiz Oklid metrigi ile alinmig C uzayimizdir. Metrik uzaylara,
iligkin kullanacagimiz kavram ve teoremler i¢in Kisim 5.2.2’ye bakabilirsiniz.
a,b e C ve r > 0 gergel sayisi icin

D,(a):={z€C | |z—a| <7}, Dj(a) :== Dy(a)\{a},
Dy(a):={2€C||z—a| <r},
Crla) ={z€C||z—a| =71},

[a,b] :={a+t(b—a)|0<t<1}

a

olarak tammlansinlar. D,(a), D,(a),Cy(a) ve [a,b] kiimelerine sirasiyla a
merkezli r yarigapli agik daire, kapalh daire, cember ve ab-kapal
araligy denir. D}(a)’ya delinmis daire de denir. Burada eger a = 0 ise,
ilk iiciiniin yerine ¢ogu zaman yalin olarak D,,C, ve D, yazacagiz. Genelde
U C C olmak iizere, f : U — C veyau : U — R gibi fonksiyonlar: inceleyece-
giz. Bu nedenle, fonksiyonlarimizin tanim ve deger bolgeleri metrik uzaylar
olacaklar.

Tanim 1.2.1 U C C ve f: U — C olsun.

(i) a € C noktas: U kiimesinin bir yigilma noktas: ve b € C olsun. Ancak
ve ancek asagidaki kosul saglandiginda f fonksiyonunun a noktasinda
limats vardyr ve limiti b’dir denir:

Ve>0 30.>0VzeU (0<|z—a|<d = |f(z) —b| <e).

Bu durumda lim,_,, f(z) = b yazlur.

(ii) a € U olsun. Ancak ve ancak asagidaki kosul saglandiginda f fonksi-
yonu a noktaswnda streklidir denir:

Ve>036. >0VzeU (Jz—a|l <. = |f(2) — f(a)| <e).

Eger f fonksiyonu her a € U noktasinda strekli ise, U ktimesinde
sureklidir denir.
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Limit varsa tektir (bkz. s. 395). Eger a € U noktasi U'nun bir yigilma
noktasi ise, f fonksiyonun a noktasinda siirekli olmasi lim,_,, f(2) = f(a)
olmasina denktir. Diger yandan, f fonksiyonu U kiimesinin her ayrik nokta-
sinda stireklidir.

Her f: U — C fonksiyonuna u(z) := Re f(2) ve v(z) := Im f(z) olmak
izere, tek olarak belirli iki u,v : U — R fonksiyonu kargilik getirilir. Bu
durumda biz f = u-+iv yazacagiz ve bir f fonksiyonu i¢in boyle yazdigimizda
hep u = Re f ve v = Im f oldugu, sdylenmese de, varsayilacaktir.

Onerme 5.2.5 ve Onerme 1.1.5(v)’in dogrudan bir sonucu agagidaki 6ner-
medir:

Onerme 1.2.2 f=u+iv: U — C, a ise U’nun bir pglma noktas: ve
a € C olsun.

(i) lim,, f(2) = a < lim,,u(z) = Rea ve lim,_,,v(z) = Ima.

(ii) Ayrica, a € U ise, f fonksiyonunun a noktasinda sirekli olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul u ve v fonksiyonlarimin a noktasinda siirekli olma-
sudar.

Onerme 1.2.3 f,g:U — C velim, 4 f(2) = a ve lim,_,, g(2) = B8 olsun.
Bu durumda lim,_o(f £+ g)(2) = a £ 5 ve lim,,,(fg)(2) = af olur. Eger

ayrica B # 0 ise, lim,_q(f/9)(2) = o/ olur.

Sonug 1.2.4 f, g fonksiyonlar: a noktasinda stirekliyseler, f g ve fg fonk-
siyonlary da a noktasinda sireklidir. Eger ayrica g(a) # 0 ise, f/g fonksi-
yonu da a noktasinda stureklidir.

Kamnit. Gergel analizdeki gibi kanitlanir. |

|| : C — R siirekli oldugundan, f : U — C siirekliyse, iki siirekli fonksi-
yonun bilegimi olarak |[f| : U — R fonksiyonu da siireklidir. Basit ancak
yararli bir 6nermemiz sudur:

Onerme 1.2.5 a noktasi U kiimesinin bir yigilma noktast ve f ve g fonksi-
yonlars U\{a} kiimesinde taniml olsunlar. lim,_,, f(z) = 0 ve g fonksiyonu
bir R > 0 igin U N Dy (a) kimesinde sinrlysa, lim,_.q f(2)g(z) = 0.

Kanit. Kosulumuzdan bir M > 0 ile, her z € U N Dj(a) i¢in |g(2)| < M.
Simdi € > 0 keyfi verilsin. lim,_,, f(2) = 0 oldugundan, bir r» > 0 sayisi, her
z € UND}(a) i¢in | f(z)| < /M olacak bigimde vardir. Gerekirse kiigiilterek
r < R alabiliriz. Bu durumda, her z € U N D;(a) i¢in |f(2)g(z)| < € olur.
Boylece lim,_,, f(2)g(z) = 0 elde edilir. [

Kompleks tiirevlenebilmeyi tanimlamadan 6nce, Onbilgiler béliimiinde
Altkisim 5.3.1°de verdigimiz R-tiirevlenebilmeyi kompleks say1 dilinde yeni-
den yazalim: U C C bir agik kiime f : U — C ve 29 € U olsun. u := Re f ve
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v := Im f olsun. f fonksiyonun zy noktasinda R-tiirevlenebilir olmasiin
ve v fonksiyonlarinin zy noktasinda R-tiirevlenebilir olmasima denk oldugunu
biliyoruz.

Teorem 1.2.6 U C C a¢ik, 20 € U ve f : U — C olsun. Asagrdaki oner-
meler esdegerdirler:

(i) Re f ve Im f fonksiyonlar: zy’da R-tirevlenebilirler.
(ii) f fonksiyonu zy’da R-tirevlenebilir.

(iii) Tek olarak belirli o, 5 € C saylary ve U’da tanimh, zy noktasinda
strekli ve £(z9) = 0 olan bir € : U — C fonksiyonu, her z € U igin

f(2) = f(20) + alz = 20) + B(z = Z0) + [z — 20/ £(2) (1.2)
olacak bicimde vardar. %(zo) =« ve %(zo) := B olarak tanimlanur.

(v) zo’da sirekli fi, fo: U — C fonksiyonlar: her z € U igin

f(z) = f(20) + [1(2)(z = 20) + f2(2)(Z — Z0) (1.3)
olacak bigimde vardir. Ayrica, fi(zo0) = %(ZO) ve fo(z0) = %(zo).

(v) zo’da siirekli g1, g2 : U — C fonksiyonlar: her z € U igin

f(2) = f(20) + g1(2)(x = w0) + 92(2)(y — ¥0) (1.4)

olacak bi¢imde vardir. Ayrica, g1(z0) = %(ZQ) ve ga(z20) = 2—5(20).

Kanit. (i) <= (i) onbilgilerde gosterildi.

(i) = (di1): Tamm geregi f fonksiyonunun zy noktasinda R-tiirevlene-
bilir olmasi zy noktasinda siirekli olup 0 degerini alan bir ¢ : U — R? = C
ile

f(2) = F(20) + L(z — 20) + ||z — 0] £(2) (1.5)
olmasidir (bkz. 5.3.1). Burada L : C — C bir R-dogrusal doéniistimdiir.
Dolayisiyla

L(z = z0) = L ((z — wo) +i(y — o)) = (& — x0) L(1) + (¥ — yo) L(7)

Ancak 1 ve i kompleks sayilarimiz R? uzayimizda e; = (1,0) ve es = (0,1)
vektorlerine kargihik geldiginden, (1.5) denklemi,

0 0
L(1) = L(ex) = 5L (z0) = folan) ve L(D) = Liea) = 52 (z0) = o)
ve |z — 20| = ||z — 20| oldugunu da gozetirsek,

2) = Flan) + (& = 20) 5 () + (0 = ) 5L (20) 412 = alel) (1)
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seklini alir. Bu denklemde z — 2 yerine 3 [(z —20) + (2 — zo)] ve Yy — Yo

1

yerine 5 |(z — z0) — (2 — zo)} yazarsak,

ai= 5 (L i) = 5 (50 - 150 ) ) = F )
5= 3+ i) = 5 (L +i5 ) = Hia

olmak tizere, (1.2)’yi elde ederiz. Boyle bir gosterimde a ve [ sayilarimin
tekligini gérmeyi 6dev olarak birakiyoruz.
(791) = (iv): (1.2) saglansm. fa(z) = S ve

Q, z=2p

fl(z) = {a-l— %dz)’ z € U\{ZO}

olsun. Bu tanimlarla (1.3) saglanir; fy, fo fonksiyonlar1 zg noktasinda stirekli
ve fi(z0) = 3L (20) ve fa(z0) = 5L (20)-

(iv) = (v): (1.3)te 2 — 20 = (z — @) +i(y — o) ve Z — Zg =
(x —x0) —i(y — o) yazarsak, g1 = f1 + fa ve g2 = i(f1 — f2) olmak fizere,
(1.4) elde edilir. Savin kalam tanimlardan apagiktir.

(v) = (i): (1.4) gegerli olsun. u := Re f, v := Im f, u := Regy ve
v := Im gj, olmak iizere, (1.4)’ten

u(z) = u(z0) + u1(2)(x — o) + u2(2)(y — yo), (1.7)
v(2) = v(20) + v1(2)(z — o) + v2(2)(y — ¥o)

elde ederiz. uy ve vy fonksiyonlar1 zy noktasinda siireklidirler. ay := ug(20)
olmak tzere, ex(z) := ug(z) — aj fonksiyonlar1 zp noktasinda siirekli ve 0
degerini aldiklarindan,

5(2) B {0’ Z=Zz0
e @)+ Eye(z), 2 € U=}

[ERE
fonksiyonu zp noktasmda siireklidir ve (1.7)
u(z) = u(z0) + ar(x — xo) + az2(y — yo) + [z — 20l £(2)

seklini alir ki bu, u fonksiyonunun zy noktasinda R-tiirevlenebilir olmasi
demektir. v fonksiyonunun zp noktasinda R-tiirevlenebilir oldugu benzer bi-
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¢imde kanitlanir. |

Teoremimizin kanitinda gegen

gﬁ(z(’) : (gi( 0) —ig‘g]j(zo)> ve (1.8)

ifadelerine Wirtinger tiirevleri denir. Wirtinger tiirevleri yalin olarak f,
ve fz ile de gosterilir. Bu gésterimle f, = 271(f, —if,) ve fz =27 (fo+ify)
olur. Bu formiilleri animsamanin kolay yolu z ve Z’ye bicimsel degiskenler
olarak bakip f(z(z,%),y(z, %)) de bigimsel olarak zincir kuralin1 uygulamak-
tir. Ornegin

of 6f81:+8f8y 8f1+3f1_ <8f 8f>

9z Oz dz Oydz Ox2 Oy 875—(97/

Her f : U — C fonksiyonuna dogal bigimde
f:U—=C, (z»—)f(z))

ile tanimlanan bir f : U — C fonksiyonu karsilik gelir.

Teorem 1.2.7 (Wirtinger tiirevlerinin 6zellikleri) (i) Ustte tanim-
lanan % ve % Wirtinger tirev islemcileri C-dogrusaldir; dd. f ve g

fonksiyonlary a noktasinda R-tirevlienebilir ve \ € C ise

N9 ()= W) 8Z(a)v 200 () = 3% (),
of+g), . df o0f), \0f
W9 4y = % () + % () we 2D 0y =22 (a),

(11) Carpvm ézelligi gegerlidir: f ve g fonksiyonlar: a noktasinda R-tirevle-

nebilirse
a(f9g) dg of
22 (a) = ()5 (0) + 9(a) 5L (a),
a(f9) dg of

22 (a) = ()52 (0) + 9(a) L (a).

(iii) f fonksiyonu a noktasinda R-tiirevlenebilirse f fonksiyonu da a nokta-
sinda R-tirevlenebilir ve

oFf af, . of CIN

L (0) = SL(a) ve “L(a) = 5 (o) (1.10)



16 KOMPLEKS ANALIiZ I

(iv) (Zincir kuraly) U,V C C agik kiimeler, a e U, b eV, f: U =V
fonksiyonu a noktasinda R-tirevienebilir, g : V. — C fonksiyonu b
noktasinda R-tirevlenebilir ve b = f(a) ise

a(i’)zf) (a) = ii<b>g<a> + gi(b)gﬁ(a), (1.11)
d(gof) of of
oz W= 3w( )55 (@) W( )5z (@). (1.12)

Kamt. Kanitlar fz, fy, gz, gy kismi tiirevlerin dogrusalligindan, carpim 6zel-
liginden vs. yola gikilarak verilebilir. Ancak biz Teorem 1.2.6(iv)’ten yararla-
nacagiz ve kanit daha yalin olacaktir. Ornek olmak iizere, (1.10)’u ve zincir
kuralim1 kanitlayacagiz.

(iii) Teorem 1.2.6(iv)’ten a noktasinda siirekli fq, fo fonksiyonlar: ile

f(z) = fla) + f1(2)(z — a) + f2(2)(Z — @)

Burada esglenige gecersek,

F(2) = f(2) = f(a) + fi(2)(Z = @) + f2(2) (2 — a)
= fla) + f2(2)(z — a) + f1(2)(z — @)

olur. fi, fo fonksiyonlar: a’da siireklidirler; bu savi verir.
(iv) b noktasinda stirekli g1, go : V' — C fonksiyonlari ile her w € V igin

g9(w) = g(b) + g1(w)(w — b) + g2(w) (@ — b) (1.13)
ve a noktasinda siirekli fi, fo : U — C fonksiyonlari ile her z € U igin
f(z) = fla) + f1(2)(z — a) + f2(2)(Z — @)
(1.13) denkleminde w = f(z) ve b = f(a) alirsak,
(g0 f)(z) = (g0 f)a) + (910 f)(2) [/1(2)(z — a) + fo(2)(Z — @)]
+(g20 f)(2) | [1(2)(z = @) + fo(2) (2 — a)

elde ederiz. g o f fonksiyonlar1 a noktasinda siireklidirler; dolayisiyla hy :=

(grof)fi+(g20f)fave ha := (g1of)f2+(goo f)f1 fonksiyonlar1 a noktasimda
siireklidirler. Yukaridaki denklem bu gosterimlerle

(g0 )(z) = (go f)a) + h(2)(z — a) + ha(2)(z — @)
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seklini alir. Simdi sav, Teorem 1.2.6(iv) ve (1.10)’dan ¢ikar. [
Ayrica, (1.6)’dan dolay:
_of of
df (20) = 5~ (20)dz + By (20)dy

oldugunu belirtelim.

Her cisim kendi iizerinden bir boyutlu bir vektér uzayr oldugu icin C
cismi de bir boyutlu bir C-vektor uzayidir. Her o # 0 kompleks sayisi bu
uzayin bir tabani olarak alinabilir.

Herhangi bir C-dogrusal A : C — C doniigtimii A(1) =: « degeri ile tek
olarak belirlidir. Gercekten de her z € C igin A(z) = A(z1) = ZA(1) =
za = az olmak zorundadir. Simdi o, 8 € C olmak flizere, A, B : C — C
dontigiimleri her z € C igin A(z) := az ve B(z) := % olarak tanimlansinlar.
A doniistimii C-dogrusal iken, her z,w € C i¢in B(z + w) = B(z) + B(w)
olmasina kargin A € C i¢in B(A\z) := f(\z) = A\3Z = AB(z) oldugundan, 3 #
0 ise B doniigtimii C-dogrusal degildir; bu tip doniisiimlere antidogrusal
veya yaridogrusal denir. Her » € R igin 7 = r oldugundan, antidogrusal
dontigiimler de R-dogrusaldir.

Tanim 1.2.8 U C C ag¢ik, zo € U ve f: U — C olsun. C-dogrusal bir L :
C — C doniigimi ve zo noktasinda sirekli ve €(z9) = 0 olan bire : U — C
fonksiyonu, her z € U i¢in

f(2) = f(20) + L(z — 20) + |z — 20/ £(2) (1.14)

olacak bi¢imde bulunabiliyorsa f fonksiyonu zg noktasinda C-tirevlene-
bilir veya kompleks tiirevlenebilir denir.

Not 1.2.9 Her C-dogrusal doniigiim ayni zamanda R-dogrusal olacagindan,
f fonksiyonu a noktasinda kompleks tiirevlenebilirse gercgel tiirevlenebilir.
Ancak bunun tersi dogru degildir. Ornegin f : C — C fonksiyonu her z €
C igin f(z) = Z olarak tamimlanan yaridogrusal doniigiimiimiiz olsun. f
fonksiyonu, her a € C noktasinda R-tiirevlenebilir. Her z = x + iy € C i¢in
u(z) == Re f(z) = = ve v(z) := Im f(z) = —y fonksiyonlar1 olabilecek en
giizel 6zelliklere sahiplerdir: u ve v tiim R?’de her mertebeden siirekli kismi
tiirevlere sahiptirler. Ancak f fonksiyonu hichbir a € C noktasinda kompleks
tirevlenemez. A

Teorem 1.2.10 U C C agk, a € U ve f : U — C olsun. Asagrdaki
onermeler esdegerdirler:

(i) f fonksiyonu a noktasinda kompleks tirevlenebilir.
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(ii) Bir a € C ve a noktasinda siirekli ve orada 0 degerini alan bire : U —
C ile her z € U ig¢in

f(2) = fla) + a(z — a) + |2 — al e(2).
(i13) a noktasinda sirekli ve f1(a) = a olan bir f; : U — C ile
f(z) = fla) + fi(2)(z —a), Yz € U.

(i)
f(z) = f(a)

lim ————= = qa.
z—a Zz—Q

Kanit. (i) = (ii) (1.14)’te a := L(1) alimz.
(il) = (iil) a # z € U i¢in fi(z) == a + %5(2) ve fi(a) := a alimz.

(i) = (iv) f1'in a’daki siirekliliginden apagiktir.
(iv) = (i) Bu kez ¢ : U — C fonksiyonunu

e(z) == {%f(z)—f(a) _ a) z—a i:;\{a}

z—a |z—al’

ve L:C — C (w— aw) dogrusal doniigiimiini aliniz. [ |

Teorem 1.2.10’daki tek olarak belirli olan « sayis

Y @) = f(a) = 1im L@

dz (a) z—a zZ—a

ile gosterilir.

Onerme 1.2.11 R-dogrusal bir L : C — C déniistiminin C-dogrusal ol-
mast igin gerek ve yeter kosul 0 # w € C olan bir w ile L(iw) = iL(w) olma-
sudur. w =1 é6zel durumundaki L(i) = iL(1) denklemine Cauchy-Riemann
denklemlert denir.

Kanit. L doniistimii C-dogrusalsa, her w € C igin elbette L(iw) = iL(w).
Simdi L dontigiimii R-dogrusal ve bir 0 # w € C ile L(iw) = iL(w)
olsun. C bir boyutlu bir C-vektor uzay1 oldugundan, her a = a +ib € C igin
L (acw) = aL(w) oldugunu gostermek yeterlidir. Gergekten de
I _ NS ) .
(aw) = L(aw + ibw) = L(aw) + L(biw) = aL(w) + bL(iw)

® aL(w) 4+ ibL(w) = aL(w)
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(1) ve (2)’de L doniigtimiiniin R-dogrusalligy, (3)’te ise varsayim kullanilmig-
tir. |

f : U — C fonksiyonu a € U noktasinda R-tiirevlenebilir ve tiirev do-
niisiimii L olsun. Onerme 1.2.11’den dolay1 L'nin C-dogrusal olmasi, dd. f
fonksiyonunun a noktasinda C-tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter ko-
sul L(7) = L(i - 1) = iL(1) olmasidir. Bu ise, bir yandan f,(a) = if.(a),
dd. ify(a) = —f, demek oldugundan, %(a) = 0 ile es anlamhyken diger

yandan
ou Ov . (Ou Ov
8—y(a) + za—y(a) =9 (633(61) + Z@ac(a)>

esitliginden dolayi, Cauchy-Riemann denklemleri olarak bilinen

ou ov ou ov
%(G) = @(@) ve @(a) = —%(G) (1.15)

denklemlerine denktir. Boylece agagidaki 6nerme gegerlidir:

Onerme 1.2.12 a noktasinda R-tirevlenebilir f : u + iv fonksiyonun C-
tiirevlenebilir olmasy igin gerek ve yeter kosul %(a) =0, dd. (1.15) denk-
lemlerinin saglanmasidar.

Sonug 1.2.13 [ fonksiyonu a noktasinda kompleks tiirevienebilirse

Uiy =y = 9F =191

Ta) = 5h(@) = S la) = =2 (a).

1y
Onerme 1.2.12’yi Menchoff [43]'te asagidaki gibi genellestirilmistir:
Teorem U C C agik kiimesindeki sirekli f € C(U) fonksiyonunun U ’da

kompleks tiirevlenebilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, her a € U noktas:
icin bu noktadan gegen iki farkl L ve L' dogrular boyunca

L S@ @) ()= f)
z€L,z—a zZ—a zeLl!' z—a zZ—a

limitlerinin var ve birbirine esit olmasidir.

Bu teoremin kanitini [45]'te de bulabilirsiniz. Buradan agagidaki teorem
elde edilir:

Teorem U C C agik kiimesindeki sirekli f € C(U) fonksiyonunun U ’da
kompleks tiirevlenebilir olmasy i¢in U’da Cauchy-Riemann denklemlerinin
saglanmast yeterlidir.
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Bu yonde [29] ve [42]’ye de bakilabilir. Bu teoremler agagidaki gibi genel-
lestirilmigtir ([12], s.51):

Teorem f:U — C fonksiyonu U C C agik kiimesinde stirekli olsun, sayila-
bilir nokta disinda % ve % tirevleri var ve Lebesque anlaminda hemen her
yerde Cauchy-Riemann denklemleri saglansin. Bu kosullarda f fonksiyonu

U’da kompleks tiirevlenebilir.

Teorem 1.2.14 U C C a¢tk, a € U, A € C ve f ve g fonksiyonlar: a
noktasinda kompleks tirevlenebilir olsun.

(i) fxg, fgve\f fonksiyonlar da a noktasinda kompleks tirevlenebilirler
ve

(f £9)(a) = f'(a) £4'(a), (Af)(a) =Af"(a),
(f9)'(a) = f(a)g'(a) + f'(a)g(a).

(ii) Ayrica, g(a) # 0 ise, f/g fonksiyonu da a noktasinda kompleks tirev-

lenebilir ve
Y 2 = 1 (@g(a) — fla)g'(a)
(7) @ = TR

g
Kanit. Teoremin ilk kismin1 dogrudan Teorem 1.2.6’dan elde edebilecegi-
miz gibi tammdan yola ¢ikarak analiz derslerindeki gibi kanitlariz. Ornek
olugturmak {izere, ikinci sav1 kanitlayacagiz.

g fonksiyonu a noktasinda siirekli ve g(a) # 0 oldugundan, bu noktanin
bir V' komgulugunda f/g fonksiyonu tamimhdir. Biz 1/¢ fonksiyonunun «
noktasinda kompleks tiirevlenebilir oldugunu savunuyoruz. g fonksiyonu a
noktasinda kompleks tiirevlenebilir oldugundan, a noktasinda stirekli bir g; :
V' — C fonksiyonuyla her z € V i¢in g(2) —g(a) = (z—a)g1(z) olur. Buradan

V'de .
1 1 gi1(z )
— = (z—-qa _ =(z—a h z
5w = () =

olur. h(z) fonksiyonu a noktasinda siirekli oldugundan, 1/¢ fonksiyonu a
noktasinda kompleks tiirevlenebilir ve tiirevi h(a)’dir, dd.

<1>'(a) Y 11C) B )

g g(a)g(a) (9(a))?

elde edilir. £ = f- % fonksiyonu a noktasinda kompleks tiirevlenebilir iki
fonksiyonun carpimi olarak a noktasinda kompleks tiirevlenebilir. Bu gar-
pima c¢arpim kuralini uygulayiniz. |
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Teorem 1.2.15 (Zincir Kurali) (i) U,V C C agik kimeler, f : U —
V' fonksiyonu a € U noktasinda R-tirevienebilir ve g : V. — C fonk-
siyonu ise f(a) = b noktasinda kompleks tirevienebilir olsun. Bu du-
rumda, g o f fonksiyonu a noktasinda R-tirevienebilir ve

O (e)
292D ) = )2 (@), 2920 10 = g )P ). b= 110,
(1.16)
Ozel olarak f fonksiyonu da a noktasinda kompleks tirevlenebilirse go f
fonksiyonu da a’da kompleks tirevlenebilir ve

d(fog)
dz

() = (g0 )(a) = o (F@) (@) = 2 () L (a)

(11) I C R herhangi tipten bir aralik, s € I, A C C bir agik kiime, vy : I —
A fonksiyonu s noktasinda tiirevlenebilir® ve f : A — C fonksiyonu
v(s) noktasinda kompleks tirevlenebilirse fo~y fonksiyonu s noktasinda
tirevlenebilir ve

WD () = (Fory(s) = Fi(s)/ () =

af
L )2 (s).

Kamnit. (i): Her seyden 6nce g o f fonksiyonu a noktasinda R-tiirevlenebilir.
Varsayimdan g—%(b) = 0 oldugundan, (1.16) dogrudan (1.11) ve (1.12)’den

. . .. 9
¢ikar. Ayrica, f fonksiyonu a noktasimmda C-tiirevlenebilirse %(a) =0 o-

lacagindan, (1.16)’dan bir yandan (gif )( ) = 0 elde ederiz ki bu, go f fonk-
siyonunun a noktasinda kompleks tiirevlenebilir oldugunu verir; dolayisiyla
yine (1.16) ile

d(go f)
dz

@=22D ) =gy (@) = g 01r@ = L0y Y (a)

(ii): Varsayimlardan dolayi, s noktasinda siirekli bir vq : I — C ve a :=
v(s)’de stirekli bir A : A — C ile

f(z) = f(a) + h(2)(z — a), 2z € A, h(a) = f'(a),
Y(t) =7(s) + m(t)(t —s), t € I, m(s) =7'(s)

olur. Buradan z = 7(t) ve a = 7(s) ile elde edecegimiz

FOy(@®) = f(v(s)) +h(v([)(v(t) —=(s)), t €T
f(y(s)) +h(y(E))m )t —s), tel

5@ bir uc noktaysa elbette tek yanl tiirev sz konusudur.
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denkleminden, h(~y(t))7y; (t) fonksiyonu s noktasinda siirekli oldugunu da go-
zetirsek, f o~ fonksiyonunun s noktasinda tiirevlenebilir ve (f o v)'(s) =
f'(~v(s))7'(s) oldugunu goriiriiz. [ |

Ornek 1.2.16. 1. Sabit fonksiyonlar kompleks tiirevlenebilir ve tiirevleri 6zdes olarak
0’dir. 1d(2) := z ile tanimlanan o6zdeglik fonksiyonu kompleks tiirevlenebilir ve her z
icinld’(2) = 1. Buradan ¢arpim kurali ile, her 1 < n € N igin f(z) = 2" fonksiyonunun

tiim C’de kompleks tiirevlenebilir ve d;: = nz""! oldugu goriiliir. Kolayca, her p(z) =

SR _arz® polinomunun tiim C’de kompleks tiirevlenebilir ve p'(z) = S7_, kapz""!
oldugu goriiliir. Bunun bir sonucu p(z)/q(z) rasyonel fonksiyonlar: en azindan ¢(z) # 0
olan noktalarda kompleks tiirevlenebilir.

2. f: C — C (2 — %) fonksiyonu C’de R-tiirevlenebilir, dolayisiyla siirekli iken,
f=(a) = 1 # 0 oldugundan higbir yerde kompleks tiirevlenemez. Benzeri bir fonksiyonu,
dd. siirekli, ancak higbir yerde tiirevlenemez bir fonksiyonu gercel analizde bulmanin ne
kadar zor oldugunu animsayiniz.

3. f(2) := 2z ile C’'de tamimlanan fonksiyonumuz igin

f(z2) = fla)=a(z —a) +2(z—7)

oldugundan, Teorem 1.2.6(iv)’ten f.(a) = @ ve fz(a) = a elde ederiz. Dolayisiyla fonk-
siyonumuz her a noktasinda R-tiirevlenebilir ancak yalniz a = 0 noktasinda kompleks
tlirevlenebilir. Diger yandan,

f(z) = fa) =2(z — a) + a(z — @)

oldugundan, Teorem 1.2.6(iv)’teki f1, fo fonksiyonlarinin tek olarak belirli olmadiklarim
goriiyoruz; tek olarak belirli olan f1(z0) ve f2(z0) degerleridir.
4. Her z =z + 1y € C igin

[z =#0
f&%{o 7

ile tamimlanan f fonksiyonu eksenler izerinde 6zdeg olarak 0 degerini aldigindan orijinde
kismi tiirevleri vardir ve f,(0) = f,(0) = 0, dolayisiyla f,(0) = if»(0), dd. Cauchy-
Riemann denklemleri saglanir. Ancak z # 0 ve y = az olmak iizere, orijinden gegen
dogrular boyunca 0’a yaklagtigimizda

i L) =) _

20 z—0 :1—|—a2

ve bu deger a’ya bagh oldugundan, f fonksiyonu 0 noktasinda kompleks tiirevlenemez!

Uzlagma: Kitabimizda “kompleks tiirevlenebilir” fonksiyonlarla ilgilenece-
gimizden, bundan sonra kisaca “tiirevlenebilir” fonksiyonlardan s6z edece-
giz. SOz konusu R-tiirevlenebilme ise bunu belirtecegiz.

Tanim 1.2.17 U C C bir agk kiime, f : U — C ve a € U olsun. f
fonksiyonuna, a noktasinin bir komsulugunda tirevienebilirse a noktasinda
holomorftur denir. f fonksiyonu U kiimesinde tirevlenebilirse U kime-
sinde holomorftur denir. U kimesindeki holomorf fonksiyonlarin kiimesi
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H(U) ile gosterecegiz®. U,V C C agik kiimeler olmak iizere, f : U — V bir
tamesleme, f € H(U) ve f~1 € H(V) ise f biholomorftur denir.

H(U) birim elemanli bir halkadir ve C(U) siirekli fonksiyonlar halkasinin
bir althalkasidir”.

Not 1.2.18 Tiirevin geometrik yorumu:  C C acgk, f : Q@ — C
ve f fonksiyonu a noktasinda tiirevlenebilir olsun. w = Re f ve v = Im f
olmak iizere, f fonksiyonunu bir f = (u,v) : Q — R? doniigiimii olarak da
diigiinebiliriz. Cauchy-Riemann denklemlerinden dolay:

det Jf(a) = uz(a)vy(a) — vi(a)uy(a) = uj(a) + vi(a) = |fo(a)?,
det Jy(a) = | f'(a)]*.

Bir f = (u,v) doniisiimii {2'da siirekli tiirevlenebilir ve det Jy(a) # 0, yani
|f/(a)| # 0 ise, gergel analizden biliyoruz ki a ve f(a) noktalarimin U ve V
agik komsuluklar1 f|U : U — V bir tam esleme ve (f|U)~! de siirekli reel
tlirevlenebilir olacak bi¢imde bulunabilir. Biz ileride her f € H(Q) i¢in [’ €
H(Q) oldugunu, dolayisiyla, her holomorf f fonksiyonunun her mertebeden
siirekli tiirevlenebilir oldugunu kanitlayacagiz. Bu kosullarda g := (f|U)~!
fonksiyonu f(a) noktasinda tiirevlenebilir ve ¢'(f(a)) = 1/f(a) olur. Bunu
az sonra kanitlayacagiz. Diger yandan det J¢(a) > 0 oldugundan, f/(a) tiirev
doniigimii pozitif yonlenmig tabanlari pozitif yonlenmis tabanlara resmeder.

f: Q — C doniisimi a noktasinda kompleks tiirevlenebilir ve a :=
f'(a) # 0 ise, |z — a| yeterince kii¢iik oldugunda f(z) — f(a) =~ a(z —a) olur.
Bu ise a merkezli bir dénsikgerdir. a noktasinda birbirini ¢ acisiyla kesen eg-
riler f(a) noktasinda, yonii koruyarak, birbirini ¢ ile kesen egrilere resmedi-
lirler. Bu nedenle, her a € Q i¢in f/(a) var ve # 0 ise, bu tiir doniigiimlere ye-
rel konform donitisiimler denir; bunlar yerel olarak yeterince kiigiik figiirleri
benzer figiirlere resmederler. Holomorf fonksiyonlar1 R?'nin acik altkiimele-
rinden R?’ye konform doniisiimler olarak ele almak Riemann’in yaklagimdir.
Konform dontigiimleri ileride KA II’de inceleyecegiz. A

Onerme 1.2.19 A, B C C agk kimeler f € H(A), f : A — B tamesleme,
a € A, fl(a) # 0 ise [ve f=1 fonksiyonu b := f(a) noktasinda siirekliyse[,
f~1 fonksiyonu b noktasinda tirevlenebilir ve

1y __1
(f7)(f(a) = ) (1.17)

51 (U) yerine O(U) gosterimi de yaygindir.

7C*(U) yapilarmin tanimi icin Altkisim 5.3.1%¢ bakiniz.

8[- -+ ] icindeki bilgiler aslinda varsayilmasi gerekmeyen, otomatikman gegerli olan bil-
gilerdir. Onlarin dogru oldugu bu teorem ve sonuglar: kullanilmadan goriilecektir.
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Sonug 1.2.20 A C C agik, f € H(A),[f € C(A)],a € A ve f'(a) #0 ise,
a ve f(a) noktalarmin agik U ve V' komsuluklar fIU : U — V biholomorf
ve

olacak bicimde bulunabilir.

Kanit. a’da stirekli bir h : A — C ile

f(z) = f(a) = h(z)(z — a). (1.18)

h(a) = f'(a) # 0 ve h fonksiyonu a’da siirekli oldugundan, a noktasimin
bir U komsulugu h(z) # 0 olacak bicimde segilebilir. Yine f~! fonksiyonu
b noktasmda siirekli oldugundan, b’nin agik bir V komsulugu f~1(V) c U
olacak bicimde secilebilir. Her w € V i¢gin z := f~!(w), dolayisiyla f(z) = w
olmak tizere, (1.18)’den

olur. ¢ fonksiyonu b noktasinda siirekli oldugundan, f~! fonksiyonu b nokta-
sinda tiirevlenebilir; g(b) = 1/h(a) = 1/f'(a) oldugu igin de (1.17) dogrudur.

Sonucun kanitr: f° € C(A) varsayimm altinda gergel analizden a ve b :=
f(a) noktalarmin U ve V agik komguluklar f|U : U — V siirekli tiirevlenebi-
lir tameslemesi aym zamanda (f|U) ! de siirekli tiirevlenebilir ve her z € U
igin |f/(2)|> = det J¢(z) # 0 olacak bigimde bulunabilir (Teorem 5.3.16).
Savimiz Onerme 1.2.19’dan ¢ikar. |

Onerme 1.2.21 B C C bir bélge ise, f € H(B) i¢in asaqidaki énermeler
birbirine denktirler:

(i) |f| sabittir.

(1) f'=0.

(iii) f sabittir.
Kanit. (i) = (ii): w = Re f ve v = Im f olsun. |f| sabit <= bir ¢ > 0 ile
u? + 02 = \f|2 =c. Eger ¢ = 0 ise u = 0 ve v = 0 olacagindan, f' = f, =
Uy + vy = 0 olur. ¢ > 0 olsun. u? 4+ v?> = ¢ denkleminde sirasiyla x ve y
degiskenlerine gore kismi tiirev alarak Cauchy-Riemann denklemleriyle

O=u-upy +v vy =uU-Up — V- Uy

O=u-uy+v- -0y =0 Uz +U- Uy
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Burada u, ve u,’ye gore bir dogrusal denklem sistemi var ve matrisinin
determinant1 u? +v? = ¢ # 0 oldugu i¢in denklem sisteminden B bolgesinde
once u; = uy = 0, bunlar ve Cauchy-Riemann denklemlerinden ise v, =
vy = 0 elde edilir. Sonugta B bdlgesinde [’ = uy + tv, = 0 olur.

(il) = (iii): 1. Kanit: 0 = f' = uy + tvy'ten uy, = v, = 0 elde edilir.
Cauchy-Riemann denklemleriyle u, = uy, = 0 ve v, = v, = 0 elde ederiz.
B bir bélge oldugundan, u ve v fonksiyonlar1 B’de sabittir (Onerme 5.3.18).
Dolayisiyla f sabittir.

2. Kamit: B bir bolge oldugundan, f fonksiyonun yerel sabit oldugunu
gormek yeterlidir. D,(a) C B olsun. z € D,(a) keyfi verilsin ve ~(t) :=
a + t(z — a) ile tammlanan v : [0,1] — D,(a) fonksiyonu tiirevlenebilir
oldugundan, Teorem 1.2.15’ten g := f o~ igin ¢'(t) = f/'(~(¢))¥'(t) = 0 olur.
Dolayisiyla g sabittir ve f(z) = ¢g(1) = g(0) = f(a). Boylece f fonksiyonu
D, (a) dairesinde sabittir.

(i) = (i) asikar. |

U C Cagik ve f: U — C fonksiyonu R-tiirevlenebilir olsun. (1.10)’dan

of  \ _ of
Va e A: 82() 0<:>82() 0.

Eger f € H(U) ise, f fonksiyonu U kiimesinde antiholomorftur denir; bu,
U’da f, = 0 olmasina denktir.

Onerme 1.2.22 U,V C C agik kiimeler, U i> vV & C olsun.
(i) f ve g antiholomorflarsa, g o f holomorftur.

(ii) f ve g’den biri holomorf digeri antiholomorfsa, g o f antiholomorftur.

Kamt. Ornek olmak iizere, ilk énermeyi kanitlayacagiz. Zincir kural ile

dgof) ogof 0gof  Of
0z owor owor 0@*%0 0

elde ederiz. [ |

Bu 6nermenin bir basit sonucu sudur: f = fj o fo o --- o f, ifadesindeki
her bir f; bir holomorf veya antiholomorf fonksiyonsa antiholomorf olanlarin
sayisi ¢iftse f holomorf, tekse f antiholomorftur.

U C C agik olsun.

U ={Z|z€U}veVzecU :f (2):=f(z) = {do fold)(z)

olsun. U~ kiimesi U kiimesinin z-eksenine gére yansimasidir. f~ fonksiyo-
nuna da f’nin yansimasi diyelim. Asagidaki énerme apaciktir:

Teorem 1.2.23 f e H(U) ise f~ € H(U™).
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Problemler

Problem 1.2.1 D’de f(z) := i olarak tamimlanan f : D — C fonksiyo-

nunun D’de siirekli ancak diizgiin siirekli olmadigini gosteriniz.

Problem 1.2.2 f(z) = 3(z + ) ile tamimlanan f : C — C fonksiyonunun
her yerde reel tiirevlenebilir, ancak hicbir yerde kompleks tiirevlenemedigini
gosteriniz. % =7

Problem 1.2.3 f(z) := z Re z olarak tanimlanan f : C — C fonksiyonunun
yalmizca z = 0’da tiirevlenebilir oldugunu gosterip f(0)’1 hesaplayimiz.
Problem 1.2.4 f:C — C fonksiyonu f(0) := 0 ve z # 0 igin f(2) := %
olarak tanimlansin. g := Re f ve h := Im f olsun. 0 noktasinda g, h fonk-
siyonlarinin kismi tiirevlerinin var ve orada Cauchy-Riemann denklemlerini
sagladigini, yine de f’nin 0’da kompleks tiirevlenemez oldugunu gosteriniz.
Benzeri durumun f(z) = f(z + iy) = /|zy| fonksiyonu i¢in de gegerli oldu-
gunu gosteriniz.

Problem 1.2.5 (1) f(z) = 1+ z + 22 fonksiyonunun yalnizca z = 0 nokta-
sinda kompleks tiirevlenebilir oldugunu gosteriniz. z ve z’yi bagimsiz degis-
kenler gibi diigiiniip bigimsel olarak tiirev alirsak, %(z) =22=0<«=2=0
buluruz. Bu bir 6nceki sonugla uyumludur.

(2) f(2) = f(z+iy) = 22+ y? +i(2? — y?) fonksiyonunun C’de yalnizca
L = {(z,—z) |z € R} dogrusunun noktalarinda kompleks tiirevlenebilir ol-
dugunu kamtlaymz. Aym sonuca x = 1(z + 2), y = 5:(z — Z) déniisiimle-
riyle f’den elde ettigimiz fonksiyonda bigimsel olarak aldigimiz kismi tiirevle
%(z) = 0 denkleminden ulagimiz.

Problem 1.2.6 U C C agik, f € H(U) ve u = Re f ise her m,n € N i¢in
% = Rei" (1) oldugunu gésteriniz.

Problem 1.2.7 r > 0,( € Cve f € H(D,(()) ve [f € C(D,(¢))] olsun.
(zn), (21)) C Dy(¢) dizileri igin lim z,, = lim 2], = ¢ ve her n igin z, # 2z}, ise,

f(zn) = f(z0)

f1(¢) = lim

ne+oo Zn — X

oldugunu gosteriniz.

Problem 1.2.8 r >0, ¢ € Cve f € H(D,(()) ve [f € C(D(¢))] olsun.
Her 0 < o < 7 i¢in f fonksiyonunun D, (¢)’da diizgiin tiirevlenebilir, dd. her
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g > 0 icin bir 6. > 0 ile

Vz,2 € Dy(C) (\z - <6 = M - ()

Z —Z

<)

Problem 1.2.9 f € C}(U,C), a € U velimj_o |h7[f(a+ h) — f(a)]| varsa
ya f ya da f fonksiyonu a’da kompleks tiirevlenebilir, gosteriniz.

oldugunu gosteriniz.

Problem 1.2.10 B C C bir bélge, f = u+iv € H(B) ve u?> = v ise f
sabittir, gosteriniz.

Problem 1.2.11 B C C bir bolge, f € H(B) ve u = Ref ve v = Im f
olsun. «, 8 € C* olmak tizere, au-+ Sv fonksiyonu B’de sabitse f'nin de B’de
sabit oldugunu gosteriniz.

Problem 1.2.12 f = u+iv € H(U) ise, (Vu, Vv) = (gradu, gradv) = 0
oldugunu gosteriniz.

Problem 1.2.13 U C C acgik ve f = u +iv € H(U) ise, s € R? bir birim
vektor ve n = is olmak iizere,

Ou  0Ov ou v

ds _on " on_ 0s

oldugunu gosteriniz. %7 -+« tamimlar i¢in (5.3)’e bakimz.

Problem 1.2.14 x = rcosy ve y = rsin olmak iizere, Cauchy-Riemann
denklemlerinin kutupsal koordinatlarda f = u + v i¢in

ou 10v Ov 10u

o rop or  rop
oldugunu gosteriniz.

Problem 1.2.15 f = u+iv € H(U) ve ayrica u,v € C3(U) ise —ileride
daima w,v € C*(U) oldugunu gorecegiz—, A = g—; + 5%22 olmak tizere,
Au = 0 = Av oldugunu gosteriniz.

Problem 1.2.16 Bir u(z,y) = az?® + bxy + cy? € R[z,y] polinomunun bir
f € H(C) holomorf fonksiyonunun gercel kismi olmasi igin gerek ve yeter
kogulun a = —c oldugunu gosteriniz. Bu kogul saglandiginda Re f = u olan
tim f € H(C) fonksiyonlarim bulunuz.
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Problem 1.2.17 f =u+iv € H(C) ve u(z,y) = 222 — 3zy — 2y? ise f'yi
bulunuz.

Problem 1.2.18 U,V C C acik kiimeler, U i> V34U, f stirekli, g € H(V)
olsun. Ayrica, her w € V i¢in ¢'(w) # 0 ve her z € U i¢in g(f(z)) = z ise,
feHU) ve f=1/(¢' o f) oldugunu gosteriniz.

Problem 1.2.19 f,¢g:C* — C* fonks1yonlar1 f(z) =2 veg(z) = % olarak
tanimlansimlar. f’nin biholomorf, g’nin biantiholomorf oldugunu gosterip bu
déniigiimlerin D, S ve C\D'yi nerelere resmettiklerini belirleyiniz ve her z €
C* igin bir diizlemde f(z) ve g(z)’yi gorsellestiriniz.

Problem 1.2.20 f : C — C fonksiyonu w = f(z) = 22 olsun. Tanim
bolgesinin noktalarini z = = + ¢y, deger bolgesindekileri ise w = u + v ile
gosterelim. Tanim kiimesindeki z = a, y = b, y = x + 1 dogrulan ile zy = 1
hiperboliiniin f altindaki resimlerini bulunuz.

Problem 1.2.21 a € D ve z € C\{1/a} i¢in T(z) := = olsun. T"(z)’yi
hesaplayimiz. Ayrica, {z|[|T(2)] = 1}, {z||T(2)| < 1} ve{z||T(z)| > 1}
kiimelerini belirleyiniz.

Problem 1.2.22 B C C bolgesi C’den sanal eksen tizerideki i[1, +00) v
—i[1,+00) dogru pargalarim ¢ikararak elde edilsin. Her z € B i¢in f(z) :=
ii‘% olsun. f : B — C_;'nin biholomorf oldugunu gosteriniz. f(i[1,+00)
ve f(—i[l,+00)) gortuntiilerini bulunuz.

Problem 1.2.23 B C C bir bélge ve f : B — C holomorfsa, su denk-
likleri kanitlayimiz: f sabittir <= Re f sabittir <= Im f sabittir <= f
holomorftur <= f' = 0 <= | f| sabittir.

Problem 1.2.24 Onceki problemdeki Re f = ¢ ve Im f = ¢ dogrularim
ayricaligl yoktur. L C C bir dogru, f € H(U) ve f(C) C L ise f sabittir;
gosteriniz.

Problem 1.2.25 U C C acik ve dighiikey, f € H(U) N CYU) ve U'da
Re f'(z) > 0 olsun. Bu durumda, U’daki her a # b i¢in g.(t) = Re(b —
a)~! fla+t(b—a)] fonksiyonunun [0, 1] araliginda kesin artan ve fnin birebir
oldugunu gosteriniz.

Problem 1.2.26 U C C agk ve digbiikey ve f € H(U) olsun. a,b € U ve



1.3. KOMPLEKS DiZILER VE SERILER 29

a # b olsun. ¢,d € [a, b] noktalarimin

f(b) = f(a) = (b= a)[Re f'(c) + Im f'(d)]

olacak bigimde bulunabilecegini gésteriniz. F(t) = = f(a +t(b —a)), t €

b—a
[0, 1] fonksiyonundan yararlaniniz.
Problem 1.2.27 f:C — C fonksiyonu her z,w € C i¢in

flz+w) = f(2)f(w)

esitligini saglasin. Asagidakileri kanitlayiniz:
(i) f#0ise f(0) =1 ve her z € Cigin f(z) # 0.
(i) f#Z0ve f € H(C) ise, her z € Cigin f'(2) = f(2)f'(0).°
(i) g #£0, g9 € H(C), her z,w € Cigin g(z+w) = g(z)g(w) ve f'(0) = ¢’(0)
ise f=g.

Problem 1.2.28 f(z) = f(x +iy) = e*(cosy + isiny) olarak tanimlanan
f : C — C fonksiyonunun holomorf ve her z, w € Cigin f(z4+w) = f(2)f(w),
f #0ve f/(0) =1 esitliklerini sagladigim gosteriniz.

Problem 1.2.29 Her z € C* i¢in f(2) = 2 + L ise, f(C,) goriintiilerini
bulunuz. Bu déniisiimiin C\D’yi biholomorf C\[—2,,2]'ye resmettigini gos-
teriniz.

1.3 Kompleks Diziler ve Seriler

Her z,w € C igin d(z,w) = |z — w| olmak iizere, (C,d) metrik uzayinda
caligacagimizdan, metrik uzaylara iligkin onbilgilerde verdigimiz tanimlar
yinelemeyecegiz. Yakinsaklik, limit, Cauchy dizisi ve benzeri tamimlar igin
oraya bakilabilir. C uzayimiz bir Hausdorff uzay1 oldugundan, (z,) dizisi
yakinsaksa, limiti tek olarak belirlidir. (z,) C C, a« € C, Re z, = zp, Im z,, =
Yn, Rea = a ve Im o = b olmak iizere,

|zn — al, |[yn — b| < |2 — af <zn — al + [y — b

esitsizliklerinden hemen gsunlar: elde ederiz:

°Dolayisiyla f her mertebeden kompleks tiirevlenebilir; ileride yalnizca bu &zel holo-
morf fonksiyonun degil, her holomorf fonksiyonun her mertebeden kompleks tiirevlenebilir
oldugunu gorecegiz.
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1. (zp) dizisinin yakimsak olmas: i¢in gerek ve yeter kogul (x,) ve (yn)
dizilerinin yakinsak olmasidir; ayrica lim z, = o <= limz, = a ve
limy, =b.

2. (zpn) bir Cauchy dizisidir <= (z,,) ve (y,) Cauchy dizileridir. Dola-
yistyla (z,) dizisinin yakinsak olmasi i¢in gerek ve yeter kosul, gergel
dizilerde oldugu gibi, bir Cauchy dizisi olmasidir.

3. limz, = a ve limw, = f ise, lim|z,| = |af, lim(z, + w,) = a + 3,

lim 2w, = aff ve ayrica 3 # 0 ise lim - = %
n

4. A C C kiimesine, bir p > 0 sayis1 A C D,(0) olacak bigimde, dd. Va €

A : ]a|] < p olacak bigimde bulunabiliyorsa simirhidir denir. {z,|n €

N} kiimesi simirliysa, (z,) dizisi sinirhdir denir. Yakinsak diziler si-

nirhidir. Gergekten de lim z, = a ise, Di(a) dairesinin diginda dizi-

nin en fazla sonlu terimi bulunabilir. Bu terimlere ay,, ..., ax,, dersek,

r = max{|ag,|,...,|ak, |, |a|} +1 olmak iizere, her n i¢in |a,| < 7 olur.

Cy ile C yerel kompakt uzaymmizin 5.2.3 altkisminda anlattigimiz tek nokta

kompaktlastirilmasin gosterecegiz'?. Diizlemdeki her K kompakt kiimesi bir
D, dairesinin icine diistiigiinden,

B(c0) := {(Dr)°U {o0} |r > 0}

ailesi C,, kompakt uzayimizda oo noktasinin bir komguluk bazidir. Bu ne-
denle, bir (z,) C Cy dizisinin C, uzayinda oo noktasia yakinsak olmasi
her r > 0 sayisi icin D, kapali dairesinde dizinin en fazla sonlu terimi ol-
mas1 demektir. Eger dizimiz C’de ise Cy,’da lim z,, = oo olmasi, her r > 0
i¢cin bir n,’nin her n > n, i¢in |z,| > 7 olacak bi¢gimde bulunmasia,
dd. lim |2,| = 400 olmasina denktir.

Uzlagma: Fonksiyonlar kuraminda genellikle C uzayinda ¢aligmamiza kar-
sin yer yer Co, uzayinda da caliginz. Eger C'de galisiyorsak bunu ayrica
belirtmeyecegiz; ancak Coo’de calisiyorsak bunu belirtecegiz. Ornegin bir
(zn) C C dizisinin yakinsakligindan soz ettigimizde, C uzayinda ¢aligtigimiz
ve eger varsa limitinin bir a € C kompleks sayisi oldugu varsayilacaktir.

Kompleks serilere iligkin kavramlar gergel serilerde oldugu gibidir.

Tanmim 1.3.1 Her (ay,) kompleks dizisine s, = ag + - -+ + a,, olmak fizere,
bir (sn) kompleks dizisi kargilik getirilir. (s,,) dizisi yakinsak ve limiti s ise,
terimlert a,, olan seri yakinsaktir denir ve bu ;ﬁ% an, = s olarak goste-
rilir. s sayisina serimizin toplama denir. Terimleri |a,| olan seri yakinsaksa

10C, yerine CveC gosterimleri de yaygindir.
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+90 ay, serisi mutlak yakinsaktir denir. Y70 a,, serisi i¢in coju yerde

> ay, yalin gosteriming yegleyecegiz. Her o : N — N tameslemesi igin > Ag(n)
serisi yakinsaksa ) ay serisi degismeli yakinsaktur, ejer her ) a,(,) se-
risi ayne degere yakinsaksa gticlii degismeli yakinsaktir denir.

Not 1.3.2 Gergel terimli serilere iligkin teoremlerin ¢ogu kanitlari oldugu
gibi korunarak kompleks serilere aktarilirlar. Burada da dizilere iligkin ¢ogu
teorem bize dogrudan serilere iligkin teoremler verir. Bunlardan bazilarini
not edecegiz.

1. > a, =s<= > Rea, =Resve ) Ima, =Ims.

2. ap, =sve) b, =tise her a,f € Cigin ) (aa, + pb,) = as + ft.

3. a#0ise, Y ap ve Y aay, serilerinin yakimsaklik karakterleri aynidir;
dd. ya ikisi de yakinsak ya da ikisi de iraksaktir.

4. Cauchy Olciitii: > ay, serisinin yakinsak olmasi igin gerek ve yeter
<

kosul, her € > 0 i¢in bir n. dogal sayisinin her n, < p < g igin ’Zp<n< g n
¢ olacak bigimde bulunabilmesidir.

2, an< D ol

p<n<gq p<n<gq

oldugundan, mutlak yakinsak seriler yakinsaktur. |37 g a;| < >0 o lai| ve
|- | : R — R siirekli oldugundan,

X

5. > ay yakinsaksa lim a, = 0.

6. > a, serisi yakinsak ve toplami a olsun. kg = 0 ve (k,,) C N kesin artan
bir dizi olmak {izere, by, := ;- <n<hmiy On olsun. > by, serisi ) _ a,, serisin-
den birbirini izleyen bazi sonlu terimler ayraglar i¢ine alinarak ve bunlarin
toplamlarini yeni terimler olarak segerek elde edilmigtir. s, :=ag+ -+ + an
ve ty, = by + -+ + by, olmak tizere, (t,,) dizisi (s,) dizisinin bir altdizisi
oldugundan, > b,, = limt,, = lims, = )_ a, saglanir. Bagka sozlerle bir
yakinsak seride, siray1 koruyarak, istedigimiz gibi ayraclar yerlestirebiliriz.
A

< Z|an|

Teorem 1.3.3 (Cauchy kék &lciitii) r := limsup ¥/|a,| olsun. 3 ay,
Serisi

(i) r < 1 i¢in mutlak yakinsaktar,

(ii) r > 1 i¢in wraksaktur,

(11i) r =1 igin seri yakinsak da olabilir wraksak da olabilir.
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Kanit. (i) r := limsup W < 1 olsun. S sayisini r < 3 < 1 olacak bigimde
secelim. Bu durumda bir ng dogal sayisi, her n > ng icin ’Q/W < B olacak
bi¢imde segilebilir. Dolaysiyla n > ng igin |a,| < ™ oldugundan, (5.3.4)
biiyiik dlgiitii ve Not 5.3.5(1) ile 3 -, ‘|an| yakinsaktir.

(ii) > 1 olsun. « sayist r > « > 1 olarak segilirse sonsuz ¢oklukta n
igin W > «, dd. sonsuz ¢oklukta n igin |a,| > o™ > 1 olur. Dolayisiyla
(ay) bir 0 dizisi degildir; dyleyse, > a, yakinsak degildir.

(ili) 3> X ve 3= & serilerinin her ikisi i¢in de r = 1 iken bu serilerin ilki
wraksak, ikincisi yakinsaktr. |

Simdi verecegimiz oran 6l¢iitii, terimlerinin en fazla sonlu tanesi 0 olan
seriler i¢in anlamhidir. Bu 6lgiitten soz ettigimizde, ayrica belirtilmese de, bu
varsayilacaktir.

Teorem 1.3.4 (D’Alembert oran olgiitii) En fazla sonlu sayda n igin
an =0 olsun. Y a, serisi

(i) lim sup o ‘"J"ll < 1 ise mutlak yakinsaktur,

(ii) Bir ng ile an, # 0 ve her n > ng igin % > 1 ise seri wraksaktor,

ozellikle lim inf % > 1 ise serimiz wraksaktur.

(#4) liminf |a‘”“‘ < 1 < limsup |a‘”+|1‘ durumunda seri wraksak da olabilir
yakinsak da olabilir.

an-&-l‘

Kamnit. (i) 7 := lim sup l\aT < 1 olsun ve 8 sayis1 r < [ < 1 olacak bigimde

se¢ilsin. Bu durumda bir ng dogal sayisi, her n > ng igin a,, # 0 ve ‘727::‘1' <p
olacak bi¢imde vardir. Bu durumda, her n > ng i¢in |a,| < |an,|8""° olur.
Dolaysiyla D, . |an,|8" " yakinsak oldugundan, la,| yakinsaktir;

> n>ng
buradan ise Y |a,| yakinsak olur.

(ii) Bir ng ile an, # 0 ve her n > ng igin %
n

> 1 ise, her n > ng
icin 0 < |an,| < |an| olacagimdan, (ay,) bir 0 dizisi degildir. Dolayisiyla  ay,
wraksaktir. Simdi p := lim inf |a|"+|1‘ > 1 olsun. «a sayisini 1 < a < p olarak
segersek, liminf’in tanimi geregi bir ng dogal sayisi, her n > ng igin 1 <
a< |Z+‘1| olacak bi¢cimde bulunabilir. Az 6nce kanitladigimizdan, serimiz
1raksakt1r

(i) 3- & ve Y -5 serilerinin ikisinde de lim inf “TZI‘” = lim sup |c?":|1| =1
saglanir; ancak ilk seri 1raksak, ikinci seri yakinsaktar.

Cauchy kok olgiitii ve d’Alembert oran Olgiitleri 6ziinde mutlak yakin-
saklik olciitleridir. Asagida kanitlayacagimiz Abel kurali ise bir yakinsaklik
Olgutidiir.

Teorem 1.3.5 (Abel Olgiitii) Asaqidaki kosullar saglandiinda > zpwy,
serist yakinsaktr:
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1. Bir M > 0 sayist, her n < m i¢in |zn + 2p41 + - + 2m| < M olacak
bicimde vardar.

2. > |wp — Wy yakinsak ve limw, = 0.

Kamt. € > 0 keyfi verilsin. 0 < n < m i¢in t,m = 2 + Zpt1 + - + 2,
olmak iizere,

ZpWp, + -+ + Zm Wiy, = Wntyp + Wnt1 (Enpns1 —ton) + -+ Wi (Enm — trm—1)
olur. Bu esitligin sag yanin1 Abel donistimi ile
tnn(Wn — Wng1) + o1 (Wn1 — Wnp2) + - Ftnm—1(Wm—1 — W) + Wity m
olarak yazabiliriz. Buradan ve teoremin ilk kogulundan,

|Znwn + -+ 2mWn| < M (Jwp — Woga| + -+ [ W1 — W) + M |wp|
elde ederiz. Teoremin ikinci kogulundan, bir ng dogal sayisi, her m > n > ng

icin

|wy, — Wnpt1| + -+ | Wm—1 — Wi | < m ve |wpy| < ——

olacak bicimde secilebilir. Bu durumda, her m > n > ng icin

2M

|Znwn, + -+ + zZmwpy| < €
elde edilir ve dolayisiyla Cauchy Olgiitii ile 3 z,w, yakimsak olur. |

Ornek 1.3.6. (p,) kesin azalan ve 0’a yakinsayan bir gergel dizi olsun, dd. p, J 0. Bu
durumda Teorem 1.3.5’in ikinci kogulu, w, = p, olarak saglanir. §imdi z € C, |z| = 1 ve
z # 1 olsun ve z, := 2" alinsin. O halde, n,m € N ve n < m olmak iizere,

m—n+1
n n+1 m nZ -1
Znt+2Zny1+ -+ 2m =2 +2 +--+z :zﬁ
‘Zn+zn+1+"'+zm‘§ =M-1
|z —1]
oldugundan, teoremimizin birinci kogulu da saglanir. Boylece p, | 0, z € C, |z| = 1 ve
z# 1 ise Y pnz" serisi yakinsaktur.
Ozel olarak n > 1 icin p, = % alirsak, Zn>1 —2" serisi z # 1 olmak kosuluyla her

|z| = 1 icin yakinsaktir. Diger yandan bu seri z = 1 icin wraksak olan > -, % harmonik
serisidir.

z € R icin simdilik €'® := cosx + isinx olarak tanimlayalim. z := e® olmak iizere,
her n € N igin 2z, := 2" = €™® = cosnx + isinnz olur. ileride Altkisim 1.7.1’de bunlar
gorecegiz. Bu durumda, o # 2kn (k € Z) igin |e| = 1 ve ' # 1 olacagindan, > p,e™™®
serisi, dolayisiyla

an cosnr ve an sinnz, x # 2kn (k € Z)
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serileri de yakinsaktir.

pn € R ve p, > 0 ise, > py serisi igin yakinsaklik ve mutlak yakinsaklik
kavramlar: ortiiglir. Ayrica, bu durumda (s,,) kismi toplamlar dizisi monoton
artan olacagindan, ) p,, serisinin yakinsak olmasi (s,,) dizisinin iistten smirh
olmasina denktir.

Teorem 1.3.7 (i) Kompleks terimli Y z, serisinin mutlak yakinsak ol-
mas igin gerek ve yeter kosul Y Re z, ve > Imz, serilerinin mutlak
yakinsak olmasidar.

(i) Kompleks terimli Y z, serisi mutlak yakinsaksa, her o : N — N per-
miitasyonu i¢in wy, 1= Zy(y) olmak iizere, ) wy, serisi de mutlak ya-
kinsaktur ve Y wy, = > zn. Dolayswyla, mutlak yakinsak . z, serileri
gliclic degismeli yakinsaktur.

Kanit. (i) Dogrudan yukarida sdylenenler ve
IRe zp |, [Im 2z, | < |2p] < |Re 2| + [Im 2,

esitsizliklerinden c¢ikar.

(ii) Birinci kanat: z, = x,+1iy, olmak {izere, > z, serisi mutlak yakinsak
ve toplami a + b ise, (i)’den dolay1 >z, = a, > y, = b ve her iki seri
de mutlak yakinsaktir. Gergel analizden, mutlak yakinsak bu serilerde, her
o : N — N tameslemesi i¢in ) 2,(,) = a ve ) Yy (n) = b oldugunu biliyoruz.
Dolaysiyla, > 2,() serisi yakinsak ve toplami a + ib’dir. Gergel analizden
bu bilgilere bagvurmadan, gergel seriler i¢in de gegerli olan ikinci bir kanit
verecegiz.

Ikinci kanat: > z, serimiz mutlak yakisak oldugundan yakinsaktir; simdi
>z, = a olsun. ¢ : N — N herhangi bir permiitasyon, p, := o(n) ve
Wy, 1= zp, olmak lizere, s, := Y 1" gz Ve by 1=y 1 w; = 2 i 2Zp, olsun.

e > 0 keyfi verilsin. )’ |z,| serisi yakisak oldugundan, bir m sayisini
Y nom |2n| < § olacak bicimde segebiliriz. Bir m’ dogal sayisim

{20, 2m} CH{zpgs - 2p, )
olacak bigimde segelim. p := max{py, ..., Py} olsun. Bu durumda, her n’ >
m’ i¢in t,; = Sy, + by olur. Burada b, sayis1 zpi1,.. ., zp terimlerinin bir

kisminin —elbette tamaminin da olabilir— toplamlarindan olusur; bunlarin
damgalarinin olugturdugu kiimeye J diyelim. Dolayisiyla,

PIEIED SIEE NS DR ES SIEAESS

icJ ieJ m<n<p m<n

‘bn’| =
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buradan da, her n’ > m’ igin, a = s, + > zp, oldugunu da gozetirsek,

m<n
e €
tr = al < fsm —al +[owl = | > 2| + b < 3 l2al + fowl < 5+ 5
m<n n>m
olur. Dolayisiyla, (¢,) yakinsak ve limt¢, = a. |

Gergel analizden biliyoruz ki gergel terimli bir > r, serisi yakinsak, an-
cak mutlak yakinsak degilse, her a gergel sayisina kargilik bir ¢ : N — N
permiitasyonu (=tameslemesi) ) 7,(,) = a olacak bigimde vardir. Bagka
sozlerle o doniigiimii N kiimesinin permiitasyonlarmi taradiginda )74y
serilerinin yakinsak olanlarinin toplamlarinin kiimesi R’dir. Steinitz’te [60],
kompleks terimli yakinsak ancak mutlak yakinsak olmayan bir ) a, serisi
i¢in, o doniigiimi N kiimesinin permiitasyonlarmi taradiginda ) Ag(n) S€-
rilerinin yakinsak olanlarinin toplamlarimin ya tiim C’yi ya da diizlemde
bir dogru olugturdugunu kanitlamistir. > a, mutlak yakinsak degilse bu iki
durumla karsilagabilecegimizi gérmek kolaydir; teorem bagka bir durumla
kargilagmayacagimizi 6ne siirer. y Ag(n) serilerinin yakinsak olanlarn limit-
lerinin kiimesini L ile gosterirsek:

1. > a, gergel serisi yakinsak, ancak mutlak yakinsak olmasm; ) 3,

gercel serisiyse mutlak yakinsak ve toplami £ olsun. Bu durumda,
Y (o +ify) i¢in L = R 448 ve Y (B, + iay,) igin ise L = 5+ iR
olur. k € R olmak tizere, Y (v, + ikay,) serisi iginse L kiimesi y = kx
dogrusudur.

2. > o ve Y aony gercel serilerinin her ikisi de yakimsak, ancak mutlak
yakinsak olmasimn. Simdi Y a,, serisini ag, := a9, Ve aopi1 = iaon41
olarak tamimlarsak, bu seri igin L = R 4 ¢R = C olur.

Teorem 1.3.8 (Cauchy Carpimi) Yeakinsak > a, = A ve Y b, = B
serilerinden en az biri mutlak yakinsaksa ¢, = Y apbg olmak iizere,
> e serisi yakinsaktir ve toplamy AB dir.

Kamt. A, := " ja;, By := > 1" b ve Cpp := Y1 ¢ olsun. Y a; serisi
mutlak yakinsak ve toplami A, > b; serisi yakinsak ve toplami B olsun.

Genelde C,, # A, B, iken savimiz yine de lim C,, = lim A,, lim B,, oldugudur
ve kamitlanmalidir.

p+q=n

Cn = aobo + (agb1 + a1bo) + - -+ + (agbp + arbp—1 + - - + anbo)
=ayB, +a1Bn_1+ - +an,By, pBr:= B — B alirsak
=ao(B+ Bn) +a1(B+ Bn-1)+ -+ an(B+ Bo)

Cn = ApnB + (aofBn + a1fn-1+ -+ anfo) = AnB + 7

Y = aoBn + a1fpn—1+ -+ anBo
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elde ederiz. A, B — AB oldugundan, 7y, — 0 oldugunu kanmitlamak yeterlidir.
a =Y |ay| olsun. Varsayimimizdan o < +o0.

€ > 0 keyfi verilsin. lim 3,, = 0 oldugundan, n. dogal sayisini, her n > n,
i¢in |8, | < € olacak bigimde segebiliriz. Boylece, her n > n. igin

|’Yn’ < lﬁoan + -+ Bngan—ng‘ + ’/Bna—&—lan—ng—l + -+ ﬁnao‘
< |Boan + -+ + Bn.an—n.| +ac (1.19)

elde ederiz. (1.19)’da n. sabit tutulur ve lim a,, = 0 gozetilirse lim sup |7y, | <
ae elde edilir. € > 0 keyfi segilebildiginden buradan lim sup |7,| = 0, dolay1-
siyla lim |y, | = 0, buradan da lim~,, = 0 elde ederiz. [ |

Sen =302 (Zp g=n apbq) serisine Y a, ve Y. by, kompleks serilerinin
Cauchy carpimi denir. ¢ : N — N x N herhangi bir tamesleme ve her
i € Nigin o(i) = (ni, m;) olsun. Her 7 i¢in p; := ay, by, dersek, boylece elde
ettigimiz ) p; serisine > a, ve Y _ by, serilerinin bir ¢arpim serisi diyelim.
Ozetle carpim serilerimiz a,b,, terimlerini herhangi bir bicimde dogrusal
siralayarak elde ettigimiz serileridir.

Teorem 1.3.9 (Seri Carpimlar1 Teoremi) % a, ve 320 b, serileri
mutlak yakinsak ve Y p; bunlarin herhangi bir ¢arpum serisiyse, > p; serisi
de mutlak yakinsaktir ve

S (So) (S0)

Sonug 1.3.10 ) a, ve Y by, serileri mutlak yakinsaksa ¢y, := )
olmak tzere, Y ¢, serisi de mutlak yakinsaktir ve

T3 (3 ) = () ().

n p+qg=n

p+g=n apbq

Kamt. a := > ap, b:= b, S := D p_o @k Ve by := y - by olsun. I € N
keyfi verilsin. n € N yerince biiyiik segilirse {po,...,p} C {asb, |0 < v, pu <
n} saglanir. Dolayisiyla,

! n n +o00 400
zmm(zm) S h s(zw) S| < 4o
1=0 v=0 n=0 v=0 pu=0

oldugundan, p := >  p; mutlak yakinsaktir, dolayisiyla giiglii degismeli ya-
kinsaktir. Dolayisiyla, p degerini bulmak i¢in a, b, terimlerini istedigimiz gibi
siralayabiliriz. Bir o : N — N permiitasyonunu ¢; := o(p;) ve 7, := Y i Gi
olmak iizere, uygun k,, dogal sayilariyla 75, = s,t, olacak bicimde segecegiz.
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Bu ¢ok degisik bicimde gerceklestirilebilir. Su siralamay: secelim: agbg, agb1,
aibo, aiby, ... olarak siralayalim. Bu siralamanin mantig soyledir: Ilk terim
apbg olacak, bunu s1t; carpiminin, heniiz secilmemis terimleri bir bigimde
izlesin, onlar1 soto carpiminin heniiz se¢ilmemis terimleri bir bigimde izlesin
vs...Bu durumda, k, := (n + 1) ve 7, := > oiso ¢i olmak tizere, Ty, = sptp
oldugundan, lim 7,, = lim 73, = lim s,,-lim ¢,, = ab elde ederiz. Agik yazilimla

an = an =lim7, =ab= (Zan> <an)

elde ederiz.

Sonucun kamitr: Bu kez a,b,, terimleri sdyle siralansin: ¢,’deki a, b, te-
rimleri ¢,1’dekilerden 6nce gelecek sekilde herhangi bir bigimde siralan-
sinlar; ornegin agbg, agb1, a1bg, agba, a1b1, asby, . ... Bu terimleri yalin olarak

dp,dy,ds, ... olarak gosterirsek, teoremden dolay:1 ) d,, mutlak yakinsak ve
n(n+1)

>~ d,, = ab olur. Dolayisiyla, Y ¢, mutlak yakinsak ve Y 1" j¢; = > =0 4
oldugundan, ) ¢; = ) d; = ab elde edilir. [ |

Aslinda 3" ¢, serisi »_ d,, serisinden uygun ayraclamayla elde edilmigtir:

Zdn:dg—l—(d1+d2)+(d3+d4+d5)+"‘
= agpby + (a0b1+a1bo) +(a0b2+a1b1+a2bo) + -
=c+crteat-

Not 1.3.11 Sonug 1.3.10’un Teorem 1.3.8’den iki farki var: Birincisi burada
kosullar daha giicliidiir, her iki serinin mutlak yakinsakligi varsayilmigtir,
ikincisi sav da daha giiglidiir, ) ¢, serisinin mutlak yakimsaklig ileri siirtil-
miistiir. Okur, Sonu¢ 1.3.10’un Teorem 1.3.8’in kanmitina benzer bir kanitin
verebilir. A

Problemler

Problem 1.3.1 (p,) pozitif terimli bir dizi ise

lim inf 221 < liminf {/p, <limsup {/p, < limsup Prtl
Pn Pn

oldugunu gosteriniz.

Problem 1.3.2 (ay,), (b,) C R ise

lim(an, + b,) < lima, + limb,, ve lim(ay, + b,) > lima, + limb,
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oldugunu gosteriniz.

Problem 1.3.3 Her n € N i¢in a,, > 0,5, > 0,0 < limb, =: b € R ve
a = lima, ise, ab = lima,b, oldugunu gosteriniz. Bu énermede a,, ve b,
terimlerinin pozitifliginden vazgecilemeyecegini 6rnekleyiniz.

Problem 1.3.4 Her m € N* i¢in lim {/ <n:ln> = # oldugunu gos-

teriniz.

Problem 1.3.5 ((1431')")7 (81;:) ve r > 0 icin (%), (n"r™) dizilerinin

yakinsaklik durumlarini inceleyiniz.

Problem 1.3.6 (z,) dizisi yakinsak, (w,) dizisi wraksak olsunlar. (z, +
wy) dizisinin daima 1raksak, buna karsin (z,wy,) ve (&) dizilerinin ozel
durumlarda yakinsak olabilecegini gosteriniz.

Problem 1.3.7 f:D — C diizgiin siirekliyse, bir a € dD noktasima yakin-
sayan her (z,) C D dizisi i¢in (f(2y)) dizisinin ayn F'(a) degerine yakinsa-
digini, bdylece f’nin bir siirekli ' : D — C’ye genisletilebilecegini gosteriniz.

Problem 1.3.8 Her n € N* i¢in 2, = Y1, 1 — Inn olmak iizere, (z,)
dizisinin yakinsak oldugunu ve F := limx, Euler sabiti ic¢in % < FE < %

oldugunu gosteriniz.

Problem 1.3.9 (2,)n>1 C C velim 2, = a ise, w, = (214 - +2,) olmak
iizere, lim w, = a oldugunu gosteriniz.

Problem 1.3.10 (a,) C R monoton azalan ve lima,, = 0 ise ) a, 2" serisi
belki z = 1 diginda her z € S’de yakinsaktir, gosteriniz.

Problem 1.3.11 (a,) dizisi yakinsak ve ) b, serisi mutlak yakinsaksa
> apby, serisinin de yakinsak oldugunu gosteriniz.

Problem 1.3.12 a = ) ~ja, ve § = Y ~ob, iki yakinsak seri olsun.
Cn = Zp+q:n apby olmak tizere, ), - ¢, de yakinsak ve toplam v ise, v = a3
oldugunu gosteriniz.
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Problem 1.3.13 Asagidaki serilerin hangileri mutlak yakinsaktir?
3+ 7)™ (1+1i)n i\" (n+1)(2+)"
2 ’Z(n+1)(n+2)’2” 2) 2 nl ‘

Problem 1.3.14 Asagidaki serilerin yakinsaklik durumlarimi arastirip, ya-
kinsak olanlarin toplamlarimi bulunuz:

Z V3+i " 9 Z( n7r+.. mr)
. — 1mn —
2+ i3 oS Tgm TSI

n>0 n>0

\" nm (1+4)"
3. E <> C'OS2 (7) 4. E ———
= 3 3 = i(l+4)»+1
1\" . nr 1 nt .. nmw
5. E <4> Sln? 6 E W (COS? 4+ 7281n ?)
n>1 n>0

n

Problem 1.3.15 > -, P((?w serisi hangi z noktalarinda yakinsaktir?

Ozel olarak z = %ﬂ ve z = /2 + i icin serinin toplamini bulunuz.

an+1

an

Problem 1.3.16 ) a, serisinin yakinsaklig1 i¢in lim sup < 1 kosu-

lunun gerekli olmadigini 6rnekleyiniz.

Problem 1.3.17 Rez, > 0 olmak iizere, Y_ z, ve Y 22 serileri yakinsaksa
3" |2n|? serisinin de yakinsak oldugunu gosteriniz.

Problem 1.3.18 > ., \/% serisinin yakinsak ancak mutlak yakinsak ol-
madigin gosteriniz.

Problem 1.3.19 e:= ano % dersek, her N € N* i¢in

N N

1 1 1
ZHSGSZEJFN(N!)
n=0 n=0

oldugunu ve bir hesap makinasi ile e = 2.718 - - - oldugunu gosteriniz.

1.4 Banach Uzaylarinda Diziler ve Seriler

Bu kisim ilk okumada atlanabilir. Bu kisimda K’den, gérdiigimiiz her yerde,
R veya C cismini anlayacagiz. Simdiye kadar K’deki diziler ve serilerle ilgilen-
dik ve bircok ortak teoreme tanik olduk. Bu ortak tanim ve teoremlerin ak-
tarildigi daha genig bir alan K-Banach uzaylaridir. Burada onlar1 taniyacak
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ve I sayilabilir sonsuz bir kiime olmak iizere, (z;);cs ailelerini inceleyecegiz.
K'nin kendisi de bir K-Banach uzay1 oldugundan, bu kisimda kanitlananlar
K’de de gegerli olacaktir.

X bir K-vektor uzayi olsun. Bir ||-]] : X — R doniisiimiine, agagidaki
kogullar saglandiginda X iizerinde bir norm ve (X, ||-||) ikilisine bir normlu
vektor uzay: denir:

1.VzeX |z >0ve|z|| =0« 2 =0,

2. Vz € X Va e K |azx| = |of ||z|,

3. Vo,y e X |z +y|| < |zl + |ly|| (liggen esitsizligi).
Eger ilk kogulumuzda yalmizca Vo € X : ||z|| > 0 olmasi istersek, o zaman
||I-|| bir yarmormdur denir. Yarmormlarda da ikinci 6zellikten dolay1, a = 0
alirsak ||0]| = 0 saglanir; buna kargm z # 0 igin de ||z|| = 0 olabilir!

(X, ]|-]) bir normlu vektor uzaysa okur, her x1,...,z,, 2,y € X i¢in

21+ - @all <zl + -+ llzall ve [llz] = llyll] < flz =y

oldugunu kolayca goriir. Buradaki ikinci esgitsizlikten dolayi, X’te agagidaki
gibi tanimlanan norm topolojisine gore ||-|| : X — R norm fonksiyonu siirek-
lidir.

X vektor uzaymdaki her [|-|| normu dogal olarak X iizerinde

d(z,y) = [l =y

ile agiklanan bir metrik tanimlar; biz X uzayini bu metrigin belirledigi to-
polojiyle ele alacagiz. Bu uzayda bir (z,) dizisinin bir Cauchy dizisi ol-
masi, her € > 0 sayisina kargilik bir n. dogal sayisinin, her m,n > n. igin
|€m — zn|| < e olacak bi¢imde bulunabilmesi demektir. Eger (X,d) met-
rik uzayimz tamsa (X, ||-||) normlu vektér uzayimiz bir Banach uzayidir
denir.

Her seyden oénce K cismimiz bir K-vektor uzayidir ve ||z| := |z| bu
uzayda bir normdur ve K’'ye daima bu normla bir normlu vektor uzay: ola-
rak da bakacagiz. (R, |-|) ve (C,|-|) birer Banach uzaylaridir; dolayisiyla bu
kisimdaki teoremlerimizin ayni zamanda K’de birer teorem oldugunu unut-
mayalim.

K’deki birgok tanim ve kanit oldugu gibi X Banach uzaylarina aktarilir;
yapacagimiz tek gsey K’deki |z| yerine gimdi ||x|| almaktir.

Tipki K’deki dizilerde oldugu gibi X normlu vektor uzayimzda (z,) ve
(yn) yakinsak dizilerse (x,, £ y,) dizlerinin de yakinsak ve lim(z,, £ y,) =
lim z,, + limy,, oldugunu gérmeyi okura birakiyoruz. Yine okur (z,) yakn-
saksa her A € K i¢in (Az,) dizisinin de yakinsak ve lim Az,, = Alimz,
oldugunu kolayca gorebilir. Hatta daha fazlasi gecerlidir:
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(M) C K we (z,) C X dizileri igin lim A\, = X\ ve limz, = z ise
lim Az, = lim A, - lima,, = Az, dd. Kx X — X, (A, z)— Az streklidir.
Bunu

IAnzn — Az|| = | A (2n — ) + (A = Nz + (A — A) (2, — )]
<A ln =zl + (A = Al l2]] + A0 = Al - [z — 2]

esitsizliginden gormeyi okura birakiyoruz.
X uzayimizda bir :i% Ty, serisi i¢in agagidaki kisaltmalar: kullanacagiz:

Her 0 < m < n ic¢in

Spi=Tog+ -+ Xy V€ Sy = E T
m<k<n

(z,) dizisine (s,,) kismi toplamlar dizisi kargihik getirilmigtir.

Tanim 1.4.1 (X, ||-||) normiu vektor uzayinda (zy,)n>0 C X dizisi verilsin.
Buna karsiik getirilen (sp)n>0 kismi toplamlar dizisi yakinsak ve lim s, = a
ise, > 00z, serisi yakinsaktyr ve toplama a’dur denir. Eger > 20 ||z, ||
serisi yakinsaksa Z:i% Ty, serist mutlak yakinsaktir denir. Yakinsak ancak
mutlak yakinsak olmayan serilere kosullu yakinsak denir.

(sp) dizisi yakinsaksa bir Cauchy dizisidir, dd. 0 < m < n olmak iizere,
m ve n sonsuza giderken [|s,, || 0’a gider; agik yazilimla

Ve>0 Inc. e NVm,neN (ne <m<n=|smu] <ée).

Eger X bir Banach uzayiysa, Y x,, serisinin yakinsak olmasi igin gerek ve
yeter kogul (s,)nin bir Cauchy dizisi olmasidir.

Dizilere iliskin limit kurallar: serilere iligkin kurallara doniisiirler. Orne-
gin X normlu vektor uzayinda Yz, = a ve >y, = b ise, > (z, L yn) =
Yaxntd yn=aLbveher A€ Kigin Y Az, =A(D]x,) = Aa.

Teorem 1.3.7(ii) 'nin ikinci kanitinda C yerine bir X Banach uzayi, z € C
yerine x € X ve |z| yerine ise ||z| alirsak, agagidaki teoremi verir:

Teorem 1.4.2 X Banach uzayinda mutlak yakinsak seriler yakinsaktir,
hatta giigli degismeli yakinsaktur, dd. Yz, serisi mutlak yakinsaksa hem
kendisi hem de her o : N — N tameslemesi i¢in ) x4, serisi de yakinsak-

tr ve Y Tn = Y To(n)-

Bu 6nemli teorem Banach uzayi olmayan vektor uzaylarinda gegerli de-
gildir (bkz. Problem 1.4.6). Abel Olgiitii kanit1 ayni olmak iizere, Banach
uzaylarinda da gecerlidir.
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Teorem 1.4.3 (Abel Olgiitii) X Banach uzaymda bir (z,,) dizisi ile bir
(An) C K dizisi verilmis olsun. Asagidaki kosullar saglandiginda Ay,
serisi yakinsaktur:
(i) Bir M > 0 saysi, hern < m igin ||zn + Tpt1 + -+ + || < M olacak
bicimde vardar.

(1) > |An — Ant1| yakinsak ve lim A, = 0.

Bazen I damga kiimesi N¥, ZF ve N™ x Z* gibi kiimeler olan (z;);cr
aileleriyle karsilasiriz ve bunlar icin de bir toplam tamimlamak isteriz.

>, serilerinde N damga kiimesinin bir dogal siralamasi vardir ve seri-
nin yakisakliginin taniminda bu siralama devreye girer. Simdi I bir sonsuz
damga kiimesi ve X bir normlu K-vektor uzayi olmak iizere, her ¢ € I igin
bir z; € X vektorii verilsin. Bu durumda X'te bir (x;);c; ailesi verilmigtir
diyecegiz. Burada I'nin bir dogal siralamas1 yoktur.

Sy ile I damga kiimesinin sonlu altkiimelerinin ailesini gosterelim. I'nin
bir dogal siralamasi yoksa da S;y’'nin bir C dogal siralamasi vardir; bundan
yararlanacagiz. Her J € Sy i¢in sonlu (x;);cs ailesinin s; toplami J = ()
ise sp := 0, ve J # 0 ise sy := >, ;x; olarak tammlansm. Bundan sonra
sonsuz ailelere odaklanacagiz.

Tamim 1.4.4 X Banach uzayymizda (x;)icq ailesi verilsin. Asaqidaki kosul
saglandiginda (x;)icr ailesi toplanabilir ve toplame a € X 'tir denir:

Ve>0 3. €Sy VJeS (J.CJ=|s;s—al <e)
ve bu Y i cpxi = a ile gosterilir.

(zi)ier ailesi toplanabilirse a’nan tek olarak belirli oldugu apagiktir. Ger-
gekten de (z;);cs ailesinin X'te a ve a’ vektorlerine toplanabilir oldugunu
varsayalim. ¢ > 0 keyfi verilsin. J., J! € Sy sonlu kiimeleri J. C J ve J. C J'
kogullarin1 saglayan her sonlu J, J' € Sy igin

l|s; —all < S ve s —d|| < =
2 2
olacak bi¢imde vardir. Simdi K € Sy kiimesi J. U J. C K olarak segilirse
o ] < lla— sl + sk - o] <
olur. ¢ keyfi oldugundan, a = @’ elde edilir.

Toplanabilir aileler i¢in okur sunlar1 kolayca gorebilir:

1. (z;)ier toplanabilir ve toplami a olsun. o : K — I herhangi bir tames-
leme ve yy. 1= 2, (1) ise, (yx)rex ailesi de toplanabilir ve toplami a’dir.
Ozel olarak K = I alirsak, her o : I — I tameslemesi icin (To(i))ier
ailesi de a’ya toplanabilir. Toplanabilirlik bir anlamda bir degismeli
ozelliktir.
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2. (xi)ier ve (yi)ier aileleri toplanabilir ve A € C ise, (x; + y;)icr ve
(Ax;)ier aileleri de toplanabilir ve

D @ity) =) w4+ yive Y Azi=A (Zx) .

i€l i€l i€l el i€l
Agagidaki kogul saglanmigsa (x;);cr ailesi Cauchy Olciitii’'nii saglar denir:
Ve>03.e€S VKeS (J.NK=0=|skl| <e).

Teorem 1.4.5 (Cauchy Olgiitii) X Banach uzaymdaki bir (z;)icr ailesi-
nin toplanabilir olmast i¢in gerek ve yeter kosul Cauchy Olgtiti 'nin sag-
lanmasidar.

Kanit. (1) (x;);er toplanabilir ve toplami a olsun. £ > 0 keyfi verilsin.
i¢in J. € Sy kiimesini her J. C J € Sy igin ||s; — a|| < /2 olacak bigimde
segelim. K € Sy kiimesi K N J. = 0 olacak bi¢imde keyfi verilsin. J :=
Je UK € 8§y ve J. C J oldugundan,

lsxcll = llss = sl < llsy—all +llss. —all <e/2+e/2=¢

elde edilir, dd. Cauchy Olgiitii saglanir.

(2) Simdi Cauchy Olgiitii saglansm. Her n € N* igin ¢, := 1/n olsun.
Her ¢, icin J, € S kiimeleri, olciitte oldugu gibi, K N J, = @ kosulunu
saglayan her K € Sy igin ||sk|| < e, olacak bigimde segilsinler. y,, := s,
olarak tamimlansin. Her n > m i¢in (J,\Jp,) N Jp, = 0 oldugundan,

B _ 1
1Yn = Ymll = |55\ ]| < €m = o

olur. Dolayisiyla, (y,) dizisi X’te bir Cauchy dizisidir ve bir a vektoriine
yakinsar. Biz (z;);er ailesinin toplanabilir ve toplaminin a oldugunu savu-
nuyoruz.
€ > 0 keyfi verilsin. n. > 1 dogal sayisi ise, her n > n. igin ||y, —al| < §
g

ve n% < 5 olacak bigimde segelim. J,. C J kosulunu saglayan her J € Sy
icin K = J\J,_ olmak iizere,

1 e
lsg —all <|[ss = s || + |50, —al| = lskll + [lyn. —all < —t5<e
€

2

olur. Tanim geregi (z;);es toplanabilir ve toplami a’dir. |

Sonug 1.4.6 X Banach uzayinda (x;);e; ailesi toplanabilirse, her K C I
icin (z)icx ailesi de toplanabilir.
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Kamt. Cauchy Olgiitii (z;)sc; icin saglandigindan, (z;);cx icin de saglanir.
|

Onerme 1.4.7 X normlu uzayindaki (x;)icr ailesi toplanabilirse asaqida-
kiler gecerlidir:
(i) Her € > 0 igin ||z;|| > € ancak sonlu sayda i € I igin dogrudur,
dd. sonlu saynda x; disindakilerin timi B. acik topundadar.

(i) {i|x; # 0} saylabilirdir.

Kanit. (i) € > 0 keyfi verilsin; .J. ise Cauchy Olgiitii'ndeki gibi secilsin. Her
j € I\Je i¢in zj = 551 € Be olur, dd. ||z > e ise i € Je.

(i) N, >; B = {0}. (i)’den dolayr J, := {i € I'|x; ¢ Bi} sonludur,
dolayisiyla Un>nl Jp = {i € I'|x; # 0} sayilabilir. ! [ |

Uzlagma: Eger bir (z;);ecr ailesi toplanabilirse J = {i € I'|x; # 0} sayila-
bilirdir. (2;)ier ve (x;)ic ailelerinin toplanabilme karakterleri ve toplamlar
ayni oldugundan, bundan sonra yalnizca sayilabilir sonsuz aileleri inceleye-
cegiz.

Teorem 1.4.8 X bir Banach uzayysa, saylabilir sonsuz (z;);er ailesinin
toplanabilir olmasi, her o : N — I tameslemesi i¢in ano To(n) SETISINT
yakinsak olmasina denktir. Ayrica, Y ;c; x; = a ise, her 0 i¢in Y <o Te(n) =
a.

Sonug 1.4.9 Banach uzaylarinda seriler i¢in degismeli yakinsakhk ve giicli
degismeli yakinsaklk denk kavramlarder.'t

Kamt. (1) (z;);er ailesi toplanabilir ve toplami a olsun. o : N — I herhangi
bir tamegleme ise, ng(n) serisinin yakinsak ve toplaminin a oldugunu ka-
nitlayacagiz. € > 0 keyfi verilsin. Varsayimdan dolay1 sonlu bir M, € &7
kiimesi M, C M kosulunu saglayan her M € Sy igin ||sps — al| < € ola-
cak bigimde vardir. M,, := {Z4 (), - -, Ts(n)} olmak iizere, bir n. dogal sa-
yisim M, C {:L'(,(O), .3 To(n.)} olacak bigimde segelim. Her n > n. igin
M. C M, € S olacagindan, sj, := Y ¢ To() igin

Is7 = all = llsm, —al <e

elde ederiz. Dolayisiyla, > Ty (n) serisi yakinsaktir ve toplami a’dir.

" Giiglii degismeli yakinsaklik ve degismeli yakinsaklik kavramlar: normlu vektor uzay-
larda denk kavramlar degildirler. Genelde Banach uzaylarinda c¢ahgildigindan, bu ayrim
gobzden kacar.
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(2) Her 0 : N — I tameslemesi igin ) z,(,) yakinsak olsun. Ailemizi

toplanabilir olmadigimi varsayalim. O zaman Cauchy Olciitiinii saglamaz.
Bu durumda,

Je>0VIeS IK=K(J)eS (JNK=0A|sx| > e).

(’e karsilik bir () # Ko € Sr'yv1 ||sk, || > € olacak bigimde segelim. Ardindan
Ky ile ayrik bir ) # K; € Sy kiimesini ||sk, || > € olacak bigimde segelim.
Ardindan Ky U K ile ayrik bir () # Ky € Sy kiimesini ||sk,| > € olacak
bigimde segelim. Boylece tiimevarimla, her n € N i¢in bogtan farkli ve ayrik
K, € Sy kiimeleri ||sk,| > ¢ olacak bi¢imde secilir. Simdi bir ¢ : N —
I tameslemesini goyle segelim: Her p € N icin o~ !(K,) birbirini izleyen

np,np + 1,...,m, + m, dogal sayilarindan olugsun'?. y,, = Ty(n) Olmak
iizere,

Np+mp np+myp

D u| = 22 Tow| = || 2w 2 e

k=ny k=nyp 1€EKp

ve elimizde sonsuz tane ayrik K, bulundugundan, )y, serisi Cauchy Olii-
ti'nii saglamaz, dolayisiyla yakinsak degildir. Bu, hipotezimizle geligir. (z;);er
Cauchy Olciitii'nii saglar, dolaysiyla Teorem 1.4.5'ten dolay1 toplanabilir.
Toplama a dersek, (1)’den dolayi her o : N — I tameslemesi i¢in ) | x5, = a
olur.

Sonucun kanitr: Glclii degismeli yakinsak seriler tamim geregi degis-
meli yakimsaktir. Bir ) x,, serisi degigmeli yakinsaksa, teoremimizden dolay1
(n)nen ailesi toplanabilir. Eger toplam a ise, tiim o : N — N tameglemeleri
icin ano To(n) = @ olur, dolayisiyla ) z;, serisi giiglii degismeli yakinsaktir.

|

Onerme 1.4.10 (In)aer ailesi I damga kiimesinin bir sonlu par¢alanig
olsun ve X normlu uzayrmizda (x;);cr ailesi verilsin.
(1) Her X € L i¢in (x;)icr, toplanabilirse (x;)icr ailesi de toplanabilir ve

PIEEDBOBED

il el i€l

(ii) Eger ayrica X bir Banach uzaywysa, (x;)icr ailesinin toplanabilir
olmasu i¢in gerek ve yeter kosul, her X € L i¢in (;)icr, ailesinin toplanabilir
olmasidir ve bu durumda elbette yukaridaki formil yine gecerlidir.

2Bunu gérmeyi okura birakiyoruz. Ancak K := L]Ii% K, olmak iizere, K = I olmasi
gerekmedigini belirtelim. I\ K’nin sonlu ve sayilabilir sonsuz olma durumlarini ayri ayri
ele alip 6nce o~ Vi tammlayimz.
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Kanit. (i) Simdi L iki 6geli, 6rnegin L = {1,2} olsun. (z;)ier, ve (%;)ier,
aileleri toplanabilir ve toplamlar1 a; ve as olsun. £ > 0 keyfi verilsin. J., €
S1,, kiimelerini her J.,, C H,, € Sy, igin HzieHn T; — anH < § olacak bigimde
secelim. J, := J.1 U Joo € St olmak tizere, her J. C J € Sy igin Jp = J NI
dersek,

in — (a1 + a2)

ieJ

e €
< in—al + in—az <§+§:5.
1€Jq 1€J2

Béylece (z;)icr toplanabilir ve ) . ; x; = a1 + a2. Buradan énerme tiimeva-
rimla, her sonlu L i¢in kanitlanir.

(ii) (xi)ier toplanabilirse Sonug 1.4.6’dan her A € L i¢in (x;);cr, topla-
nabilir ve sav, (i)’den ¢ikar. [ |

Not 1.4.11 Onerme 1.4.10 (i)’de L’yi sonsuz alamayiz. Ornegin I sonsuz
kiimesi iki 6geli Iy (A € L) kiimelerine parcalansin. Elbette L sonsuzdur.
Ayrica, her A € L igin {z; i € Iy} = {—1,1} olsun. Her X\ € L i¢in (x;)ier,
toplanabilirken (z;);cs ailesi R’de toplanamaz! Buna karsin (x;);er ailesi top-
lanabilirse “Birlestirme Teoremi” de denilen agagidaki “Paketleme Teoremi”
gecerlidir: A

Teorem 1.4.12 (Paketleme Teoremi) X Banach uzayindaki (x;);er ailesi
toplanabilir ve (Ix)xer ise I damga kiimesinin herhangi bir parcalanisy ol-
sun. Her A € L igin ay == x; olmak tzere, (ay)aep ailesi toplanabilir
ve

i€ly

in:ZaA, dd. Z :BZ:Z(Z:@)

el AEL i€l lyer In NeL i€l

Kamit. Her geyden 6nce Sonug 1.4.6’dan dolay1, her A € L icin (x;)ier,
toplanabilir ve a)’nin tamimi kusursuzdur. a := Zie[ x; olsun. Her J € S;
ve her K € Sp i¢in sy =, ;% ve tig = ZAEK a) olsun.

e > 0 keyfi verilsin. Sonlu bir K. C L kiimesinin K. C K olan her
K € Sy igin ||tg — a]| < € olacak bigimde bulunabilecegini kanitlarsak igimiz
biter.

Y icr i = a oldugundan, J; € St kiimesi

vJ e S; (Ja CJ=|s;—a| < g) (1.20)

olacak bicimde secilebilir.
K. :={\ e L|I\NJ: # (0} kiimesi sonludur. K € Sy, kiimesi K. C K
olacak bi¢imde verilsin. K nin ége sayisi n olsun. ), 1, Ti = ay oldugundan,
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her A € K igin bir sonlu Hy C I kiimesi I\ N J. C H) ve

9
sty —axll < (121)

olacak bigimde segilebilir. J = | | cx Hy sonludur ve J. C J oldugundan,
(1.20) ve (1.21) ile

5
ZSHA—CL = Zmi—a :|’SJ—CZ||<§,
AEK ieJ
It —all = {|D  ax—al| =Y (ar—sm)+ D su, —a
AeK AeK AeK
<ZHa,\—sHH+ ZSH —al<ns 4 E=c
- & . 2n 2
AEK AEK
elde edilir. Dolayisiyla, (ax)aer toplanabilir ve )\ ax = a. |

Tanmim 1.4.13 X normlu uzayinda (x;);er ailesi verilsin. (||z;||)icr ailest
R’de toplanabilirse (x;)ier ailesi mutlak toplanabilir denir.

Teorem 1.4.14 Banach uzaylarinda mutlak toplanabilir aileler toplanabi-
lir. Ozellikle K’de verilen (z;)icr ailesi igin (|z;|)icr toplanabilirse (x;);cr de
toplanabilir.

Kanit. ¢ > 0 keyfi verilsin. (||z;||);cs toplanabilirse bir J. € Sy sonlu kiimesi
KnNJ. = 0 kogulunu saglayan her K € Sricin ), [|[z; < € olacak bigimde
bulunabilir. Bu durumda ise,

skl =D il < llwill <&
icK icK
olur ve Cauchy Olciitii'nden dolay1 (x;)scr ailesi yakinsaktir. |

Teorem 1.4.15 K'deki (z;);er ailesi i¢in asagidaki onermeler denktirler:
(i) (zi)ier ailesi toplanabilir.
(i) (|xi|);c; ailesi toplanabilir.

Kanit. (ii)==(i): Bu dogrudan Teorem 1.4.14’ten ¢ikar.

(i)==(ii): Savimiz1 6nce R’de toplanabilir (x;);cs aileleri igin kamtlaya-
hm: I, := {i|xz; >0} ve I, := {i|x; <0} olsun. Sonug¢ 1.4.6’dan dolayz,
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(@i)ier, = (|@il);er, ve (@i)ier, aileleri toplanabilir. (z;)icr, ailesi toplana-
bilir oldugundan, (—z;)icr, = (|zi|)icr, ailesi de toplanabilir. I = I, U I,
oldugundan, Onerme 1.4.10’dan dolay1 (|z;),c; toplanabilir.

Simdi C’de toplanabilir (z;);cs ailesi verilsin ve z; = (x;,y;) olsun. El-
bette (Z;);er ailesi de toplanabilir. z; = %(zl +7z) vey; = %(zZ —7%;) oldugun-
dan, toplanabilir ailelerin toplam ve farklar olarak (x;);cr ve (y;)icr aileleri
toplanabilir. Dolayisiyla, az 6nce kamitladigimizdan (|x;|)ier ve (|yi|)ier aile-
leri toplanabilir. |z;| < |z;| + |yi| oldugundan, Problem 1.4.8 ile (|z;])icr
toplanabilir. |

Teorem 1.4.16 [ sayilabilir sonsuz ise, K’deki her (x;)icr ailesi i¢in asa-
qrdaki onermeler denktir:
(i) (zi)ier degismeli yakinsaktir, dolayisiyla Sonug¢ 1.4.9 ile giicli degis-
melr yakinsaktor.
(i) (x;)icr toplanabilir.
(iii) (|xi|);c; toplanabilir.

Kanit. Teorem 1.4.8, Sonug 1.4.9 ve Teorem 1.4.15. |

Bu teorem oldukga giicliidiir ve daha 6nce carpim serilerine iligkin elde
ettigimiz teoremleri bir bagka yoldan kolayca kazanmamizi saglar (bkz. Prob-
lem 1.4.9).

Teorem 1.4.17 Sonlu boyutlu Banach uzaylarnda toplanabilirlik ve mutlak
toplanabilirlik denk kavramlardar.

Kanit. Sonlu boyutlu V Banach uzay: verilsin. dimg V' = n ise, V' vektor
uzayimizi K" varsayabiliriz. K™ de tiim normlar denk oldugundan (bkz. Prob-
lem 1.4.4), normumuzun ||z|| = ||(z1,...,2Z,)|| = |71] + - + |25| oldugunu
varsayabiliriz. K™'de verilen bir (x;);cs ailesinin toplanabilir olmasi, bilegen-
lerden olugan her bir (x;)ier, (1 < k < n) ailesinin toplanabilir olmasina
denktir. Bu ise, Teorem 1.4.15’ten dolay1, her k igin (|z;x]);<; ailesinin topla-
nabilir olmasima denktir. Her k igin (|@;|);c; ailesinin toplanabilir olmasiysa
(/lz:]]);c; ailesinin toplanabilir olmasma denktir. [ |

Pozitif terimli aileler i¢in Paketleme Teoremi daha giizel bir gekil alir.
Teorem 1.4.18 (x;);cr herhangi bir pozitif aile ve (1)), ise I ’'min her-
hangi bir parcalanigy olsun. (x;);er 'nin toplanabilir olmasi igin gerek ve yeter

kosul, her A\ € L i¢in (x;)icr, min toplanabilir olmasi ve bu toplama py der-
sek, Y- \er Px 'man yakinsak olmasidir. Bu durumda,

dwi= | ) i

el AEL \i€ly
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Sekil 1.2: Kafes.

Kamt. Bir yon Paketleme Teoremi’dir. Diger yon ise, p = )y p dersek,
sup{ss|J € S} < p < +o0’dan ¢ikar (bkz. Problem 1.4.7). ]

wi, wy € C* kompleks sayilart R-dogrusal bagimsiz olsunlar. Dolayisiyla,
wr ¢ R. Bu kosulda

Q = Qwy,wz) := {miwy + mawsy | M1, me € Z}
kafesi C'nin bir ayrik ve kapali altgrubudur. Q* := Q\{0} olsun.
Onerme 1.4.19 o > 2 i¢in (|w|™®)acq- ailesi toplanabilir.

Kanit. Ailemiz pozitif terimli oldugundan, terimlerini herhangi bir bi¢imde
siralayarak elde edilen bir serinin yakinsakligini gostermek yeterlidir. Her
k € N igin Qf := {miw; + maws ||m1| < k, Ima| < k} olsun. Qi’nin 6ge
sayist (2k+1)2, Qi \Qr_1’in 6ge sayisiysa 8k’dir. Simdi kdseleri 0, w1 , wa, w1+
wy olan paralelkenarin yiiksekliklerinin kii¢iik olanin uzunlugu h olsun. Bu
durumda, 5.3.5 ile

400 1 +oco 8

1 1
2l =2\ Tl | = 2 <

weN* k=1 wer\Qk—l k=1
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olur ve sav, Teorem 1.4.18den gikar. |

R?’de tiim normlar denk olduklarindan, Onerme 1.4.19’da Q = Z? alirsak
—bu, wy; = 1 ve wy = i demektir—, ve ||(z,y)||1 = |z|+|y| normuna gegersek

2.

< 400
(p,9)€Z2\{0} (Ip| + ’CID?)

Problemler

Problem 1.4.1 X bir Banach uzayi, (x,) C X bir dizi ve a € X olsun.
(xy,) dizisinin her altdizisinin a’ya yakimsak bir altdizisi varsa, (z,,) dizisinin
kendisinin de a’ya yakinsak oldugunu gosteriniz.

Problem 1.4.2 Normdan kaynaklanan bir metrik igin:

(a) Vo,y,a € X :d(x —a,y —a) = d(z,y) (Otelemeye gore degismezlik),
(b) Va e KVz,y € X :d(az,ay) = |a]d(z,y) (homoteti)

saglandigini gosteriniz.

Problem 1.4.3 Tersine, X vektor uzayinda Problem 1.4.2’deki (a) ve (b)

ozelliklerini saglayan her d metriginin bize X ftizerinde ||z|| := d(z,0) ile
tanimlanan bir norm verdigini kanitlayiniz.

Problem 1.4.4 n € N* ve x = (21,...,2,) € K" olmak tizere, ||z| :=
maxj<i<p || ve

2 2
2y == e 4 -+ ] s [l = \/!9:1\ +oo o

olarak tamimlanan ||-|| ,[|-|l; ve ||-||, fonksiyonlarmin her birinin K" vektér
uzayinda bir norm oldugunu gosteriniz.

Problem 1.4.5 X vektdr uzaymnda verilen iki ||-|| ve ||-||* normu igin p,q > 0
gergel sayilart her z € X igin p x| < ||z]|" < ¢||z| olacak bigimde bulu-
nabiliyorsa bu iki norma denktir denir. Denk normlarin X uzayinda ayni
topolojiyi tanimladigini ve K™ iizerindeki herhangi iki normun birbirine denk
oldugunu kanitlayiniz.

Problem 1.4.6 X normlu vektor uzaymin bir Banach uzay1 olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul X'teki her mutlak yakinsak serinin yakinsak olmasidir;
kanitlayiniz.
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Problem 1.4.7 (z;);c; C R ve her i € I igin x; > 0 ise, (z;);er nin topla-
nabilir olmasi i¢in gerek ve yeter kosul sup{s;|J € St} < 400 olmasidir ve
bu durumda ), ; x; = sup{ss | J € Sr}.

Problem 1.4.8 k > 0 ve her i € I igin 0 < x; < ky; olsun. (y;)ier
toplanabilirse (;);cr de toplanabilir ve >, ;2 < k- . ;v

Problem 1.4.9 Karmagik terimli (2\)xer, ve (wpu)puenm aileleri toplanabilir
ve toplamlar sirasiyla a ve b ise, (2awp)(x pyenxam ailesin de toplanabilir ve

SIS o1 D SN P 91 O SRt B

(A pm)ELXM el \peM neEM \XeL
Gosteriniz. Ipucu: Paketleme Teoremi ve Teorem 1.4.15.

Problem 1.4.10 R"’deki herhangi bir || || normu igin o € R olmak {izere,

1
zeZ™\{0} t

oldugunu gosteriniz.

1.5 Fonksiyon Uzaylar1 ve Topolojileri

X herhangi bir kiime olmak iizere, bir d : X x X — [0, +00] doniigiimii met-
rik tanimimin tim kosullarini saglarsa d’ye X’te bir pseudometrik, eger
d doniistimii bir yarimetrigin tiim kogullarini saghyorsa, d’ye X'te bir pse-
udoyarimetrik diyelim. Bunlarin bir metrikten ve bir yarimetrikten tek
farki, farkl iki noktanin birbirine uzakliklarimin +oo olabilmesine izin ve-
rilmis olmasidir. Benzer bi¢imde bir vektor uzaymdaki norm ve yarimorm
tanmimlarinda ilk kogulu 0 < ||z|| < 400 olarak zayiflatirsak, pseudonorm
ve pseudoyarinorm kavramlarina ulasirz'®. Bunlarda bir z # 0 vektorii
i¢in ||z|| = 400 olmasina da izin veriyoruz.

X ve Y herhangi iki kiime olmak iizere, f : X — Y fonksiyonlarinin
kiimesini F(X,Y") ile gosterecegiz.

13Genelde “pseudo” 6n eki de “yar1” olarak dilimize cevrilir. Metrik ve norm taniminda,
bunlarin tanim ve deger bolgelerini degistirmeden kosullarin biri zayiflatildiginda “yar1”
on ekini, kogullar korunup deger kiimesi 400 ile genigletildiginde ise “pseudo” 6n ekini
kullandik.
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Simdi X herhangi bir kiime ve (Y, d) bir metrik uzay olsun. Ozel olarak
Y = C ise, d olarak C’deki dogal metrigi alacagiz, dd. Vz,w € C: d(z,w) =
|z — w| olacaktir.

fofisfas f3,-- € F(X,Y) olmak tizere, A C X olsun. Her = € A i¢in
(fn(z)) dizisi Y uzayinda f(x)’e yakinsaksa (f,) dizisi f’ye A’da (nok-

tasal) yakinsaktir denir ve bu durumu f, A f ile gosterecegiz; A = X

durumundaysa yalin olarak f, — f de yazacagiz. Acik yazihmla f,, A f’dan
asagidaki 6nerme anlagilacaktir:

Va € A Ve >0 3n.(a) Vn € N(n > n.(a) = d(fn(a), f(a)) <e).

Noktasal yakisaklik iyi bir yakimsaklik kavrami degildir. Ornegin X =
[0,1], Y = R ve f,(x) = ™ alirsak, (f,,) dizisi X te noktasal yakinsaktir. Her
bir f,, fonksiyonu X te siirekli iken f limit fonksiyonumuz x = 1 noktasinda
siirekli degildir. Bu nedenle, gercel analizde diizgiin yakinsak dizilere gecilir.
Ancak bu kavram bile gercel analizde tam isteneni saglamaz! Ornegin Wei-
erstrass Teoremi’'nden biliyoruz ki, her siirekli f : [0,1] — R fonksiyonu igin
[0,1]’de f fonksiyonuna diizgiin yakinsak olan bir (p,,) polinom dizisi bulabi-
liriz. Polinomlar her mertebeden siirekli tiirevlenebilirler; ancak biz [0, 1]'de
tiirevlenemeyen siirekli fonksiyonlar oldugunu biliyoruz. Demek ki, diizgiin
yakinsaklik tiirevlenebilir fonksiyonlarin limitlerinin tiirevlenebilir olmasini
garantilemiyor. Buna kargin kompleks analizde daha sansh oldugumuzu ile-
ride gorecegiz.

) # A C X olsun. Her f,g € F(X,Y) igin

da(f,g) = sup d(f(z),g(x)) € [0, +oc]

olsun. da, F(X,Y)’de bir pseudoyarimetriktir ve da(f,g) = 0 <= f|A =
g|lA. Dolayisiyla, A C X ve da(f,g) = 0 ise f = g olmas1 gerekmez; bu
nedenle, d4 bir pseudoyarimetriktir. Buna karsin dx(f,g9) =0 <= f =g
oldugundan, dx bir pseudometriktir.

d 4 gosteriminde d imi Y nin metrigini vurgular. Bizim igin 6zitinde (Y, d)
metrik uzayimiz ya Oklid metrigi ile (C, d) ya da kiris metrigiyle (Kisim 3.6’ya
bkz.) (Cw, dso) olacaktir.

Belki bazen +oo degeri almak diginda dx doniigiimii, gorildiigi gibi, bir
metrigin tiim Ozelliklerine sahiptir. Bu pseudometrikle F(X,Y’) uzayinda
acik toplar ve onlar araciligiyla bir topoloji, aynen metrik uzaylarda oldugu
gibi tammlanir. dy ile F(X,Y)’de tanimlanan topolojiye diizgiin yakin-
saklik topolojisi denir. f, fi, fo, f3,--- € F(X,Y) ve A C X olmak tizere,
(fn) dizisinin f’ye A’da diizgiin yakinsak olmasindan,

Ve>0 In. e NVneN (n>n. = da(fn,f) <e), (1.22)
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dd. limda(fn|A, f|A) = 0 anlagilacaktir ve bu durumu f, A f ile gostere-
cegiz. A = X durumunu yalin olarak f,, = f olarak gosterecegiz.

Not 1.5.1 Eger Y bir K-vektor uzayiysa, F(X,Y) de bilindik iglemlerle
bir K-vektor uzayidir. Eger ayrica Y bir normlu uzay ve normu ||-|| ise her
h#AcC X igin
[f[a == sup [[f ()]
€A

bize F(X,Y)’de bir pseudoyarmorm verir. Bu nedenle, [|-|| y,
BX,Y):={f e F(X,Y)| [fllx < +oo}
vektor uzayida bir norm, ||| 4 ise
Ba(X,Y) :={f e F(X,Y)| [fll4 < +o0}

vektor uzayinda bir yarinormdur. Biz Y = C’ye odaklanacagiz, ¢linkii konu-
muz geregi bizi F(X, C) ilgilendirmektedir. Ancak izleyen sayfalarda verilen
tanimlar Y bir normlu vektér uzay olmak tizere F(X,Y)’ye aktarilabilir
ve teoremlerin hemen hemen hepsi bir Y Banach uzay igin F(X,Y)’de de
gegcerlidir. A

Ozel olarak Y = C olsun. Her ) # A € X ve f: X — C icin
1f1l.4 = sup | f ()]
€A
olur. Elbette 0 < || f]| 4 < 400 ve f,g € F(X,C) i¢in
da(f,9) =I1f —glla-
Bu gosterimle (1.22) su sekli alir:
Ve>0 dne e NVneN (n>n.=|fn—fll4<e)

F(X,C) bir C-vektor uzayidir. ||| 4 neredeyse F(X,C)’de bir yarmorm ve
||-|| x neredeyse F(X,C)’de bir norm gibidir.

B(X,C):={f[f e F(X,C), [Ifllx <+oc}

uzay1 X kiimesindeki C-degerli sinirh fonksiyonlarin uzayidir. B(X, C) uza-
yimiz F (X, C)’nin bir alt vektor uzayidir ve ||-|| y bu alt vektér uzayimnda bir
normdur. (B(X,C), ||-|| y) bir normlu vektér uzayidir. Bu normla B(X, C)’de
tanimlanan topoloji tam da dx metriginden kaynaklanan topolojidir. [|-|| 4
ise,

Ba(X,C):={f|f e F(X,C), [[fll4 < +o0}

vektor uzayinda bir yarmormdur.
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Teorem 1.5.2 (Limit Kurallar1) (f,),(g9n) C F(X,C), f,g € F(X,C),
AC X, ayrica fp A, f vegn N g olsun.

(i) Her a,b € C i¢in afy, + bgy =N af + bg.

(1) || fll4 < 400 ve ||lg|l 4 < +00 ise fngn N fg. Ozel olarak fng N fg.

Kamt. (i)’i okura birakiyoruz.
(ii) Her a € A i¢in

[fula)gn(a) = fa)g(a)] < [fn(a)gn(a) — f(a)gn(a)l + |f(a)gn(a) — f(a)g(a)l
< [fnla) = f(a)llgn(a)] + [f(a)llgn(a) — g(a)]
< |fn = Fllallgnlla + 1514 llgn = gllo

oldugundan,

[fngn = Folla < Wfn = Fllallgnlla +1F1a llgn — glla

elde ederiz. || f|| 4, sonlu ve lim || g, — g|| 4 = 0 oldugundan, bu esitsizligi sag
yanindaki her iki terimin de n — 400 igin 0’a gittigi kolayca goriiliir. |

Teorem 1.5.3 X bir kiime ve (Y,d) bir tam metrik uzaysa, (F(X,Y),dx)
pseudometrik uzayr da tamdur. Ozellikle (F(X,C),dx) pseudometrik uzay
tamdar.

Kanit. Y bir tam metrik uzay ve (f,) C F(X,Y) bir Cauchy dizisi olsun.
Her z € X igin d(fn(x), fm(x)) < dx(fn, fm) oldugundan, (f,(x)) C Y bir
Cauchy dizisidir. Bu durumda, Y tam oldugundan, (f,(z)) dizisi yakinsaktur.
f(z) :=lim f,(x) olsun. O halde f € F(X,Y) olur.
Simdi e > 0 keyfi verilsin. (f,,) bir Cauchy dizisi oldugundan, bir n. € N
say1sl
Vm,n € N (m,n > n. = dx(fm, fn) < ¢) (1.23)

olacak bi¢imde bulunabilir. Simdi m > n. ve x € X keyfi secilip sabit
tutulsunlar. (1.23)te n — 400 igin limite gegersek, d(fm (), f(z)) < € olur.
Bu her z € X igin gegerli oldugundan, dx(fm, f) < & olur. Sonugta, her
m > n. i¢in dx(fm, f) < € olur. Bu ise, ¢ > 0 keyfi verildigi i¢in (fy)
dizisinin (F(X,Y),dx) uzayinda f’ye yakinsak olmasi demektir. [ |

Kolayca goriilecegi gibi (f,) € B(X,C) ve f € F(X,C) olmak iizere,
fn = [ ise f € B(X,C). Gergekten de nq dogal sayismi ||f — fn, ||y <1
olacak bicimde segersek, her x € X icin

[f @) < 1F(@) = fua (@) + [ @) <N = frullx + 1 fnallx < T+ Fnllx
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bivlece |/l < 1+ Iy lx-

Dolayisiyla, (B(X,C), ||-|| ) normlu vektér uzayimiz bir Banach uzayidir.

Simdi X herhangi bir topolojik uzay olmak tizere, C(X,C) ile X’te ta-
nimh C degerli siirekli fonksiyonlarin uzaylarim gosterelim. Bazen C(X, C)
yerine CY(X, C) de yazilir. Fonksiyonlar arasindaki toplama ve bir fonksiyo-
nun skalarla ¢arpim iglemlerine gore C(X,C) de bir C-vektor uzayidir. Her
f € C(X,C) igin |f| € C(X,R) oldugundan, eger X bir kompakt topolo-
jik uzaysa, |f| fonksiyonu X’te maksimum ve minimumunu alir, dolayisiyla
f € B(X,C) ve 6zetle X bir kompakt uzay oldugunda C(X,C) C B(X,C)

olur.

Teorem 1.5.4 X bir topolojik uzay ve Y bir metrik uzay olsun. (f,) C
C(X,Y) ve fp =, fise f € C(X,Y) olur.

Kanit. a € X vee > 0 keyfi verilsinler. (f,,) dizisi X te f’ye diizgiin yakinsak

oldugundan, bir n. dogal say1si, her n > n. i¢in dx (f, fn) < § olacak bigimde
secilebilir. Dolayisiyla,

Vn > ne Vo e X d(f(z), flz)) < % (1.24)

m > n. sabit tutulsun. f,, fonksiyonun a noktasinda siirekli oldugundan, bu

noktanin X’te bir V' komgulugu

Vo €V d(fim(@), fm(a)) < % (1.25)

olacak bigimde segilebilir. (1.24) ve (1.25)’ten her x € V igin

d(f(x), fa)) < d(f(z), fn(2)) + d(fm(x), fn(a)) + d(fm(a), f(a))

<€+€+5
S
3 3 3

olur. f'nin a noktasinda siirekliligi kanitlanmigtir. a € X keyfi segildiginden,
f fonksiyonu her a € X noktasinda siireklidir, dolayisiyla X te siireklidir. B

Sonug 1.5.5 X bir topolojik uzay ve Y bir metrik uzay olsun.
(i) C(X,Y) uwzay (F(X,Y),dx) te kapalidar.
(11) Y tamsa C(X,Y) de tamdur.

Kamt. (i) dogrudan Teorem 1.5.4’ten; (ii) ise (i) ve Teorem 1.5.3'ten gikar.
|

Teorem 1.5.4 ile dogrudan (f,) C C(X,Y) ve f, = fise, a € X igin

lim lim f,(z) = lim lim f,(z).

T—a n—-+oo n—+oo r—a
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Teorem 1.5.3’ten biliyoruz ki, (Y, d) bir tam metrik uzaysa, (F(X,Y),dx)
de tamdir. Dolayisiyla, bir (f,) C F(X,Y) dizisinin dx’e gore yakinsak ol-
mas1 dx’e gore bir Cauchy dizisi olmasina denktir. Bagka sozlerle:

Y tamsa (fn) C F(X,Y) dizisinin X te dizgiin yakinsak olmasi

Ve >0 3n. Vm,n €N (m,n >n. = dx(fm, fn) < ¢)

kosuluna denktir.

Tamim 1.5.6 X bir topolojik uzay, Y bir metrik uzay ve f, f1, fo, f3--- €
F(X,Y) olsun.

(i) Her a € X noktasimn bir U komsulugu f,|U = f|U olacak bigimde

bulunabiliyorsa ve ancak bu durumda (fy) dizisi X uzayinda f’ye

yerel dizgiin yakinsaktir denir ve bu durum f y:Tl> f e gosterilir.

(ii) Her kompakt K C X i¢in f,|K = f|K ise, ve ancak bu durumda
(fn) dizisi X ’te f’ye kompakt diizgin yakinsaktir denir ve bunu

fn =L f ile gosterecegiz**.

. .. . l . X,yrl k
X kiimesini vurgulamak gerekirse f,, == f yerine f, =% fve f, —=

. Xk o
f yerine f, Y f yazacagz.

Teorem 1.5.7 (i) Yerel diizgiin yakinsak diziler kompakt dizgin yakin-
saktur.
(ii) Yerel kompakt X topolojik uzaylarinda, ozellikle X C C ve X C Cy
uzaylarinda “yerel diizgiin yakinsakhk” ve “kompakt dizgin yakinsaklk”
kavramlar, denktirler.

Kanit. (i) X bir topolojik uzay, Y bir metrik uzay ve (f,,) C F(X,Y") olsun.
(fn) dizisi X’te f’ye yerel diizgiin yakinsak olsun. Her a € X noktasinin bir
U, komsulugu f,|U, = f|U, olacak bigimde segilsin. K C X kompakt
kiimesi keyfi verilsin. K kiimesi sonlu tane U,,,...,U,, ile ortiilir. Simdi
e > 0 keyfi verilsin. n;j(e) dogal sayisi, her n > nj(¢e) icin du,, (fifn) <e¢
olacak bicimde segilsin. n. := max {ni(e),...,nk(c)} olmak tlizere, her n >
ne i¢in di (f, fn) < € elde ederiz. Dolaysiyla, f,|K — f|K.

(ii) X yerel kompakt ve (f,) dizisi X te kompakt diizgiin yakinsak ol-

sun. Her a € X noktasinin bir kompakt K, komgulugu vardir ve f, Ka f
oldugundan, (f,,) dizisi X te yerel diizgiin yakinsaktir. |

Teorem 1.5.8 (Siireklilik Teoremi) X bir topolojik uzay, Y bir metrik
uzay, (fn) CC(X,Y) ve f € F(X,Y) olsun.

14« X 7te kompakt diizgiin yakinsak” yerine, ozellikle Alman kaynaklarinda, yavag yavas
terk edilmekte olan “X’in i¢inde yakinsak” da kullanilmaktadir.
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(i) (fn) dizisi X te f’ye yerel diizgiin yakinsaksa f € C(X,Y).

(11)) X yerel kompakt ve (fy) dizisi X 'te f’ye kompakt diizgiin yakinsaksa
felCX,)Y).

Kamt. (i) (f,) dizisi X'te f fonksiyonuna yerel diizgiin yakinsaksa, her

a € X’in bir U, komgulugunda f, L, f, dolayisiyla Teorem 1.5.4’ten dolay1
f fonksiyonu U,’da siirekli olur. Ozellikle f fonksiyonu a’da siireklidir ve
a € X keyfi oldugundan, f fonksiyonu X'te siireklidir.

(ii) Benzer bigimde X yerel kompakt ve (f,) C C(X,Y") dizisi X'te f'ye
kompakt diizgiin yakinsaksa Teorem 1.5.7’den dolay1 X te f’ye yerel diizgiin
yakinsar ve (i)’den dolay1 f fonksiyonu X’te stireklidir. [ |

Yerel diizgiin yakinsaklik kavraminin holomorf fonksiyonlar i¢in ¢ok uy-
gun bir kavram oldugunu gorecegiz. U C C bir agik kiime olmak {izere,
(fn) C H(U) C F(U,C) ve f € F(U,C) olsun. Ileride, 3.3.1 Weierstrass Ya-
kinsaklik Teoremi'nde ( f,,) dizisi U’da f’ye yerel diiziin yakinsaksa f € H(U)
ve (f!) dizisinin de U’da f"’ye yerel diizgiin yakinsak oldugunu gosterecegiz.

X herhangi bir kiime ve her n € Ni¢in f, : X - C ve s: X — C olsun.
Sn = fo+ -+ fn olmak iizere, (s,) dizisi s fonksiyonuna nasil yakinsaksa
> fn serisinin s’ye Oyle yakinsak oldugu soylenir. > f,, serisi X’te s’ye,
Sn X s ise noktasal yakinsaktir, s, = s ise diizgiin yakinsaktir
denir. X bir topolojik uzaysa, > f, serisi X'te s’ye, s, y:Tl> s ise yerel
diizgiin yakinsaktir, (s,) dizisi s'ye kompakt diizgiin yakinsaksa kom-
pakt diizgilin yakinsaktir denir. ) |f,| serisi X te noktasal yakinsaksa
> fn serisi X'te mutlak yakinsaktir denir.

Fonksiyon dizilerine iligkin teoremler bize fonksiyon serilerine iligkin te-
oremler verirler. Her seyden 6nce Cauchy Olgiitii seriler icin su sekli alir:

Onerme 1.5.9 (Cauchy Olgiitii) > f, serisinin X kiimesinde diizgiin
yakinsak olmasy igin gerek ve yeter kosul

Ve >0 dn. e NVn>m >n, Z fell <e

m<k<n X

olmasidar.

Simdi (f,) C F(X,C) ve f € F(X,C) olmak tizere, seriler igin siireklilik

teoremlerini ifade etmekle yetinelim.

Teorem 1.5.10 > f, serisi X topolojik uzayinda f fonksiyonuna yerel
diizgiin yakinsak ve her f, sirekli ise, f de sireklidir.
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Teorem 1.5.11 > fy,serisi yerel kompakt X topolojik uzayinda f fonksi-
yonuna kompakt dizgiin yakinsak ve her f, strekli ise, f de stireklidir.

Simdiye kadar tanidigimiz holomorf fonksiyonlar, polinomlar ve rasyonel
fonksiyonlarla elde ettiklerimizdir. Bunlar digindakileri ancak limit kullana-
rak, ozellikle seriler yardimiyla elde edecegiz. Bu nedenle, fonksiyon serileri-
nin diizgiin yakinsakligini bilmek 6énem kazanir.

ookl < DD IR < DD Ikl (1.26)

m<k<n X m<k<n x m<k<n

esitsizlikleri > f,, serisinin X'te diizgiin yakimsak olmasindan daha giigli
olan iki farkli yakinsakligin, mutlak diizgiin yakinsaklik ve asagida yalnizca
fonksiyon serileri i¢in tanimlanan normsal yakimsakligin kaynagidir.

Tanim 1.5.12 X herhangi bir kiime, her n € N igin f, : X — C olsun. () #
A C X olmak iizere, ) || fnll 4 serisi yakinsaksa ) fy, serisi A kiimesinde
normsal yakinsaktir denir.

X bir topolojik uzay ve Y, fy, serisi, her a € X noktasinin bir U, komgu-
lugunda normsal yakinsaksa X ’te yerel normsal yakinsak, her kompakt
K C X altkiimesinde normsal yakinsaksa X uzaywnda kompakt normsal
yakinsaktir denir.

(fn) € F(X,C) olmak ftizere, Y f, serisinin X’te normsal yakinsak
olmasi tanim geregi > f,, serisinin (B(X,C),||-||x) normlu uzaymda mut-
lak yakinsak olmasindan bagka bir sey degildir. Dolaywsiyla, > f,, serisi
X te normsal yakinsaksa Y f, serisi X ’te degismeli yakinsaktir. Benzer
bigimde Y’ f,, serisinin A’da normsal yakinsak olmasi da »_ f,|A serisinin
(B(A,C), ||| 4) normlu uzayinda mutlak yakinsak olmasidir. Weierstrass asa-
gidaki olgiitii diizgiin yakinsaklik i¢in vermigse de bu 6ziinde bir normsal
yakinsaklik o6lctitiidiir:

Teorem 1.5.13 (Weierstrass M-0lgiitii) (f,) € F(X,C), p, >0, > pn
yakinsak ve her n € N icin ||fnl|xy < pn tse, Y fn serisi X 'te normsal
yakinsaktir, dolayisiyla mutlak dizgiin yakinsaktir ve ayni zamanda dizgiin
yakinsaktar.

Kanit. Sav, dogrudan (1.26) ile

Sl < DD IR < DD kxS DD m

m<k<n X m<k<n X m<k<n m<k<n
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esitsizliginden cikar. |

Goriildiigl gibi Weierstrass'in bu 6lgiitii ¢ok giigliidiir ve diizgiin yakin-
sakliktan daha fazlasini saglar. Bizi, siireklilik ve tiirevlenebilme gibi, fonksi-
yonlarin yerel 6zellikleri ilgilendirdigi siirece diizgiin yakinsaklik yerine yerel
diizgiin yakinsaklikla ¢aligmamiz dogaldir. Ancak yerel diizgiin yakinsak se-
rilerin de eksik yanlar1 vardir. R’de yerel diizgiin yakinsak > o, fn(z) =

Y on>1 % serisinde oldugu gibi, baz1 ¢ : N* — N* permiitasyonlarinda
> n>1 fo(n) (@) serisi artik iraksak olabilir. Ancak Weierstrass'in M-6lgiitiine
uyan seriler ayni zamanda mutlak yakinsak olduklarindan, onlarda bu ku-
sur yoktur ve bu bizi yeni bir kavrama gotiiriir. Ayrica, Weierstrass M-
Olgiitii'niin hipotezi 3 f,, serisinin X 'te normsal yakinsak olmasmdan bagka

bir sey degildir. Boylece: Y f,, serisi X te normsal yakinsaksa
(i) > fn serisi X 'te diizgiin yakinsaktur,

(i) > |fn| serisi X ’te dizgin yakinsaktr, dd. > f,, serisi X 'te mutlak
diizgiin yakwnsaktir. Mutlok dizgin yakinsak serilerimiz elbette de-
gismeli yakinsaktirlar.

Diizgiin yakinsaklikta oldugu gibi

(1) > fn serisi X wzayinda yerel normsal yakinsaksa kompakt normsal
yakinsaktar.

(ii) Eger X uzaywmaz yerel kompaktsa, bu uzayda seriler i¢in yerel normsal
yakinsaklk ve kompakt normsal yakinsakhk kavramlar: birbirine denk-
tir.

Elimizdeki farkl yakinsaklik kavramlar: i¢in yalnizca su ¢ikarimlar vardir:

normsal yakinsaklik = mutlak yakinsaklik = noktasal yakinsaklik
normsal yakinsaklik = diizgiin yakinsaklik =>noktasal yakinsaklik

Noktasal yakinsakliktan mutlak yakinsaklik veya diizgiin yakinsaklik ve
haydi haydi normsal yakinsaklik ¢ikmaz, bu apagiktir.

Her z € X igin ) fn(x) mutlak yakinsaksa > f,, serisinin X’te diizgiin
yakinsak olmasi, dolayisiyla normsal yakinsak olmasi gerekmez. Gergekten
de X = [0,1] ve her z € X i¢in f,(z) = 2™ — 2™*! olsun. Bu durumda,
serimiz  # 1 i¢in f(z) =1 ve = 1 iginse f(x) = 0 degerine yakinsar. Da-
ima f,(z) > 0 oldugundan, serimiz X’te mutlak yakinsaktir. Ancak her f,
fonksiyonu X’te siirekli iken f limit fonksiyonumuz X ’te stirekli olmadigin-
dan, ) f,, serisi Siireklilik Teoremi (Teorem 1.5.10) nedeniyle X te diizgiin
yakinsak, dolayisiyla normsal yakinsak da olamaz.

Diizgiin yakinsak bir serinin mutlak yakinsak olmasi, dolayisiyla norm-
sal yakinsak olmasi gerekmez. Yine X = [0,1] ve her n > 1 igin g,(x) =
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(—=1)"n~! olsun. 3_ g, serisi X te diizgiin yakinsaktir, ancak mutlak yakin-
sak degildir.

Son olarak bir serinin mutlak diizgiin yakinsak olsa bile normsal yakinsak
olmasi gerekmedigini 6rnekleyelim: X = [0, 1] ve her n > 1 i¢in

(1) zsin? I, n%rl<:1:§%
x) =
" 0, diger yerlerde

olarak tamimlansm. X’te hep hy,(x) > 0 oldugunu belirtelim. ~(0) := 0 ve
her 0 < z < 1 i¢in h(z) = xsin® T olsun. Her n > 1 igin J,, = (%H’ 1]
olmak tizere, hy|J, = h|J, ve [0,1]\J, kiimesinde ise h, = 0. Dolayisiyla,
her x € J, igin Y hp,(z) serisinde hy,(x) terimi digimndaki tiim terimler 0’dir
ve hyp(z) = h(z) oldugunu biliyoruz. Boylelikle, (0, 1]'de Y hy, serisi mut-
lak yakinsaktir. Bu seri elbette x = 0’da da mutlak yakinsaktir. Demek ki
>~ hy, = h. Bu yakinsaklik X ’te diizglindiir. Gergekten de s, := hy+---+hy,
dersek, (r%kl’ 1] araliginda sy, (z) = h(z) ve [0, %H] araliginda ise s,(z) =0
oldugundan, ||s, — h| y < n%rl olur. Dolayisiyla, serimiz X te diizgiin yakn-
saktir. Diger yandan, her n > 1 icin

L 1 2
" n+% C2n+1

oldugundan, ) ||hy||y yakinsak degildir, dd. ) h, normsal yakinsak degil-
dir.

Kisaca fonksiyon ailelerine deginelim: Simdi Y bir normlu vektor uzay
olsun; elbette Y = K de olabilir. Bize bir (f;)icr C F(X,Y) ailesi ve bir
feF(X,Y) verilsin. J € Sf ve x € X i¢in sy(x) := >, fi(x) olsun. Her
x € X igin (fi(x));c; ailesi Y'de f(x)’e toplanabilirse (f;);cs fonksiyon ailesi
f’ve X'te (noktasal) toplanabilir denir.

1hnlx =

Ve>03J.€S VeS8 (J.CJ=|s;—fllx <¢)

ise, (fi)icr fonksiyon ailesi X'te f fonksiyonuna diizgiin toplanabilir de-
nir. Asagidaki kogul saglandiginda (f;);cs ailesi X’te diizgiin Cauchy O]l-
giitii’ni saglar denir:

Ve>03J. €St VK eS8 (J.NK =0=|skllx <e€).

Agagidaki teorem ve sonucunu Teorem 1.4.5’¢ benzer bi¢cimde kanitlamay:
okura birakiyoruz.

Teorem 1.5.14 Toplanabilir (f;)icr ailesi icin asaqidaki énermeler denk-
tirler:
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(i) (fi)ier ailesi X ’te diizgtin toplanabilir.
(ii) (fi)ier ailesi X ’te diizgiin Cauchy Olgiitii’'nii saglar.

Sonug 1.5.15 Y bir Banach uzayysa, (fi)icr C F(X,Y) ailesinin X te
diizgiin toplanabilir olmasy X ’te diizgiin Cauchy Olg¢iti’nin saglanmasina
denktir.

Simdi Y bir normlu vektor uzayr olmak tizere, (fi)ierC B(X,Y) ailesi
mutlak toplanabilirse, dd. (||fi|lx);c; ailesi R'de toplanabilirse (f;)ies ailesi
normsal toplanabilir de denir. ¥ = C durumunda oldugu gibi Y bir Ba-
nach uzayiysa, normsal toplanabilir aileler diizgiin toplanabilirler. Ozellikle
X bir topolojik uzay ve Y bir Banach uzay: ise, bir (f;);cs siirekli fonk-
siyonlar ailesi normsal yakinsaksa X’te siirekli bir f fonksiyonuna diizgiin
toplanabilir.

Ornek 1.5.16. R-dogrusal bagimsiz wi,ws € C ile Q = Zw;i + Zw2 olsun. 2 kafesi C’nin
ayrik ve kapali bir altgrubudur. Q = —Q oldugundan, z ¢ € ise, her w € Q i¢in z+w # 0
olur. w € Q icin f., fonksiyonu

fu(2) ::ﬁ—é, 0#weQvezeC\{w}

1 ,
fo(z) := 5 Z€ C

olsun. Her f,, fonksiyonu z € C\{w}’da holomorftur ve ileride gérecegimiz terimlerle
fomn w’da ikinci dereceden bir kutup yeri vardir'®. Her r > 0 sayis1 icin €, := {w €
Q| |w| > 2r} olsun. (f.)weq, ailesi D, ’de normsal toplanabilir. Gergekten, her z € D, ve
her w € Q, i¢in

2

_ r (2 + ﬂ)
22w — z 2] 1 < 10r

1 1
S () e
[w]
oldugundan, savimiz Onerme 1.4.19’dan cikar. Dolayisiyla, her z € C\Q igin

wen weQ\ {0}

[fu(2)] <

(z — w)2w?

tanimi kusursuzdur.

Weierstrass’in g, (z) fonksiyonu kompleks analizin 6nemli fonksiyonlardan biridir.
Her w € Q, igin f, € H(D-) ve ( fw|5r)w el, ailesi D,’de normsal yakinsak oldugundan,
ileride elde edecegimiz bilgilerle h, := Zwem fu fonksiyonu D,’de holomorftur. J, :=
OQ\Q, sonludur ve g := ) . 7, Jw ise sonlu sayida rasyonel fonksiyonun toplami olarak bir
rasyonel fonksiyondur. Ayrica, g-’'nin sonlu sayidaki kutup yerleri 2’dadir. Bu durumda,
D, dairesinde p,(2) = ¢-(2) + hr(2) olur. Ozetle bu, her r > 0 igin dogru oldugundan,
po € H(C\Q) ve po’'nin her w € Q noktasinda ikinci dereceden bir kutup yeri vardir.
oo 'nin 6nemli 6zelliklerinden biri ¢ift dongiilii olmasidir ve her w € Q ve her z € C\€ igin
kolayca goriilecegi gibi pa(z + w) = pa(z).

15«Kutup” ve “meromorf” kavramlar: icin Kisim 3.8’e bakimz.
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Problemler

Problem 1.5.1 > -, 1+w2)
yakinsadigini gosteriniz. f’yi bulunuz. Bu seri R’de 0'in bir komsgulugunda
diizgiin yakinsak olabilir mi?

serisinin R’de bir f fonksiyonuna noktasal

Problem 1.5.2 Her z € Cven € Nicin f,(2) = 1+zn ise, (f) dizisi hangi

z noktalarinda yakinsaktir? Yakinsaklik durumunda limitleri bulunuz.

Problem 1.5.3 n € N* i¢in f,, : C* — C fonksiyonu f,,(2) := -1 olarak

nz
tanmimlansim. (f,,) dizisinin C*’da noktasal yakinsak ancak diizgiin yakinsak

olmadigini gosteriniz.
Problem 1.5.4 (X,d) ve (Y, p) metrik uzaylar, f : X — Y ve § > 0 olsun.
Rs .= {p(f(z), f(a')) |z,2" € X ve d(x,2') < 6}

olmak iizere, Rs smirlysa wy(d) := sup Rs olarak tammlansin. X # () icin
fnin diizgiin siirekli olmasi w, 'nin tanim bolgesinin {0}’a indirgenmemis ve
wy'nin 0’da siirekli olmasina denktir, gosteriniz.

Problem 1.5.5 X # () herhangi bir kiime, (f,) C F(X,C) ve (¢,) C C bir
yakinsak dizi olmak tizere, her m,n € Nigin || fr, — fin|| < |en — em] ise, (fn)
dizisinin X ’te diizglin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Problem 1.5.6 K C C kompakt, (f,) € C(K,C) ve f, = f olsun.
g : C — C stirekliyse, g o fp = g o f oldugunu gosteriniz.

Problem 1.5.7 X bir kompakt uzay, (f,) C C(X,R) ve fo > f1 > fo >
olsun. Eger (fy) dizisi bir f € C(X,R) fonksiyonuna noktasal yakinsaksa

fn = f oldugunu gosteriniz (Dini Teoremi).

Problem 1.5.8 X := [0,4+00) ve her n € N* i¢in f,, : X — R fonksiyonu
[(n—1)2,n?) araliginda + degerini, bu aralik disinda ise 0 degerini alsn. 3 f,,
serisi X’te diizgiin yakinsak ancak normsal yakinsak degildir, gosteriniz.

. n . n
Problem 1.5.9 }_ ., (zfﬁ) s D om>0 2 ve > n>0 (Zétzl) serileri hangi
z noktalarinda yakinsaktirlar?

Problem 1.5.10 7 : [, ] — C siirekli, v := v([o, 8]) ve D,(a) C C\y ise,
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her z € D,(a) i¢in

oldugunu gosteriniz.

Problem 1.5.11 z, € C\{1} olmak fizere, ), -, 2, serisi mutlak yakin-
saksa Zn21 7% serisi de mutlak yakinsaktir. Gésteriniz.
Problem 1.5.12 U C C agik, (f,) C C(U) ve f € C(U) olsun. Asagidaki
onermelerin denk olduklarini gosteriniz:
(a) Her z € U ve her (2,) C U igin lim z,, = z ise, lim f,,(z,) = f(2).
(b) Her z € U ve her (z,) C U ig¢in lim 2z, = 2z ise, limy, p—sto0 frm(2n) =
7(2).
(¢) (fn) dizisi U’da f’ye kompakt diizgiin yakinsaktir.

Problem 1.5.13 > ., 22" serisinin D’de 1_122 fonksiyonuna kompakt diiz-
glin yakinsadigimi gosteriniz.

Problem 1.5.14 X C C, (f,) C F(X,C) ve s, := Y i fi olmak {izere,
(sp) dizisi X’te diizgiin sinrhi olsun, dd. bir M > 0 ile, her n € N igin
|| fnllx < M olsun. (p,) pozitif terimli bir dizi ve p,, | 0 ise, Y py fn serisi
de X'te diizgiin yakinsaktir.

Problem 1.5.15 ) -, a, yakinsak bir kompleks say1 serisi olsun ve S(z) :=
Y on>1 an% olarak tanmimlayalim. Agagidakileri kamitlayiniz:

(a) S serisi D’de kompakt normsal yakinsaktir.

(b) S serisi C\D’de kompakt diizgiin yakinsaktir.

(c) Her n € N* igin a,, = (—1)"n~! alindiginda S serisi C\D’de kompakt
normsal yakinsak degildir.

1.6 Kuvvet Serileri

Kuvvet serilerine bir anlamda genellegtirilmis polinomlar olarak bakabiliriz.
Bunlar Weierstrass yaklagiminin temel 6geleridir.
a € C ve her n € N i¢in a, € C olmak {izere,

+oo
Z an (z —a)"
n=0
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tipinde bir fonksiyonlar serisine agilim noktasi a, katsayilar: a,, sayilar
olan bir kuvvet serisi denir.

Onerme 1.6.1 (D’Alembert Onsavi) a # ¢ € C ile (a, (c — a)") dizisi
sinarlysa, ornegin Y a, (¢ — a)" yakinsaksa, > apn (2 — a)" kuvvet serisi, her
0 <r < |c—al igin D, (a) kapal dairesinde normsal yakinsaktwr, dolayiswyla
R :=|c — a| olmak tizere, Dr(a) dairesinde kompakt normsal yakinsaktur.

Kamit. Varsayimdan dolay1, bir M > 0 sayisi, her n € N igin|a, (¢ — a)"|
M olacak bigimde vardir. 0 < r < |c—al| ve g:=7/|c—al olsun. 0 < ¢ <
oldugundan, » ¢" yakinsaktir.

<
1

< Mq" =: py.

lan(z = a)" |5, @) = -
D, (a

> pn yakinsak oldugundan, Weierstrass M-ol¢iitinden, ) a,(z — a)™ serisi
D, (a) kapali dairesinde normsal yakinsaktir.

K C Dg(a) kompakt kiimesi keyfi verilsin. d(K, Cr(a)) > 0 oldugundan,
bir pozitif r < R sayis1 K C D,(a) olacak bigimde bulunabilir. Seri D,(a)
kiimesinde normsal yakinsak oldugundan, haydi haydi K kiimesinde normsal
yakinsaktir. |

Not 1.6.2 > a,(c—a)™ yakmsaksa lim a,,(c—a)™ = 0, buradan (a,(c — a)")
dizisi yakinsak, dolayisiyla simirhdir. R := |c — a| olmak tizere, > an(z —a)”
serisi her K C Dpg(a) kompakt kiimesinde normsal yakinsaktir; dolayisiyla
(a) K’de diizgiin yakmsaktir, (b) her z € K’de mutlak yakinsaktir. Dg(a)
yerel kompakt oldugundan, serimiz bu dairede yerel diizgiin yakinsaktir. Her
bir p,(z) := an(z — a)™ fonksiyonu Dg(a) dairesinde siirekli oldugundan,
f(2) :==>_pn(z) fonksiyonu bu dairede stireklidir. A

| :=lim {/|a,| olmak iizere,

400, =0
=<0, =40
%, 0<l< 400

sayisina »_ a, (z —a)" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi, r > 0 duru-
mundaD,(a) dairesine kuvvet serimizin yakinsaklik dairesi denir'®. Acik-
tir ki Dioo(a) := C alacagiz.

16 = 1/1lim §/]axn| ifadesine Hadamard formiilii denir. Cauchy kék 8lgiitiiniin dogrudan
sonucu olan bu formiile Cauchy’nin 1857’de 6liimiinden 8 yil sonra dogan Hadamard’in
ismini ilk kim verdiyse yanlig yapmigtir; biz bu yanhs: stirdiirmeyecegiz. Mutlaka bir ad
vermek istenirse bu ancak Cauchy formiilii olur!
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[ ]
Tl Burada raksak
Burada? .-~ AN
/‘ \\
I// \\
| a |
l\ r b !
' K Burada /
\\ Ly mutlak //
L yakinsak /
K kompakt ~ 7
kiimesinde normsal ~~__ -~
yakinsak
Sekil 1.3: Kuvvet serilerinin yakinsaklik davranigi.
Teorem 1.6.3 > ay,(z —a)"™ kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapu r olsun.
r = 0 ise sert yalnizea z = a i¢in yakinsaktir. 0 < r < +oo ise, kuvvet
serimiz:

(i) Dy(a) yakinsaklk dairesinde kompakt normsal yakinsak, dolayisiyla bu

dairede mutlak yakinsak ve yerel diizgiin yakinsaktur.
(ii) C\D,(a) da wraksaktir.

(iii) Cy(a) ¢emberinin noktalarinin, seriye bagh olarak, bazilarinda yakinsak
bazilarinda wraksak olabilir.
(iv)

+oo
f(z):= Zan(z —a)", z € Dy(a)
n=0

ile tanmwmlanan f fonksiyonu D,(a) a¢ik dairesinde her mertebeden
kompleks tirevlenebilir ve her k > 1 ve her z € D,(a) i¢in

d* X gk
/() =) lan(z = a)"]

dzk
n=0

ve sag yandaki serilerin timinin yakinsaklhk yaricaplary yine r dir.
(v) Her n > 1 i¢in a, = %f(")(a).

Kamt. (i), (ii), (iii):  := lim {/|a,| olmak iizere,

r* = lm{/|a,(z — a)?| = |z — a|lim V/|a,| = |z — al ]



66 KOMPLEKS ANALIiZ I

olsun. Cauchy kok oélgiitiinden, kuvvet serimiz 7* < 1 i¢in mutlak yakinsak,
r* > 1 igin iraksak ve r* = 1 igin seriye bagli olarak iraksak veya yakinsaktir.
Bu D, (a)’da kompakt normsal yakinsaklik digindaki savlar1 verir.

| < 400 olsun. Bu durumunda serimizin r := 1/l olmak iizere, D,(a)
yakinsaklik dairesinde mutlak yakinsaktir. K C D, (a) kompakt kiimesi keyfi
verilsin. D’Alembert Onsavinin kamtinda oldugu gibi 0 < p < 7 sayisi
K C D,(a) olacak bigimde secilebilir. Serimiz a + p noktasinda yakinsak

oldugundan, D’Alembert Onsavi’yla D,(a)’da normsal yakinsaktir, 6zellikle
Y- llan(z — a)™|| x yakinsaktir.
(iv) Yalmizca f’nin D,(a)’da tiirevlenebilir,

+o00
f'(z) =Y nan(z—a)"", z € Dy(a) (1.27)
n=1

ve bu serinin de yakinsaklik yarigapinin r oldugunu kanitlamak yeterlidir;
gerisi bir tiimevarim isidir. (1.27)’deki seriyle ) na,(z — a)™ serilerinin ya-
kinsaklik karakterleri aynidir ve son serinin ise lim {/n|a,| = im /n {/|a,| =
lim {/n - lim {L/m = HW oldugundan, yakinsaklik yaricap: yine r’dir.
Once a = 0 olsun. b € D, keyfi verilsin. p sayism |b| < p < r olacak
bicimde secelim. Tiirev serimiz D,’de mutlak yakinsak oldugundan,

+oo +oo
Zn lan| "t = an, Pr = nan| p" ! (1.28)
n=1 n=1

yakimsaktir. b # z € D, i¢in

+00 oo
F(2) = f(b) =) an(z" = ") = (2= b)- > anppn(2)
n=1 n=1

n __ pn n-1
on(z) = : z = Zz]bnflfj ve (1.28)’den
Z —_—
J=0

n—1
lanen(2)ll, < lanl - > 12 1B < nlan|p™ "

Jj=0 D,
Weierstrass M-Olgiitiinden dolayi, Z:{g antpn(z) serisi 5p’da normsal ya-
kinsak, dolayisiyla diizgiin yakinsaktir ve orada bir siirekli & fonksiyonu ta-
nimlar. Tiirev bir yerel ozellik oldugundan, D,’da gecerli f(z) — f(b) =
(z —b) h(z) denklemi f fonksiyonunun b noktasinda tiirevlenebilir ve tiire-
vinin

“+o0o +00
F'0) =h(d) =3 anpa(d) = 3 nagh™!
n=1 n=1
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oldugunu soyler.

Eger a # 0 ise, w = ¢g(2) := z — a ve f(w) := > apw™ olmak iizere,
D,(a)’da f = fi o g olur. g her yerde tﬁrevlenebilir ve ¢'(z) = 1 ve az 6nce
kanitlanandan ise, f(w) = 3" na,w" ! oldugundan, D, (a)'da

+oo
f'(2) = filg(2))g (2) = Y nan(z — a)"™!
n=1

elde edilir.
(v) Ttmevarimla, her n > 1 i¢in D, (a)’da siirekli g,, fonksiyonlar ile

F(2) = nlay + (2 — a) gn(2)

oldugu kanitlanir ve buradan da

1
— — ()
elde edilir. [ |

Ornek 1.6.4. 1. > n™z" serisi yalnizca z = 0’da yakinsar; r = 0.

2.5, 5, n—IZZ" serisinin yakinsaklik yarigapi r = 1’dir. Bu seri C; yakinsaklik cemberi
iizerindeki her z noktasinda yakinsak, hatta mutlak yakinsaktir.

3. Zn>1 = 2" serisinin yakinsaklik yarigap1 r = 1°dir. Ornek 1.3.6’da gordiigiimiiz gibi
bu seri C; yakimsaklik cemberi iizerindeki bir tek z = 1 noktasinda 1raksak bu ¢emberin
diger noktalarinda yakinsaktir.

4. p € N* olmak lzere, > -, %an serisinin yakinsaklik yarigapi yine r = 1’dir.
Bu seri C1 birim gemberi iizerindeki z” = 1 denkleminin ¢6ziimleri olan z1, 22, ..., 2p
noktalarinda —ki bunlar, bir késesi 1 noktasi olan C1 e gizilen diizgiin p-genin koseleridir—
iraksak, C'nin diger noktalarinda yakinsaktir.

5. > 2" serisinin yakinsaklik yaricap: yine r = 1’dir. Ancak |z| = 1 ise (2™) bir 0
dizisi olmadigindan, »_ 2™ wraksaktir. Bu seri yakinsaklik gemberi iizerindeki her noktada
wraksaktir.

Teorem 1.6.5 « :=lim ¢/|a,| olmak iizere,

—+00

Z(z—a Zanz—a -

n=1

serisi D (a) dairesinde wraksak, C\Dq(a) da kompakt normsal yakinsaktir

ve orada holomorf bir
+00

h(z):=Y — (1.29)
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K kompakt
kiimesinde
normsal yakinsak ..

Burada? -~ AN K
7/ N \
/ AY
/ \
/ \
! a ' Burada
| / | komen
' y akinsa
' Burada ¥y
N wraksak
/

Sekil 1.4: :3 (ng)n serisinin yakinsaklik davranisi.

fonksiyonu tanamlar; serimiz Cq(a) ¢emberinin bazi noktalarinda wraksak,
bazilarinda yakinsak olabilir. Her k € N* i¢in

d* = d* an
= X ()
ve bu seriler de D (a) dairesinde waksak, C\ D (a) da kompakt normsal ya-
kinsaktirlar ve Cy(a) ¢emberinin bazi noktalarinda wraksak, bazilarinda ya-
kinsak olabilir.

Ayrica, her a < B < 400 igin (1.29)’daki serimiz C\Dg(a) da normsal
yakinsaktar.

Kanit. w(oo) := 0, w(a) := oo ve z € Cx\{a, 00} icin w(z) := L ile ta-
nimlanan w : Co, — Co doniisiimii topolojiktir ve D, (a) dairesini C\ Dy (a)
agik kiimesine resmeder. (1.29) serimiz yakimsaklik yarigapt 7 = 1/« olan

> o0 | anwy, kuvvet serisine doniigitir. Boylece

o0
flw) = Zanwn, w € D, (1.30)
n=1
olarak tamimlanan f i¢in Teorem 1.6.3’iin savlar gegerlidir. Diger yandan,
1
lw(z)| <r=—<=a<|z—aq
o

oldugundan, h(z) = f(w(z)) serisi C\ D, (a) acik kiimesinde normsal yakin-
saktir ve tiim diger savlar Teorem 1.6.3’ten cikar. Tiirevler i¢in sdylenenin
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ilk adimini vermekle yetinelim:

+00 —
W) = FwE)w'() = 3 nan (w(z)" " —1a>2
n=1

—+00

= +f§<—7”b>a RN S .-
= ot "(z—a)* 1 (z—a)? (2 — )t
+00 d a,

Son savimiz ise (1.30)’daki serimizin D;/3(0) kompakt kiimesinde normsal
yakinsak olmasina denktir. ]

Tanim 1.6.6 Q C C bir agik kiime ve f : Q — C siirekli olsun. Her a € ()
icin bir agik U, C Q kimesi ve bir F, € H(U,) fonksiyonu f|U, = F
olacak bigimde bulunabiliyorsa f’nin Q’da yerel ilkeli vardir ve F,’ya ise
f'nin U, 'da bir ilkeli (antitirevi) denir. Q’da yerel ilkeli olan fonksiyonlarin
kiimesini Z(QY) ile gosterelim. Eger F € H(Q) ve F' = f ise F fonksiyonu
Q’da f’nin bir ilkelidir denir.

Kitabimizin amaglarindan biri
H(Q) =TZ(Q)
oldugunu kanitlamaktir.

Onerme 1.6.7 > a,(z — a)" kuvvet serisinin yakinsakhk dairesi D, (a) ve
orada tanimladign fonksiyon f ise, > %_Han (z — a)n+1 serisinin yakinsaklk
dairesi de D, (a)’dwr ve orada tanimladige fonksiyona F dersek, F' = f;
dolayswyla f € Z(Dy(a)).

Kanit. (1): z # a igin ) %Han (z — a)™ " serisi ile

1 1 il 1 n
Zz—an—i—lan(z_a) —Zn+1an(z—a)

serisinin yakinsaklik karakterleri aynidir.

1/ \an] hm” hm\/|an | = im {/|ay|

oldugundan, yakmsakhk yarlgaplarl ortigiir. F' fonksiyonu D, (a)’da tiirev-
lenebilir ve Teorem 1.6.3’ten

F’(z):Z[nilan(— W] = an(z —a)" = £(2).
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Teorem 1.6.8 (Kuvvet serileri igin 6zdeslik teoremi) > a,(z —a)”
kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapr r > 0 olsun ve D, (a) ’da f fonksiyonunu
f(zn) = 0 ise, her n € N i¢in a, = 0, dolayswyla f = 0.

(zn) ve f yukaridaki gibi olmak dizere, her n € N i¢cin f(z,) = c ise,

D,(a)’da f(z) = c.

Kamit. f fonksiyonu D, (a)'da siirekli oldugundan, ag = f(a) = lim f(ay,)

= 0 saglanir. Simdi ag = - - - = a, = 0 kanmitlanmig olsun. Bu durumda,
+00
f(z) = (= - @)n+1[an+1 + Zan+1+k(z - @)k} =: (2 — a)n+1(an+1 +9(2))
k=1

Her k € N igin z; — a # 0 oldugundan, f(zx) =0 <= a1 +9(zx) =0
olur. Burada g fonksiyonu yakinsaklik yarigapi r olan bir kuvvet serisiyle
tanmmmlanmgtir; dolayisiyla D, (a)’da stireklidir. Ayrica, tanim geregi g(a) =
0. Boylece

0= lim (apnt+1+9(2k)) = ant1+ lim g(zx) = ant1 + g(a) = ani1.

k—+o00 k—+o00

Her n € N i¢in f(z,) = c ise, az énce kanitlanandan h(z) := f(z) — ¢

fonksiyonu D, (a)’da 6zdeg olarak 0 olur, dd. bu dairede f(z) =colur. R

Sonug 1.6.9 M C D.(a) ve a noktass M kiimesinin bir yigilma noktas
olsun.
(i) > an(z —a)™ kuvvet serisi Dy(a)’da yakinsak olsun ve orada tanimla-
dig fonksiyona f diyelim. flM =0 ise D,(a)’da f(z) = 0.
(ii) f(z) = D an(z —a)” ve g(z) = > bp(z — a)™ kuvvet serilerinin her
ikisi de Dy(a)’da yakinsak ve f|M = g| M ise, her z € D,(a) ig¢in
f(z) = g(z) ve her n € N i¢in a,, = by,.

Kanit. (i) Her n € N igin a # z, € M o&geleri lim z,, = a olacak bigimde
segilebilir. Sav, Teorem 1.6.8’den ¢ikar.

(ii) (i)’den dolay1 h(z) = f(z) — g(z) = > (an — by)(z — a)™ fonksiyonu
D, (a)’da 6zdes olarak 0’dir; dolayisiyla her z € D,(a) i¢gin f(z) = g(2).
Teorem 1.6.3(v)’ten a,, = %f(”) (a) = %g(")(a) = by. [ |

Problemler

Problem 1.6.1 Y a, (z —a)" kuvvet serisinin r yakinsaklik yarigapi igin

r=sup{p|0 < p < 400, {|an|p" n € N}sinrh}
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oldugunu gosteriniz.
Problem 1.6.2 ) a,(z—2)" serisi 0’da yakinsak, 3’te wraksak olabilir mi?

Problem 1.6.3 ) [3 — (—1)"]"2" kuvvet serisinin yakimsaklk yaricapin
bulunuz.

Problem 1.6.4 " . nz"ve Y -, n?2" kuvvet serilerinin yakinsaklik ya-
rigaplarini ve tamimladiklar fonksiyonlar: bulunuz.

Problem 1.6.5 Her a € Rigin Y an(z—¢)" ve > n%a,(z — ¢)" serilerinin
yakinsaklik yarigaplarinin ayni oldugunu gosteriniz.

Inn

Problem 1.6.6 a, katsayisi sirasiyla n—lp (p € N), %, n
> anz" kuvvet serilerinin yakimsaklik yarigaplarim bulunuz.

, (Inn)™ olan

Problem 1.6.7 >

3
Egg)!z" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapini bulunuz.

Problem 1.6.8 > a,z" ve > al 2" serilerinin yakinsaklik yarigaplar sira-
styla 7 ve 1" ise Y (an + ap,)2", Y (anay,)z" ve daima aj, # 0 ise ) & 2"
serilerinin yakinsaklik durumu hakkinda ne sdylenebilir?

Problem 1.6.9 f(z) =), -, anz" kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapr »
olsun. B

Vz € D, f(—z) = f(z) <= Vn € N ag,+1 =0,
Vze D, f(—z) = —f(2) <= VYn € Nag,y1 =0

oldugunu gosteriniz; bagka sozlerle f fonksiyonu ancak ve ancak tim tek
(¢ift) indeksli katsayilar 0 ise bir ¢ift (tek) fonksiyondur.

Problem 1.6.10 f(z) = ) -, 2" ile verilen kuvvet serisinin yakinsaklik
yarigapmnin 1, g(z) = = > <, ”T_!lz” kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapi-
nin 400 oldugunu kanitlayimiz. fg garpim serisini bulunuz ve yakinsaklik
yarigapinin +oo oldugunu kanitlayiniz.!”

Problem 1.6.11 Sonlu terim diginda a,, # 0 ve ), - a, 2" kuvvet serisinin
yakinsaklik yaricapt » > 0 olsun. Her m € N ic¢in ano nmanpz™ kuvvet
serisinin de yakinsaklik yaricapimin 7 oldugunu gosteriniz.

"Her n € N* ignl—4 —2—- — ol = L.
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Problem 1.6.12 ) -, #z”(”ﬂ) serisini yakinsaklik yarigapini bulunuz
ve z = 1, —1,4 noktalarinda serinin yakinsakligini inceleyiniz.

2 n(n+1)

Problem 1.6.13 Y 22" S pmz? Sonlz? Yo"
serilerinin yaklnsakhk yarl(;aplarlm bulunuz.

, S 272" kuvvet

Problem 1.6.14 3 -, # ve D50 Tg;nz " kuvvet serilerinin ya-
kinsaklik yarigaplarini bulunuz ve serilerin yakinsaklik cemberinde yakinsak-

lik karakterini inceleyiniz.

Problem 1.6.15 (ano 2—7) (Zn>0 (=2 ) = 1 oldugunu gosteriniz (Te-

Tl
orem 1.3.81 kullaniniz).

Problem 1.6.16 D;(1) dairesinde f(z) = 1 fonksiyonuna yakmsayan bir
kuvvet serisi bulunuz. Ardindan f’nin bu dairede F(1) = 0 kogulunu sagla-
yan bir ilkelini bulunuz.

Problem 1.6.17 Zn>0 " kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapmin +oco ol-
dugunu gosteriniz. Toplamlna f dersek, f”yii ve F(0) = 1 kogulunu saglayan
ilkelini bulup F' = f = f’ oldugunu gosteriniz.

Problem 1.6.18 Dl( 1yde =1+ SoP(n+ 1) (2 + 1)" oldugunu gos-
teriniz. Ipucu: Once —2 y1 Dl( 1)’de bir kuvvet serisine agimiz.

Problem 1.6.19 (p,) pozitif terimli, azalan ve limp, = 0 ise, > pn2"
serisinin, 0 > 0 olmak iizere, K := {z € D ||z — 1| > ¢}’da diizgiin yakinsak
oldugunu gosteriniz.

1.7 Temel Fonksiyonlar

Bu kisimda ele alacagimiz 6zel analitik fonksiyonlar: iyi kavramak kompleks
analizde ¢ok 6nemlidir. Bu kisimda iissel fonksiyonlar, logaritma, trigono-
metrik ve hiperbolik fonksiyonlar incelenecektir. Gergel analizde 6rnegin e®
iissel fonksiyonu ile cosx ve sinx gibi trigonometrik fonksiyonlar1 inceleriz.
Ancak gercel analizde kaldigimiz siirece e® iissel fonksiyonu ile cosx, sinx
fonksiyonlari arasinda higbir bag kuramayiz. O fonksiyonlar: tanimlarken ¢i-
kig kaynaklarimiz farkhidir. Hatta bir bag olanaksiz goziikiir: Cilinkii cos x ve
sin x fonksiyonlar1 déngiilii ve sinirlidir, buna kargin e® fonksiyonu ne dén-
giiliidiir ne de sinirli! Ancak komplekse gegtigimizde bu fonksiyonlarin ina-
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nilmaz giizellikte birbiriyle kenetli olduklarini, trigonometrik fonksiyonlarin
kendilerinin ve tiim geometrik 6zelliklerinin, analitik olarak tanimlanmig bir
tek fonksiyondan, e® fonksiyonundan elde edildigini gérecegiz. Bu kisimda z
kompleks degisken olmak iizere, e?, cos z, sin z ve diger trigonometrik fonk-
siyonlar1 tanimlayacak ve hicbir geometrik argiiman kullanmayacagiz. 7 sa-
yisin1 bir gemberin uzunluguna ve ¢apina bagvurmadan elde edecegiz, ayrica
“a¢1” kavramini da geometrik olarak degil aritmetik olarak tanimlayacagiz.
Bu asla kompleks analizde geometrinin diglanacagi anlamina gelmez. Tam
tersine kompleks analiz geometri ve aritmetigin bulugtugu bir alandir; ancak
Geometrik Fonksiyonlar Kurami KA II'de iglenecektir. Yine de bu kitapta
da, kanit icin olmasa da, yer yer geometrinin gorsel desteginden yararlana-
caglz.

Kompleks analizin reel analizden 6nemli farklarindan biri, birebir olma-
yan holomorf fonksiyonlarin da, uygun secilen tanim bolgeleriyle holomorf
terslerinin incelenmesidir. Bu ¢ok degerli fonksiyonlar1 incelemeyi gerektirir
ve zorunlu olarak bizi Riemann yiizeylerine gotiirtir. Bu ilk kez kargilagan-
lara belirli zorluklar hazirlasa da alismak uzun siirmez ve kurama zenginlik
katar. Bu kisimda 22 ve exp z fonksiyonlarmn cok degerli terslerine kisaca
deginecegiz.

1.7.1 Ussel ve Trigonometrik Fonksiyonlar

Kompleks z sayilari i¢in tanimlayacagimiz e, cos z, sin z, . . . fonksiyonlarinin
z = x € R oldugunda gercel analizdeki e”, cosx,sinz,... fonksiyonlar ile
Ortiismesini istiyoruz. Dolayisiyla, sonuncularin bilinen bazi 6zelliklerinden
yola ¢ikmaliyiz. Kuramimizin temel taglar: kuvvet serileri olacagindan, ger-
cel analizdeki e = > - %x”, ve geometrik olarak tanimlanan cos ve sin

+oo<_1)n 2" zi%(_l)nﬂ kuv-

fonksiyonlarmm cosxz = ) "7 G CTES)
vet serilerinden yola gikacagiz. cos ve sin fonksiyonlarini incelerken higbir
geometrik argiimana bagvurmayacak, boylece bunlari ve bir sonraki altki-

simda ac1 kavramin aritmetiklegtirecegiz.

ve sinx =

Tanim 1.7.1 Her z € C i¢in

+oo o
— z = o7
E(z) := Z Ty expz =€t = E(z),
n=0
cosz = Yy (=1)"——,
|
= (2n)!
oo »2n+1

sin z := Z(—l)”m

n=0
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olarak tanimhyoruz.

Bu kuvvet serilerinin yakinsaklik yaricapinin +oo oldugu apaciktir. Diger
yandan,

Vx € R E(x) = e*,cosz,sinz € R,
Vz € C cos(—z) =cosz, sin(—z) = —sinz (1.31)
oldugu agikardir.

Teorem 1.7.2 (i) E, cos,sin fonksiyonlars C’de holomorftur ve her z €
C i¢in E'(2) = E(2), (cosz) = —sinz, (sinz)’ = cos z.
(ii) Vz,w € C i¢in z = x + iy olmak dzere,
E(z 4+ w) = E(2) - E(w), E(z) #0, (BE(z))"' = E(—2), (1.32)
E(iz) = cosz +isinz, E(—iz) = cosz — isin z, (1.33)
E(z) > 0, |E(2)| = E(z) = E(Rez), |E(iy)| = 1.

(i13) Vz,w € C igin

COS zZ =

(E(iz) + B(=iz)), sinz = 2% (B(iz) — B(—i2)),

N | —

= cos? z + sin? 2,

1
cos (z = w) = cos z cos w F sin z sin w,
)

sin (z £ w) = sin z cos w £ cos z sin w.

Kamnit. (i) Kuvvet serilerimizin yakinsaklik yarigaplar1 sonsuz oldugundan,
E, cos ve sin fonksiyonlarimiz C’de holomorfturlar. Tiirevlere iligkin savlar,
serilerimizde terim terim tiirev alinarak goriiliir.

(i) Her p,q € N i¢in ap = %Z; ve by = 1;—;1 olmak {izere,

1 n! 1
I o s
p+q=n

oldugundan, Cauchy ¢arpim teoremi ile

elde edilir. E(0) = 1 oldugundan, her z € C igin

1=E(z+ (—2)) = E(2)E(—2) = E(2) #0 ve (E(z)) ! = E(—2)
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olur. Serilerimiz mutlak yakinsak, i?" = (—1)" ve i?"*! = i(—1)" oldugun-
dan,
2n+1
cosz—i—isinz:Z(— 2n +1 Z 2n+1)
n>0
B ( )2n+1 B (ZZ)" B _
-3 [ + ] - X G - w
n>0 n>0

Buradan da (1.31) ile
E(—iz) = cos(—iz) + isin(—iz) = cosiz —isiniz

olur. Boylece (1.33) kanitlanmigtir.
Her x € R icin E(z) € R ve (1.32) ile

olur. Her z = x + iy € C i¢in

Z Z nl ),

\E(Z)\2 ~ B(:)EG) = E(-)E() = B(: +3) = B(20) = (E(x)?
= [E(z)] = E(2),

[E(iy)| = [E(0 +1y)| = E(0) =1

(iii) (1.34) dogrudan (1.33)ten ¢ikar. Diger formiiller (1.32) ve (1.34)’ten
dogrudan dort iglemle cikar. Ornek olusturmak iizere, ilkini kanitlayalim:

cos® 2z + sin® z = B (BE(iz) + E(iz))] 2 + [21% (E(iz) — E(Z’Z))} 2

_ i [(E(iz) +E(—i2))” — (E(iz) — E(—iz)ﬂ

_ i4E(iz)E(—z’z) — E(iz — iz) = B(0) = 1.

Diger formiiller benzer bigimde kanitlanir. ]

Not 1.7.3 Yalnizca E fonksiyonundan yola ¢ikabiliriz. (1.34) esitlikleri C’de
E’den elde ettigimiz cos ve sin fonksiyonlarimin R’de bildigimiz cos ve sin
fonksiyonlar: ile Ortiistiigiini sOyler. Bu, C’de tanimlayacagimiz tim di-
ger trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar i¢in de aynen gegerli olacak-
tir. R’deki trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlara iligkin tiim 6zellikler,
bunlarin geometriyle olan higbir bagintisina bagvurmadan ¢ikarilacaktir. A
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e*nin yorumu: e := E(1) olarak tanimlansin. Once (1.32)’den her n €
N i¢in E(n) = ", ardindan her ¢ € N* i¢in

g tane

1
oldugundan, E(%) = Je=ca olur. r =p/q € Q" ve p,q € N* igin

p tane
1 1 1 1
E(p/g) =E| -+ +— :E()--.E<>:(\q/g)1’:ep/q7
q q q q
— —————
p tane

dolayisiyla E () = e” oldugu goriiliir; diger yandan E(—r) = e~ bagmtisi
(E(r))~" = (¢") Vden elde edilir. Her r € Q icin E(r) = " olur. Demek
ki, rasyonel r sayilari i¢in E(r) tam da e gergel sayisimin r. giiciidiir. z € R
herhangi bir gercel say1 ve (r,,) ise rasyonel sayilarin lim r, = x olan bir dizisi
ise, E fonksiyonu siirekli oldugundan, E(z) = limE(r,,) = lime™ sayisi da
“e sayisinin x. giici” olarak tanimlanabilir ve e* = E(x) gosterimi uygundur.
Bu nedenle, her z € C igin de e® := E(z) gosterimi yeglenir. e* fonksiyonun
temel 6zellikleri, her z,w € C i¢in z = x + iy olmak tizere,

T =% () = €7, V=1, le*| = e”, |eiy| =1

seklini alirlar.

Inz fonksiyonu: f : R - R (z+— ") tiirevlenebilir ve f'(z) = e* =
(e$/2)2 > 0 oldugundan, f kesin artandir. z > O icine®* =1+ 2z + %? +e >
142 oldugundan, lim,_, 1 o, e* = 400 elde edilir. Buradan ise lim,_,_, e* =
lim, oo €™ = 0 olur. Sonugta f(z) = e* fonksiyonu kesin artan bi¢imde
R’yi (0, 400) araligina resmeder; bunun ters fonksiyonu In ile gosterilir:

In:(0,400) = R, y=lnz: <= z=¢".

In fonksiyonu kesin artandir, her yerde tiirevlenebilir ve temel &zellikleri
sunlardir:

dlnz 1
Inzy =lnz+Iny, =
dx x

limlnz = —o0, lim Inz=+o00, Inl1=0.

x—0 T—400
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m sayist: € R i¢in cosx ve sin x fonksiyonlar: her mertebeden tiirevleri
olan R-degerli fonksiyonlardir. Yeterince kiiciik = > 0 sayilar icin cosx
ve sin z fonksiyonlarinin pozitif oldugu seri acilimlarindan kolayca goriiliir.
Diger yandan cos’ z = —sinz ve sin’ 2 = cos z oldugundan, yeterince kiigiik
x > 0 i¢in cosz kesin azalan ve sinz kesin artandir. cosz fonksiyonunun
serisi mutlak yakinsak oldugundan, istedigimiz gibi ayraclar koyabiliriz; biz
sOyle yazalim:

x? x? 20 x?
Cosx_1_2'<1_3-4>_6!(1_7-8)_.”

Ozel olarak z = 2 alirsak, ayraclardaki sayilarin her biri pozitif olacagindan,

91 t(p_ 1L 1
co ——{l=-z)=-=
° 2 3 3

dd. cos2 < 0 olur. Ayrica, cos0 = 1 oldugundan, cosz fonksiyonun [0, 2]
araliginda en az bir sifir yeri vardir. Diger yandan 0 < x <2 ve n > 0 i¢in

1 22
(dn+1)!  (4n+ 3)!

: 1 an 4n+1
Slnx_7§)<(4n+1)!_(4n+3)!> > 0.

Dolaysiyla, (0, 2] arahginda cos’ x = —sinz < 0 oldugu i¢in cos x fonksiyonu
[0, 2] araliginda kesin azalandir. Béylece, cos x fonksiyonunun [0 2] araliginda
bir tek sifir yeri vardir; bunu 7§ ile gosterecegiz. Elbette sin § =1 .

>0

Teorem 1.7.2(iii) ten yararlanarak bilinen bagintilar kanltlanlr. Herz € C
icin

m 71' . . T .
COS Z+§ :COSZCOS§—SIHZSIH§:—Sll’lz,

. ™ . ™ LT
sin z+§ :s1nzcos§+cosz$n§:cosz.

Buradan cosm = cos (% + %) = —sin § = —1, benzer bigimde sinm = 0
ve ardindan cos2m = cos(m + m) = coswecosm — sinwsinT = 1 ve benzer
bigimde sin 27 = 0 elde edilir. Sonunda bunlardan agagidaki denklem elde
edilir:

cos(z + 2m) = cosz ve sin(z 4 27) =sinz. (1.35)
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Tanim 1.7.4 A, B C C ve a € C igin

At+tB:={atbla€ Avebe B},
AB :={abla € A vebe B},
aB:={ab|be B},

a+B:={a+b|be B}.

Onerme 1.7.5 (1) cos ve sin fonksiyonlarimn ikisinin de dongiler kii-
mesi 2w dir.

(ii) Vz,w € C ig¢in
=1 < 2ec2mZ ve e =¥ — z—w € 2mZ.

(iii) cosz =0 <= z€ §+nZ vesinz =0 <= z € 7.

Kanit. (i) (1.35)’ten dolay1 27 sayisi cos ve sin fonksiyonlarimn bir dén-
giistidiir. Her z € C igin sin(F + z) = cosz oldugundan, cos ve sin fonksi-
yonlarimin dongiileri aymidir. p € C ve her z € C i¢in sin(z + p) = sinz ve
cos(z + p) = cos z olsun. Buradan z = 0 ile

1, , . .
0 =sin0 =sinp = % (e —e ) <= e =€ P, (x)

1
1 ) . % .
1=cos0=cosp= 5 (e“”%—e‘”’) ﬁ—éy et — 1.

Simdi a,b € R olmak iizere, p = a + b olsun.

1 =¢?=eb" = ¢ cosa+isina) <=

b=0, cosa=1, sina=0, p=a€R.

Dolayisiyla, cos z ve sin z fonksiyonlarinin tiim doéngiileri reeldir. 27 bu fonk-
siyonlarin bir pozitif dongiisiidiir. Fonksiyonlarimiz siirekli olduklarindan,
dongiilerinin y1gilma noktalar1 da bir déngiidiir. Ote yandan Teorem 1.6.8’den
dolay1, 0 sayis1 pozitif dongiilerimizin bir yigilma noktasi olamaz. Boylelikle,
bir en kiiciik p > 0 doéngiimiiz vardir. Bu durumda, 0 < p < 27 olur.
n := [27/p] olsun.'® 2 — [27/p]p de bir déngiidiir ve [27/p] bir dogal say1
degilse, 0 < 27 — [27/p]p < p esitsizligi p'nin minimalligi ile geligir. Do-
laywsiyla, n € N* olur. n = 1, dolaysiyla w = 27 oldugunu savunuyoruz.
Varsayalim ki n > 1 olsun. n = 2 olsaydi bu, p = 7’nin bir dongii olmasi

18Bir ¢ € R gercel sayisi icin [x] ile n < z kogulunu saglayan en biiyiik tam say1 gosterilir;
buna Gauss gosterimi denir.



1.7. TEMEL FONKSIYONLAR 79

demek olurdu ki, o da sin(x + 7) = —sinx ile geligir. O halde n > 3 ol-
malidir. Bu durumda ise 0 < p < 27/3 olur ki, boylelikle sinp = 0 ile bir
geligkiye ulagiriz, zira biz sin x fonksiyonunun (0, 2{] araliginda bir sifir yeri
olmadigini biliyoruz. Béylece n = 1 ve p = 27 olur.

(ii) z € 2miZ ise e = 1 oldugu apagiktir. z = x + iy olmak tizere, e* = 1
olsun. 1 = |e*| = !exeiy‘ =e” ‘eiy‘ = e® oldugundan, x = 0 olur. Dolayisiyla,
1 =e* =e%¥W = cosy+isiny ve sonug olarak cosy = 1 ve siny = 0 olmalidir.
Boylece y € 277 ve z € i2nZ olur.

ef=e" <= efeT =1 <= V=1 < z—w e 2mil.

(iii) ise (1.34) kullanilarak benzer bigimde kanitlanir. [ |

Uyar:: Vo € R icin cosz,sinz € R ve cos?z + sin? z = 1 oldugundan,
her z € R i¢in |cosz| < 1 ve [sinz| < 1. Buna kargin y € R olmak iizere,
cosiy = 3 (e +e ™) = 1 (e7¥ + e¥) oldugundan, lim,_, 1, cosiy = +o0
elde edilir. Dolayisiyla, cos ve benzer bigimde sin fonksiyonlar1 C’de sinirh
degildir. Bu bir rastlant:1 degildir. C’de holomorf fonksiyonlara tam fonksi-
yonlar denir. Ileride sinarle tam fonksiyonlarn sabit oldugunu kanitlayaca-
g1z. cos ve benzer bigimde sin tam fonksiyonlar1 sabit olmadiklarindan sinirl
olamazlar.

Diger trigonometrik fonksiyonlar benzer bigimde tanimlanirlar, 6rnegin

COS 2z

sin z
z € C\(E + Z) igin tanz := ve z € C\Zr igin cothz := —
2 COos 2 sin z

olarak tanimlanirlar. Her iki fonksiyonda tanim bélgelerinde holomorfturlar.
Hiperbolik fonksiyonlar da gercel analizdeki gibi tanimlamrlar. Ornegin her
z € C i¢in:

(ez — efz) )

N | =

cosh z := % (e*+€e7%), sinhz:=

Agikga cosh,sinh € H(C). Komplekste trigonometrik ve hiperbolik fonk-
siyonlarin siki bicimde kenetlendiklerini goriirtiz. Her seyden 6nce cosh ve
sinh dongiileri 2miZ olan dongiilii fonksiyonlardir. z = x + iy olmak tizere,
kanitlarimi problem olarak biraktigimiz agagidaki 6zdeslikler gecerlidir:

cosh z = cosiz, isinhz = siniz,
sin z = sinx cosh y + i cos x sinh y, (1.36)
cos z = cosx coshy — isinx sinhy, (1.37)
sinh(z + w) = sinh z cosh w + cosh z sinh w,

cosh(z + w) = cosh z cosh w + sinh z sinh w.
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1.7.2 Argiiman, Logaritma ve Yonlenmis Acilar

Bu altkisimda bir yandan exp fonksiyonun bazi kismi ters fonksiyonlarini
inceleyecek, diger yandan agilari, geometriye bagvurmadan, aritmetik olarak
tanmimlayacagiz. Geometride agilar baglangic noktalar: ayni olan yaridogru-
lar i¢gin tanimlanan bir kavramdir. Biz, énce bunlarin aritmetik tanimini ve-
rip sonra aralarinda yonlenmis acilari tanimlayacagiz. Ayrica, bu altkisimda
arg, log gibi kiime degerli fonksiyonlarla karsilagacagiz. Ilke olarak kiime
degerli fonksiyonlar1 koyu yazacagiz. h : X — P*(Y) kiime degerli bir fonk-
siyon ve U C X ise, her x € U igin g(x) € h(x) kogulunu saglayan g : U — Y
fonksiyonlarina h'nin U {izerideki dallar1 denir. Kisim 1.9’da analitik dallar
yakindan inceleyecegiz. Son olarak sunu belirtelim: f : X — Y orten, ancak
birebir degilse f~!: Y — P*(X) kiime degerlidir.

Lemma 1.7.6 Her z € C* igin tek olarak belirli bir ¢ € (—m, 7] ile z =
|z|€"P. Béylece r = |z| olmak tizere, z = (r cos p, rsing) saglanar.

Kanit. z € C* ve w := ﬁ = a+ib olsun. Dolayisiyla, a®+b? = |w|? = 1 olur.

Oyleyse —1 < a < 1 olur. cos fonksiyonu [0, 7] araligimda kesin azalan ve
cos0 = 1, cosm = —1 oldugundan, tek olarak belirli bir § € [0, 7] ile a = cos 6
olur. Eger a®> = 1 ise b = 0 olur; bu durumda a = 1 ise § = 0, a = —1 ise
0 = 7 olur ve ¢ = 6 aranan degerdir. Eger a® < 1 ise zorunlu olarak
0 < 6 < 7 olur. Diger yandan, sin?@ = 1 — cos?6 = b? olur. Dolayisiyla,
b = +£sinf olur. b = sinf ise w = cosf + isinf olur. Bu durumda ¢ = 6
alinz. Eger b = —sin @ ise, bu kez —7m < —0 < 0 ve ¢ = —0 ile

a4+ ib = cos@ — isin@ = cos(—0) + isin(—0) = cosp + isinp = '?

elde ederiz. Sonug olarak z = |z|e®. [ |

Onsav 1.7.6'nin kanitindan goriilecegi gibi, onsavda gecen ¢, ne cos ne
de sin fonksiyonu ile tek bagina belirli degildir.

Tanim 1.7.7 z € C* i¢in z = |z|e’¥ kosulunu saglayan tek olarak belirli
¢ € (—m, x| saysina z saysian asil argimany denir ve bu Argz = ¢
olarak gosterilir.

argz := Argz + 277

kiimesine ise z’nin argimanlar kiimest denir.
arg : C* — P*(R) ve argz = {# € R|z = |z|e?’} oldugu kolayca

goriilir.

Not 1.7.8 Onsav 1.7.6'da (—n, 7] yerine [—, 7) de alabilirdik. Daha fazlas:
da gecerlidir. o € R sayis1 keyfi verilsin. cos ve sin fonksiyonlar: 27 déngiilii



1.7. TEMEL FONKSIYONLAR 81

—z=(—z,—y) w = (z,~y)

Sekil 1.5

olduklarindan, her z € C* i¢in tek olarak belirli ¢ € (a,a + 27| ve tek
olarak belirli € [o, o + 27) ile é = €% = ¢ olur. Her z € C* igin
z = |z|e* kosulunu saglayan tek olarak belirli ¢ € (o, o+ 27| sayisimi arg,, 2
ile gosterecegiz. Boylece

arg, : C* — (o, o + 2.

Ayrica, Arg = arg_ .. A

z € C* igin Sekil 1.5’in sagindaki ¢izimden

arctan ¥ x>0
Argz = Arg(z +iy) = qarctan Y +7 <0,y >0
arctanZ — 7 <0,y <0

oldugu goriiliir. Ornegin z = v/3+i ve w = v/3—i icin Rez > 0 ve Rew > 0

oldugundan, Argz = arctan% = § ve Argw = arctan :/—% = —¢- Ayrica,
Re(—w) < 0, Im(—w) > 0 oldugundan, Arg(—w) = arctan %\/g—kﬂ =—5+T
ve Re(—z) < 0, Im(—2) < 0 saglandigindan, Arg(—z) = arctan :—\}g -7 =
% —m olur. Béylece 6rnegin arg(v/3+1) = & +2nZ ve arg(—v3+i) = =% +
7 + 2rZ olur. Ustteki esitlikten, Arg fonksiyonunun C_,’de C*® siifindan
oldugunu da gorebiliriz!?.

a,b € R ve a < b olmak iizere, S := {z € C|a < Imz < b} kiimesine
bir yatay sgerit denir. Her o € R igin

Sp 1= 8% —fr tiye Cla <y < a+2r},
do = {pe'® |0 < p < 400}, Cq := C\dy

¥leride, Arg fonksiyonunun C_,’de holomorf bir fonksiyonun sanal kismi olmasmdan
da bunun bd&yle oldugunu goérecegiz. Bu fonksiyon, bir sonraki teoremde verilendir.



82 KOMPLEKS ANALIiZ I

o+ 2T C df(’ ’
””””””””””” exp, « o
S .
,,,,,,,,,,,,,,,,,,, — ,
o log,, ’

Sekil 1.6: Ussel fonksiyonun davranisi ve Cq, Sy, da.
olsun. Boylece C_, = C\d_ = C\(—o0, 0] olur.
Her z igin exp z # 0 ve exp(C) = C* oldugu kolayca goriiliir.
logz:=exp '(z) ={weCle¥ =expw = 2}, 2z € C*,

Tanim 1.9.1°de verilen tiirden bir ¢ok degerli fonksiyondur ve buna logarit-
malar fonksiyonu diyelim. Onerme 1.7.5(ii)’den dolay1

expw = eV =z <= exp 1(z) =logz = w +i27Z.
Dolayisiyla, w sayisi €6 = z denkleminin bir ¢oziimii ise, tiim diger coziimler
w + 2miZ sayilanidir. ¢ = Arg z ile z = |z]e'? olacagindan, w = u + iv olarak
yazilirsa e = z denklemi e“e® = |z|e?? denklemine doniigiir. Bu ise e% = |z|
ve €V = €'? denklemlerine, dolayisiyla v = In|z| ve v € ¢ + 27Z’ye denktir.
Béylece z = |z]e?? ve ¢ = Arg z icin
=z <= weln|z|+iArgz+i2nZ =In|z| +iargz

olur. Boylece, her z € C* igin

logz=In|z|+iargz (1.38)
olur. exp,, := exp |S, olsun.

exp,, : Sq — Cqu, exp,(z) =In|z| +iarg,(2)

fonksiyonu (1.7.5)(ii) ve Not 1.7.8’den dolay1 birebir iizerinedir. zy € C iginse
Sa,zo = 20 + Sa, dazy = 20 + do ve Cqzy = 20 + C, olsunlar, dd. w =
©(z) 1= 20 + z olmak iizere, o, = ©(Sa), da,z = ©(da) ve Cq , = ©(Cq)
olsun. ¢ ve ¥(w) := ¢~ (w) = w — 2y fonksiyonlar1 kompleks tiirevlenebilir
ve 1'(w) = 1 saglanir.
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Teorem 1.7.9 Her a € R igin log, = exp,' : C, — S, fonksiyonu
turevlenebilir ve

log, z = In|z| +iarg,(z), z € C,.

Kanzit. exp fonksiyonu Teorem 1.6.3’ten dolay1 C’de her dereceden tiirevlere
sahiptir. Ayrica, her z € C igin exp/(z) = exp(z) # 0 oldugundan, exp, €
C'(C,) saglanir. Ote yandan Onerme 1.2.19’dan log,, kompleks tiirevlenebilir
ve w = log, (z), dolaysiyla z = exp, (w) olmak iizere,

logh(z) = —— =+ 1
Bl = pl(w)  expa(w) 2

olur. Her z € C, i¢in log,(z) € logz. oldugundan, log, fonksiyonu C,’de
logaritmanin tiirevlenebilir bir dalidir (bkz. Tanim 1.9.1).
Her z € C,, i¢in tek olarak belirli bir ¢ € (a, v 4 27) ile

w=log,(2) = u+ip < z=E,(w) = c"e"¥

olur. Buradan |z| = e*, dolayisiyla u = In|z| ve ¢ = arg,(z) olur. [ |

Teoremimizin bir sonucu olarak C,’da holomorf bir fonksiyonunun sanal
kismi olarak arg,, fonksiyonu C,’da Ct smifindandir. Eq 4, (2) := Eq(2 — 20)

ve log, , (z) = log,(z — z0) olmak iizere, E, ;, fonksiyonu S, ¢, seridini
1

biholomorf sekilde C, ., ye resmeder ve % 108 0,2 (%) = 325

Tanim 1.7.10 log_, : C_ = S_, fonksiyonuna asil logaritma fonksi-
yonu veya logaritmanin anadaly denir ve biz log_.. yerine Log yazacagiz

Bu tamimlarla toparlarsak, her z € C* i¢in

logz=1In|z| +iargz

=In|z| +iArgz + i27Z = Log z + i27Z,
argz = Arg z + 2nZ,

Jp eR(z=|z|e¥ = argz = p+21Z),

2=z = Vm € Z: 2" = |z|™e™?.
Ozellikle?”

(cosp +ising)™ = cosmp +isinmp (De Moivre formiilii). (1.39)

20De Moivre Formiilii’'nii trigonometriye bagvurmadan kolayca elde ettik.
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Onerme 1.7.11 Her z,w € C i¢in
(a) arg(zw) = arg z + argw,
(b) arg(Z) = argz — argw,
(c) arg(z~1) = —arg 2.

(d) log(zw) = log z + log w,

(e) log Z = log z — log w,

(f) logz=! = —log 2.

Kanit. Apacik. |

Not 1.7.12 A C C igin A+ A = 2A olmasi gerekmez! Bu nedenle, her
ne kadar arg(z?) = argz + argz ise de arg(z?) = 2argz olmas! gerek-
mez! Diger yandan, Onerme 1.7.11°de verilen denklemlerin Arg veya arg’in
herhangi bir dali icin dogru olmasi gerekmez. Ornegin okur z = €'5™ ve
w = €'57 igin kolayca Arg(zw) # Arg z 4+ Argw oldugunu goriir. Her ne ka-
dar log(z?) = log z+log z ise de log(2?) = 2log z olmasi gerekmez! Ornegin
logi = Inl+ i 4 i2nZ = i(5 + 27Z) oldugundan, i%,i(5 + 27) € logi,
dolayisiyla bunlarin toplami i (7 + 27) € logi + logi = log(i?). Ancak
i(m+2m) ¢ 2i(3+2nZ) = 2log i. Boylece 2log i & log(i?). Onermemizdeki
esitliklerin, arg’da oldugu gibi, log’un dallar1 i¢in gegerli olmasi gerekmez.
A

Simdi biraz C’nin geometrisine bakalim?!.

Teorem 1.7.13 C’nin esuzakly (izometrik) donisimleri, a € C ve u € S
olmak tizere,

f(z) =uz+a ve f(z)=uz+a
dondistumleridir.

Kanit. Teoremde ileri siiriilen doniigiimler esuzakl déniigiimlerdir.
Simdi f : C — C esuzakli olsun. Bu durumda |f(1) — f(0)| =1 —-0| =1
oldugundan,

z — f(0)
9(2) == ————=
=0 50
fonksiyonu da esuzakhdir. h := g o f doniigiimii, iki esuzakli doniiglimiin

birlesimi olarak esuzaklidir ve h(0) = 0, h(1) = 1 gegerlidir. Ayrica, |h(z)|> =
|h(z) — h(0)|*> = |z — 0> = |2|? ve benzer bicimde |h(z) — 1> = |z — 1|?
egitliklerinden Reh(z) = Rez elde edilir. Bunlar ve h'nin esuzaklihgindan

21Okurun s. 421’ye gozatmas: yararhdir.
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ya h(i) = ¢ yada h(i) = —i olur. Her z = x4y i¢in bir yandan h(z) = x+iv,
diger yandan |h(z)|? = |2|? ile v = +y elde edilir. Boylece h(z) = = + iy
olur. Buradan h(i) =i ise, h(z) = v +iy = 2z ve h(z) = z — iy = Z oldugunu
gérmeyi okura birakiyoruz. Veya ayni sonuca agagidaki gibi de ulasgiriz:

C = R?¥'deki bir esuzakli doniisiim, bir dogru iizerinde bulunmayan iic
farkli noktada aldigi degerlerle tek olarak belirlidir. Simdi C’de Id ve Id
doniigtimleri eguzakl dontigimlerdir. Eger h(i) = i ise, h ile Id fonksiyonlar:
0,1 ve i’de aymi degeri aldiklar icin h = Id, eger h(i) = —i ise, h ile Id
fonksiyonlar1 0,1 ve i’de aym degeri aldiklar icin A = Id olur. Bu ise, u =
f(1) = f(0) ve Ju| =1 ile ilk durumda f(z) = uz + f(0), ikinci durumda ise
f(z) = uz + f(0) fonksiyonunu verir. |

Kh(C) :={f:C— C| f(z) =uz+a, u €S, a € C} kiimesinin 6gelerine
kat1 hareketler denir??. Bunlar C'nin esuzakli grubunun bir altgrubunu
olugtururlar. Kompleks analizde énemli olan bu altgruptur; az sonra tanim-
layacagimiz ve kompleks analizin 6nemli kavramlarindan biri olan yonlenmis
acilar bu altgrubun degismezleridir.

a,b € C ve b # 0 olmak tizere,

L(a,b) ={a+bt|te€[0,4+00)}

kiimesine basglangic noktasi a olan b yoniindeki yaridogru denir. Bir o € R
ile b = ' ise, L(0, ') = d,, olur. p > 0 reel say1 olmak iizere, p- [0, +00) =
[0, +00) oldugundan, L(a,b) = L(a,pb) olur. Ozel olarak p = |b|~! seger-
sek ve u := |b|7'b dersek, L(a,b) = L(a,u) olur. L(a,b) yaridogrusunun
a baglangi¢ noktasini merkez kabul eden her cember yaridogrumuzu bir tek
noktada keserken, yaridogrunun diger noktalarini merkez kabul eden ¢ember-
ler, yarigaplar1 yeterince kiigiik secildiginde yaridogrumuzu iki farkli noktada
keser??. Bu 6zellikle yaridogrularin baglangic noktalar: tek olarak belirlen-
migtir. Simdi |u;| = |ug| = 1 olmak tizere, L(ay,, uy,) yaridogrular: verilsinler.

L(ay,u1) = L(ag,u2) <= a1 = ag ve u; = uz

oldugunu savunuyoruz. Sag yan dogruysa, sol yan da dogrudur.

Simdi sol yan dogru olsun. a; # as olsaydi as-merkezli yeterince kiigiik
gemberler L(ay,u1)’i, dolaysiyla L(ag,us2)’yi iki farkh noktada keser. Bu
ise, az'nin L(az, us)'nin baglangic noktas: olmasiyla celisir. Oyleyse, a1 = as
olur. Bu ortak degere a dersek, a + u; € L(a,u1). Boylece, bir ¢t > 0 ile
a+uy = a+tuy ve u; = tuy elde ederiz. Buradan ise 1 = |u;| = t|ug| =t ve
sonucta u; = w9 olur.

22Rigid motion
22Bu 6zellik cember kavramu kullamilmadan da anlatilabilir. Her » > 0 sayisi icin yari-
dogrumuzun a noktasina uzakligi r olan bir tek noktas1 vardir vs.
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(L(a, z), L(a,w)) swral ikisine bir yonlenmis ag1 diyecek ve ona kati
hareketlere gore bir sayisal degismez karsilik getirecegiz.

Tanim 1.7.14 Baslangi¢ noktalar: ayni olan L(a, z) ve L(a,w) i¢in
w
<[(L(aa Z)a L(aa w)) ‘= arg—
z

degerlerine L(a, z) 'den L(a,w) 'ye yonlenmis aginin sayisal degerleri denir
ve
w
F(z,w) := 4(L(0, 2), L(0,w)) = arg—

olarak tanimlanar.

Her seyden once
z w
{(L(avw)7L(a’ Z)) =arg — = —arg— = *{(L(CL,Z),L(CL,U))).
w z

Diger yandan, kutupsal koordinatlarda kullandigimiz ¢ sayilari, <(1, z) nin
degerlerinden bagkalar1 degildirler. Her p > 0 sayisi ve her z € C* igin
arg pz = arg z oldugundan, < (z,w) = <I(§, hwv—') olur. Dolayisiyla, uy,us €
S olmak tizere, < (u1,uz2) agilarima yakindan bakmak yeterlidir. v : R — S
déniigiimii y(¢) = e doniisiimii olsun. ¢ monoton arttiginda L(0, e*) yari-
dogrusu saatin ters yoniinde déner ve e® noktas: S iizerinde gezinir; ¢ mono-
ton azaldiginda ise bu 1s1n saat yoniinde déner. Simdi t1,t2 € R noktalarini,
t1 <t ve ug, = e''* olacak bicimde secelim; bu secimi sonsuz degisik bicimde
yapabilecegimizi biliyoruz. Bu durumda,

i(ta—t1) e’z

U2
eit1 = arg ’U,il = <):(U1, u?)

to — 11 € arge = arg
olur. Boylece ¥ (uj,ug) = to — t1 + 27w7Z. Ayni zamanda ~|[t;, t2] gezisinin
uzunlugu fttf |Y'(t)|dt = ta — t; olur (bkz. (2.2.10)(ii)).?* Simdi bir m € Z
sayisini yeterince biiyiik segip to < t3 := t; + 2mm olmasimi saglarsak, u; =
e's olacagindan,

I(ug,u1) =ty —to+27Z = —(to — t1) + 2mn + 272 = —(ta — t1) + 277

—_ ™

olur. Ornegin A(expif,expiy) = § + 27Z iken J(expif,expif) = =5 +
27Z; burada ty = 7, ta = § ve t3 = 7 + 27 alinmugtar.

My ]0,27] = S, y(t) = €™ gezisi S'yi bir kez turladigindan, birim gemberin uzunlugu
0% |[v/(t)|dt = 27 olur. Béylece m sayisinin bir gemberin uzunlugu ile iligkisi kurulmus
olur.
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27/8 &

€4

€6

Sekil 1.7: €8 = 1’in kokleri, birim kokler.

Simdi L(a,u1), L(a,us) yaridogrular ve f(z) = uz+c kat1 hareketi veril-
sin. b = ua + ¢ olmak tizere, f doniigiimi, L(a,uy) yaridogrularimi baglangig
noktalar1 b olan L(b, uu) yaridogrularina resmeder ve agikga

uu u9

I (L(b,uuy), L(b,uug)) = arg — = arg — = < (L(a, u1), L(a, uz)).
uuq (75}

Simdi I, = L(a,uy) ve I} = L(a*, u}) olmak tizere, %(I1,l2) = % (I},13)
olsun. Bu durumda, tek olarak belirli bir f kat1 hareketi ile f(a) = a*
ve f(lg) = I} oldugunu savunuyoruz. ug,uj € S olarak segilmis olsunlar.
g(t) := a + tuy kat1 hareketi lp := L(0,1)’1 l;’e g(0) = a olacak bigimde
resmeder ve bu 6zellikle tektir. Benzer bi¢imde ¢*(t) = a* +tuj kat1 hareketi
lo yaridogrusunu [j’e g*(0) = a* olacak bicimde resmeden tek harekettir.
f :=¢* o g~! aranan kat1 harekettir.2’

1.7.3 Kompleks Usler

n € N* i¢in u, : C — C fonksiyonu, her z € C igin u,(z) := 2" olarak
tanimlansin. u,, fonksiyonuna n. iis fonksiyonu diyelim. u,(z) = 2" =1 ve
un(z) = 2" = w (w € C) denklemlerini inceleyelim:

ZTiim bu irdelemeler ashinda sunu gosteriyor: Diizlemde baglangic noktalar: ayni olan
yaridogrularm (l1,l2) swral ikililerinin—bunlara yonlenmis kogeler diyebiliriz— kiimesini
K ile gosterelim. Kosgelerin baglangig noktalarinin ayni olmas: gerekmez. Bir f kati hare-
keti ile (I7,15) = (f(lh), f(I2)) ise, (I1,15) ~ (l1,l2) olarak tanimlarsak, ~ bagmtis1 K’de
bir denklik bagintisidir. Yonlenmis agilar bu bagintiya gore denklik simiflar1 olarak tanim-
lanabilir.
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"ol = r=enk k=0,1,...,n— 1. (1.40)

2" = 1 denkleminin tam n farkli ¢oziimii vardir; £ := e olmak iizere, bu
kokler

1757"'75’”_1

kompleks sayilaridir.
0 #w = pe¥, 4 € (0,27] olmak iizere, kolayca

M=w = 2= YpeGHRR) k=0,1,...,n—1 (1.41)

oldugu goriiliir?6. ¢ :=e'n ve 5 := ¢/pe'n olmak iizere, ¢oziimlerimiz

n,n€,mé2, .. gt

sayilaridir. Bunlarin her birine w sayisimin bir n. kokii olarak bakabiliriz.
Bu durumda, n > 1 i¢in u,! dar anlamda bir fonksiyon degildir; u;l 1.C—
P*(C). Yine de uyl’ ye n. kok fonksiyonu diyecegiz. O halde u,1(0) = {0}
ve her w # 0 iginse ug ! (w) kumes& n Ogelidir. Gorsel benzerligi saglamak icin
u, (w) yerine {Yw veya w yazmay1 yegleyecegiz?”. Dolayisiyla, w sayisinin
%. giicii s6z konusu oldugunda bu bir say1 degil bir kiimedir. Béylece w # 0
i¢in yukaridaki hesaplamamiza gore

upt(w) = Yw = wr = {06, n€% . g
olacaktir. Her A C C igin
A= {e%]a € A}
olsun. Diger yandan, 1 = Argw olmak tizere,

6% logw __ {e%(lnp-i-i("/)-&-?ﬂ'k)) | ke Z} = {{l/ﬁe%i(w—i_%rk) “{3 S Z},

2k

en 108w — {u/5eii e |k e 2} = {n, €, ..., nen 1) (1.42)

(1.41) ve (1.42) formiilleri argiimanl sectigimiz araliktan bagimsizdir. Bu

L Jogw

denklemlerden gikardigimiz wrn = en esitligi agagidaki tanima 11k tu-

tar:

26Burada herhangi bir (a0, @ + 27] araligindan yola gikilabilir, sonug degismez.

1 1
Twn gosteriminde w’nin koyu yazildigina dikkat ediniz. Bunun yerine w[ﬁ] gosterimi

de kullamilmaktadir.
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Tanim 1.7.15 Her 0 # z € C ve her w € C i¢in
Z¥ — W logz _ 6w(Log 242miZ) _ {ew Logzei%rwk ‘ ke Z}

Wye z’nin w. glclerinin kimesi denir. z*’nin C_,’de holomorf olan
e®Logz dolma 2% nin anadaly denir ve absildik bigimde 2 ile gosterilir.

Ozellikle /z = z7 'nin anadali aligildik bigimde

1 Argz
2n = /2= exp(— Logz Vl|zlet

ile gosterilir. Ayrica, (1.40) ile uyum iginde £ = exp( %) olmak fizere,

1n = Y1 = en 081 = n2miZ — {l,ei%ﬂ, . ,ei%("_l)} ={1,¢,...," 1)

zLoge _ ez(lne+0)

Son bir not: e*’nin anadali e = e* = exp z olur.

Teorem 1.7.16 z € C* keyft verilsin.
(i) Vm e Z:z™ = {z"}.

(it) p,q € Z,q € N* ve m,...,n4 ise, wl = z denkleminin farkl kokleri
olmak tizere, % € Q i¢in

P
A

= {771,...,7751j )
(i1i) Her w € C\Q i¢in z sayuabilir sonsuz bir kimedir.
Kanit. (i) m € Z olsun.

zm — m(ln\z|+i arg z)

— zmemQMZ {Zmem27rzk | ke Z} {Zm}

mln\z| mz(Argz+27rZ) m zmArgz m2miZ

=e = |2|

(i) ¥ 6 (0,27] ve 1 € argz olmak iizere, argz = 1 + 27Z. Simdi
= {|zle % ve £ = s olmak lizere,

P 4 o i ipl 4B i YN\P 2m
70 — 6q(1n|z\+zw+z2ﬂ'Z) — cq ln\z|ezpq 6zq27rZ _ ( q |Z’€Zq> P Z

= {P€ P ()P, ..nP (€0} = {nf,... 0}, o= g

Elbette n; sayilar1 w? = z denkleminin tiim farkh kokleridir.

(iii) z* = e*1982 sonlu olsun. Bu durumda, a, b € log z sayilar1 e%® = e
olacak bicimde vardir. Buradan e*(@=% = 1, dolayisiyla w(a—>b) € 2miZ elde
edilir. Bir p € Z ile w(a —b) = 27wip. Diger yandan, a,b € log z oldugundan,
bir ¢ € Z ile a — b = 2mwiq. Bbylece bir 6nceki denklemle w2mwiq = 2mwip,

wb



90 KOMPLEKS ANALIiZ I

buradan da w = p/q € Q elde edilir. Teoremimizin (ii) sav1 ile birlikte su
sav1 elde ederiz: z% 'nin sonlu olmas igin gerek ve yeter kosul w € Q olma-
stder. Diger yandan, log z sayilabilir oldugundan, tanim geregi z* en fazla
saylabilir sonsuzdur. Dolayisiyla, her w € C\Q i¢in z* sayilabilir sonsuzdur.

|

VYa €R VYw € C Vz € Cq tgp(2) := ¥108a? (1.43)

ile tanimlanan ., fonksiyonu iki holomorf fonksiyonun bilesimi olarak ho-
lomorftur.
duayw(z) _ wlog, z d(w 10ga Z) _ wlog, z w wlog,, z w
— - —¢ e —_ L = e L— = e .
dz dz z eloga
(w=1)log, z _ Wiy 1 (Z)

= we

Dolayisiyla, log : U — C logaritmanin herhangi bir tiirevlenebilir dal ise,

U’da yalin olarak z% = @082 ye zw—1 = e(w=1)logz glimak {izere,
d _
W 1
dz

yazacagiz; esitligin iki yaninda da logaritmanin ayn: dale kullanilacaktir.

Ornek 1.7.17. (1) i* = et (52 — {67(%+2kﬂ') | k € Z}. Beklenmeyen veya sagirtici bir
bicimde sanal i’nin sanal ¢ giiglerinin her biri gergel sayilardir.

(2)vV-1= (—1)% = 2 272) {e'2e™ |k € Z} = {i,—i}. Bu nedenle, (—1)2'yi,
yani /—1’i v/—1'den &zenle ayiracagiz. /—1’den /—1 kiimesinin &gelerinden birini, 4
olani anliyoruz, dd. yaygin kullanimla /—1 = i anlagilacaktir.

(3) Vz € C* 2° =ello8” = {1}.

Problemler
Problem 1.7.1 ¢ 'nin gergel ve sanal kisimlarmi bulunuz.

Problem 1.7.2 cosz = %—&—2& ve cos z = 4 denklemlerinin tiim ¢éztimlerini
bulunuz.

Problem 1.7.3 sinz = 11 denkleminin tiim ¢6ziimlerini bulunuz.

Problem 1.7.4 e*™ cos(2 + i) ve sin(1 +i)’yi @ + ib (a,b € R) bigiminde
ifade ediniz.

Problem 1.7.5 Asagida tanimlanan

1+4 1—¢* 2t
u:R— S\{-1}, u(t):zl—it:1+t2+ll+t2
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fonksiyonunun bir tamesleme oldugunu kanitlayiniz.

Problem 1.7.6 exp fonksiyonu altinda S, = {z € C|a < Rez < b} ve
S@b = > € C|a < Imz < b} seritleri ile D, dairelerinin resimlerini bulunuz.

Problem 1.7.7 0 < ¢ < w ve a € R olmak iizere, R. = [a—¢,a+¢] X [—¢, €]
karesinin exp altinda resmini bulunuz lim.\ o Va(exp(R:))/V2(R.) limitini
bulunuz.

Problem 1.7.8 a,b € R, ve a # 0 olmak iizere, y = ax + b dogrusunun exp
altindaki resmini bulunuz.

Problem 1.7.9 f : C* — C* doniigsimi f(z) := % olarak tanimlansin.
f(D*) = C*\D, f(C*\D) = D* ve f(S) =S oldugunu gdsteriniz.

Problem 1.7.10 K cismi R veya C’yi gostermek iizere, B C K acik ve

baglantili olsun. f : B — K tiirevlenebilir ve bir ¢ € K ile f’ = cf ise, her

€,a € Bicin f(€) = f(a)e e oldugunu gosteriniz.

Problem 1.7.11 exp fonksiyonunun her z,w € C i¢in f(z4+w) = f(2)f(w)

ve f(0) =1 ve her z igin f'(2) = f(z) kogulunu saglayan C’de holomorf tek

fonksiyon oldugunu kanitlayiniz.

Problem 1.7.12 T,(z) = Y_j_, ;2" olmak iizere, her > 0 i¢in bir n, € N

sayist, her n > n, i¢gin T;,’nin tiim kokleri C\ D, de olacak bi¢imde buluna-

bilir; gosteriniz.

Problem 1.7.13 Her n € N ve her z € C igin

-
k!

ve dolayisiyla, her z € C igin

n

» 1
< o= 3 ek

k=0

< |Z|n+le|z\

e — 1| <

el*l — 1‘ < Jzle
oldugunu gosteriniz.
Problem 1.7.14 Hangi 0 € [0, 27) sayilar1 igin lim,_, 4 e limiti vardir?

Problem 1.7.15 Her n € N* i¢in Re(2") > 0 ise, z € R ve z > 0 oldugunu
gosteriniz.



92 KOMPLEKS ANALIiZ I

Problem 1.7.16 Tim stirekli f : (R,4+) — (S,+) grup yapidoniigtimlerini
bulunuz. Problem 1.7.10’dan yararlanabilirsiniz.

Problem 1.7.17 ¢ :[0,1] — C siirekli ve ¢(0) = (1) olsun. Bu durumda,
bir siirekli ® : S — C doniigiimiiniin, her ¢ € [0, 1] igin ®(e??™) = (t) olacak
bicimde bulunabilecegini gosteriniz.?8

Problem 1.7.18 Asagidaki 6zdeglikleri kamitlayimiz: z = x + 4y igin

cosh z = cosiz, isinhz = siniz,
sin z = sinx coshy + i cos x sinh y,
cos z = cos x cosh y — ¢ sin x sinh y,
sinh(z 4+ w) = sinh z cosh w + cosh z sinh w,

cosh(z + w) = cosh z cosh w + sinh z sinh w.

Problem 1.7.19 Asagidaki egitlikleri kamitlayiniz: z = x + iy igin
| cos z|? = cos® z 4 sinh? y = cosh? y — sin’

| sin z|? = sinh?y + sin? 2 = cosh? y — cos? z.

oldugunu gosteriniz. Bu denklemler {izerinden yola g¢ikarak cos ve sin fonk-
siyonlariin sifir yerleri ve dongiilerini yeniden tartisiniz.

Problem 1.7.20 cosh z ve sinh 2z fonksiyonlarin sifir yerlerini ve déngiilerini
bulunuz.

Problem 1.7.21 Her z =z 4 iy € C igin

% |e¥ —e7¥| < [sinz| < % e¥ +e7Y|

1 1
5 ’ey - e_y| < |cosz| < 3 ‘ey +e Y|,
dolayisiyla y — oo igin |sin z| ~ %e'y‘ ve |cos z| ~ %e‘m oldugunu gosteriniz.

Problem 1.7.22 sin2z ve tan z’nin gercel ve sanal kisimlarini bulunuz.

Problem 1.7.23 0<yo € R vel = [-F, 7] x {yo} ise, sinl'nin bir yarim
elips oldugunu gosteriniz.

25, ileride gorecegimiz anlamda, C’de bir kapal gezidir. Bu problem C’deki kapal
gezileri siirekli ® : S — C doniisiimleri olarak da tanimlayabilecegimizi sOyler.
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Problem 1.7.24 cos|Sy /2 : Sor/2 = CT\[1,+00) fonksiyonunun biholo-
morf oldugunu gosteriniz.

Problem 1.7.25 )’ ., “J% serisinin R’de diizgiin yakinsak oldugunu,
ancak ) - “>7% serisinin C’de noktasal yakinsak bile olmadigini gosteriniz

(Ipucu: Seriyi z = i icin inceleyiniz.).

Problem 1.7.26 0 # p € C[z] ve }_ - ,p(n)e™ yakinsaksa Rez < 0
oldugunu gosteriniz.

Problem 1.7.27 lim,_,o 822 = 1 ve lim,_,o <3%=1 = —% oldugunu goste-

z 22
riniz.

Problem 1.7.28 r > 0 ve fy(z) = e " ise, (fy) dizisinin {z| Rez > r}
yaridiizleminde diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Problem 1.7.29 «a € R sayist keyfi verilsin. Her z € C* igin tek olarak
belirli ¢ € (a, 27| ve tek olarak belirli ¢ € [a, o + 27) ile é = ¢ = e
oldugunu gosteriniz.

Problem 1.7.30 (a,) C C_4, lim|a,| = r > 0 ve lim Arga, = ¢ € C_;
ise, lim a,, = re’¥ oldugunu gosteriniz.

Problem 1.7.31 2z, 20 € C_, ve 0, = Arg z;, olmak {izere,

0 —T<O+0<7
Log z120 = Log z1 + Log zo + 2mmi, m=¢ -1 01 +0s > 7
1 01+ 0, < —7

oldugunu gosteriniz.

Problem 1.7.32 n > 2 dogal sayis1 ilgin (1, -+, Cn kompleks sayilar 2" =
1 denkleminin farklh ¢oziimleri, dd. 1= = {(1,...,(,} olsun. Asagidakileri
kanitlayimiz:

(a) Her ¢ € 17 igin ¢ - 1 = 1w, dd. {¢C1,- -, ¢} = {Cire -, G
(b)yn>2igin 1 + -+ ¢, = 0.
(c)Her 1 £ ¢ €lnigin 1+ ¢+ 2+ +( L =0.
(d) GGG = (-1 L.

0, 1<k<n-1
<e>z;;1<f—{ =vsnol

n, k=n
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Problem 1.7.33 n € N* ise,
T 24 1=0

denkleminin tiim ¢oziimlerini bulunuz.

Problem 1.7.34 Asagidaki denklemleri ¢6ziiniiz:
(a) €2% +2¢* = —2,
(b) sinz = 3,
(c) 2 = /3.

Problem 1.7.35 1% 1%, (1 + i), (—1)%, 22, ve (—2)?’yi hesaplaymiz.
Problem 1.7.36 log 12, logi’ ve log(1 +1i)""yi bulunuz.

Problem 1.7.37 Her z,w € C* igin (zw)® = z®w® oldugunu kanitlayimiz.
Ancak anadal i¢in (zw)® # z*w® olabilecegini 6rnekleyiniz.

Problem 1.7.38 2¢.27% #£ 20? Dolayisiyla, genelde z%z° # z%t?. Yine de

anadallar i¢in 2%2% = 22 oldugunu gosteriniz.

Problem 1.7.39 Genelde (z%)"7 # 2" ancak (zV)" = z"" <= n € Z
oldugunu kamtlaymz. Burada (z*)7 = (J,c,» u” anlagilacaktir.

Problem 1.7.40 —7 <6, < 0y < mve S(01,02) :={2z € C*|0; < Argz <
02} ise, C_;'deki f(z) = 2% ve g(z) = z' anadallan i¢in f(S(0,%)) ve
g(5(0, §)) resimlerini bulunuz.

Problem 1.7.41 U C Cve f:U — C ise U’da logaritmanin bir dali ise,
her z € U ve her n € Z icin 2" = "/?) oldugunu gésteriniz.

1.8 Analitik Fonksiyonlar

Ileride analitik fonksiyonlarla holomorf fonksiyonlarin ortiistiigiinii kanitla-
yacaglz. Bu nedenle, bu kisimda gegen her “analitik” kelimesini ayni1 zamanda
“holomorf” ve tersine her “holomorf” kelimesini de “analitik” olarak da oku-
yunuz.

1.8.1 Tamm ve Ozdeslik Teoremi

Tanim 1.8.1 U C C a¢k, a € U ve f : U — C olsun. f fonksiyonu bir
D,(a) C U dairesinde bir kuvvet serisine agilabilirse, dd. D,(a) dairesinde
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yakwnsak bir 3" a, (z — a)" kuvvet serisi

Vz € Dy(a): f(z) = Zan(z —a)"

olacak bigimde bulunabiliyorsa f fonksiyonu a noktasinda analitiktir de-
nir. f fonksiyonu, her a € U noktasinda analitikse U kiimesinde anali-
tiktir denir. U kiimesinde analitik fonksiyonlarin kiimesini A(U) ile géste-
Teceqiz.

Teorem 1.6.3'ten simdilik LA(U) C H(U) oldugunu biliyoruz. Ileride

oldugunu gorecegiz.
p € C[z], n. dereceden bir polinomsa, her a, z € C igin

p(z) = pla) +
Dolayisiyla, her p polinomu C’de analitiktir.

Not 1.8.2 Teorem 1.6.3'ten dolayi, bir acik dairede bir kuvvet serisiyle
tanimlanan bir fonksiyonun o dairede yine bir kuvvet serisiyle tanimlanan
bir ilkeli vardir. Boylece, her agik U C C igin A(U) C Z(U).

Diger yandan,

Vf,g€e A(U) = f=+g,fg€ AU)

oldugu agikardir, dd. A(U) bir halkadir. fg € A(U) igin bir agiklama ver-
mekle yetinelim: f ve g fonksiyonlarinin bir agtk D C U dairesinde ) a,,(z —
a)™ ve Y by(z — a)” gibi acihmlar1 varsa, bu seriler D dairesinde mut-
lak yakinsak olduklarindan, ¢, = Zp g=n apby olmak iizere, D dairesinde
> en(z —a)™ serisi fg'nin agilimidir.

A

Onerme 1.8.3 Her Y. a,(2—a)™ kuwvvet serisi D,.(a) yakinsakhk dairesinde
bir f analitik fonksiyonu tanwmlar. Her b € Dy(a) ig¢in p == r — |b—q|
olmak iizere, f fonksiyonu D,(b) dairesinde bir kuvvet serisini agilabilir ve
bu seri f’nin b noktasindaki Taylor serisinden baska bir sey degildir, dd. her
z € D,(b) igin

F2) =32 OBz~ b (149
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Sekil 1.8: 1.8.3’iin kamitinin gorsellegtirilmesi.

Kanit. ) a,(z—a)" serisinin yakinsaklik yaricap1 » > 0 ve D, (a)’da tanim-
ladigr fonksiyon f olsun. b € D, (a) keyfi verilsin. p := r — |b — a| segersek,
D,(b) C D,(a) olur. Dolayisiyla, her z € D,(b) icin

Zan -t + Zan lz( ) b—a)“—wz—b)k]

k=0

yakinsaktir. Diger yandan, w := a+|b — a|+ |z — b| ise w € D, (a) oldugun-
dan, serimiz w noktasinda mutlak yakinsaktir, dd.,

+oo +oo
> lanlfw —al™ =" |an| (Ib—al + 2 — b])"
n=0 n=0

—Z\an\ Z( )= aP e - o)

yakinsaktir. Dolayisiyla, yukarida f(z)nin agiliminda terimleri Paketleme
Teoremi’nden istedigimiz gibi gruplayabiliriz ve biz, z — b’ye gore bir kuvvet
serisi elde edecek bigimde gruplayarak toplarsak,

by, = +§ an (Z) (b—a)" "

n=~k
BESS 1 B+ 1) an(b— a)"* = = FO
= _kn(n— )=kt 1)an(b—a)"" = 5 ()

olmak {iizere, her z € D,(b) i¢in

+00 ~+00 f(k) b
= ’;Obk(z —bF=>" k!( (2 - )t

k=0
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Taylor serisini elde ederiz. |

(1.44)’te w := z — b yazarsak bu formiil, her w € D,(b) i¢in
+o00
S0
seklini alir. f = E ise, her n € N i¢in E( (b) = E(b) ile

S~E0) S
E(b+w) = ZO — " =E(b) 2‘6 — =E(0)E(w)
olur ve biz E fonksiyonunun temel 6zelligini (1.8.3) ile boyle de elde etmis
oluruz.

Teorem 1.8.4 (Analitik fonksiyonlar i¢in 6zdeslik teoremi) B C C
bir bolge ve f,g € A(B) olsun.
(i) Bir ¢ € C igin Sc(f) := {z € B| f(2) = ¢} = f~(c) kiimesinin B’de
bir yugilma noktasy varsa f sabittir, dd. her z € B i¢in f(z) = ¢ olur.
(it) M C B kiimesinin B kiimesinde bir yigilma noktasy var ve f|M = g|M
ise, her z € B i¢in f(z) = g(z).

B), b € B ve her n € N igin

(
= g(2) olur.

Sonug 1.8.5 B C C bir bilge ve f,g €
F(b) = g™ (b) ise, her z € B icin f(z
)

Sonug 1.8.6 B C C bir bélge ise, A(B) bir tambk bélgesidir®®.

Kanit. (i) ¢ € C keyfi verilsin. S.(f)’nin B’de bir b € B yigilma noktasi
oldugunu varsayalim. f € A(B) oldugundan, f fonksiyonu bir D,(b) C B
dairesinde bir

+o0
f(z) =) an(z = b)", z € Dy(b)
n=0

kuvvet serisine agilabilir. Teorem 1.6.8’den D,.(b) C S.(f) olur. V kiimesi
Se(f) kiimesinin i¢i olsun. Tanim geregi V' agiktir ve V' # (). Simdi V’nin
B’de kapali oldugunu gorelim: b* € B noktasi V'nin bir yigilma noktasi ise
az Onceki irdelemeyle bir r* > 0 ile D,«(b*) C V, dolayisiyla b* € V olur.
V kiimesi B’deki her yigilma noktasim igerdiginden, B’de kapahidir. V' # ()
kiimesi B’de hem agik hem kapali, B ise bir bolge oldugundan, V = B olur.
Boylece: S¢(f)’nin B’de bir yigilma noktasi varsa f sabittir.

PIngilizce kaynaklarda “integral domain”, Almanca kaynaklarda “Integrietéitsbereich”
kullanilir. Bu halkalar birim elemanli ve 0 # 1 kogulunun saglandig: sifirbdlensiz halka-
lardir; dd. bu halkalarda ab = 0 ise a = 0 veya b = 0 olur.
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(ii) Simdi (i)’i h := f — g € A(B) analitik fonksiyonuna ¢ = 0 ile uygu-
layalim ve M C Sp(h) oldugunu gozetelim.
Sonug 1.8.5%n kanite: Dy (b) C B ise orada (1.8.3) ile

(n) (n)
o= 0 o W )

n n

olur ve sav, Teorem 1.8.4(ii)’den ¢ikar.

Sonu¢ 1.8.6'man kanite: f,g € A(B), f # 0 ve fg = 0 olsun. Ja €
U : f(a) # 0. Ancak f fonksiyonu a noktasinda siirekli oldugundan, bir
D,(a) C U dairesindeki her z igin f(z) # 0 olur. Buradan g|D,(a) = 0,
dolayisiyla teoremimizden g = 0 olur. |

Not 1.8.7 (1) C’de kuvvet serileriyle tanimlanmig e?, sin z, cos z ve dolay1-
styla tiim diger trigonometrik fonksiyonlar ve hiperbolik fonksiyonlar tanim
kiimelerinde analitiktirler.

(2) Logaritmann tirevlenebilir dallary analitiktirler. U C C* agik kiime-
sinde log : U — C fonksiyonu logaritmanin bir tiirevlenebilir dal ise, her
z € U i¢in d1§§Z = 1/z oldugunu biliyoruz (bkz. (1.2.20)). a € U keyfi
verilsin.

+o0

1 1 1 1 1 (=1)"

P RS =i D Dl G A CR)
a n=0

serisi ‘%‘ < 1, dd. |z —a| < |a| i¢in yakmsaktir. Dolayisiyla, yeterince
kii¢iik bir r igin D, (a) dairesinde bir ¢ € C ile

dlogz = (=" n
P _;)anﬂ (z—a)" =
D w1
logzzzm(z—a) +¢, c € loga.
n=0

A

Burada (1.45) ile f(z) = 1 fonksiyonunun C*’da analitik oldugunu gos-
termis olduk.

Teorem 1.8.8 U,V C C agik kiimeler olsunlar.
(i) f,g€ AU), ce Cise, f+g,cf, fg € AU) olur.
(ii) f € AlU), g€ A(V), f(U)CV = go fe AU).

(iii) f,g€ A(U) veVz e U g(z) # 0 ise, %,5 e A(U) olur.
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(iv) U,V C C agik ve f : U — V bir tamesleme ve analitikse f~' de
analitiktir.

Kanit. (i) fg € A(U) Cauchy Garpim Teoremi'nden gikar, gerisi agikér.

(i) z0 € U keyfi verilsin ve f(z) = > ~gan(z — 20)" ise f'nin bir
D, (2p)’da acilimi olsun. ag = f(z9) olmak {izere, g(w) = >, <o bm(w—ag)™
ise g'nin bir D,(ap)’da seri agilmi olsun. f(2) —ag =Y., an(z — 20)" ol-
dugunu gozetirsek, bicimsel -

g(f(2) =D bm [ D anlz—20)" | =D di(z— 20)* (1.46)

m>0 n>1

ifadesinin bir D, (zp)’da yakinsak oldugunu gostermeliyiz. Her seyden 6nce

> Janlz — 2| (1.47)

n>1

serisi de D, (zg)’da yakinsaktir. Ozellikle (1.47) serisi 0 < 71 < 7 i¢in D, (20)
iizerinde normsal yakinsaktir, dolayisiyla bir M > 0 ile her z € D,,(20)
i¢in (1.47) serisinin toplami < M olur. f analitik fonksiyonumuz siirekli
oldugundan, 0 < o < ry sayisi yeterince kiiciik segersek, Mo < p olmasini

saglayabiliriz. Bu durumda, her 2z € D, (2) icin

m

Y bl [ Do lanllz = =" | <D Il (M]z = 20)™ < +o0

m>0 n>1 m>0

elde ederiz. Normsal toplanabilir ailelerde terimleri istedigimiz gibi sirala-
yabildigimizden, (1.46)’daki bigimsel diizenleme D, (zp) da yakinsak bir seri
verir. Sonugta go f € A(U).

(iii) h(2) := L1, 2 € C* olmak iizere, g ve h analitik fonksiyonlar olduk-
larindan, % = h o g fonksiyonu (ii)’den dolay1 analitiktir. Buradan (i) ile

g =f. % analitik olur.

(iv)in yalnizca kuvvet serileri tizerinden kanitini [15] ve [39]’da bulabi-
lirsiniz. Biz bu 6nermeye bagvurmadan ileride holomorfluk ve analitikligin
denk kavramlar oldugunu, ayrica f : U — V bir holomorf tamegleme ise,

f~Vin de holomorf, dolayisiyla analitik oldugunu gorecegiz. |

Ornek 1.8.9.[Binom Serisi] 1. ¢ € C igin

£() == (14 2)° = expe(Log(1 + 2))
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fonksiyonu iki analitik fonksiyonunun birlegimi olarak C\(—oo, —1]’de analitiktir. Bdy-
lelikle f fonksiyonu z = 0 noktasinda bir f(z) = > ., a.2" kuvvet serisine agilabilir.
Teorem 1.6.3(v)’ten dolay1 a

= /) = %c@—l)m[c—(n—l)] =: (C) ile
(1+z)°:1+2(2> —1+Z cle=1) [c—(n—l)]n

n>1

olur®. Tleride bu kuvvet serisinin C\(—oco, —1]’e diigen O-merkezli en biiyiik dairede, yani
D’de yakinsak oldugunu gorecegiz. Ancak okur isterse bu serinin yakinsaklik yarigapinin
¢ # 0 i¢in 1 oldugunu dogrudan gosterebilir.

2. f(z) := tan z analitik fonksiyonunun 0 noktasinda seri agilimimin derecesi < 5 olan
terimlerinin katsayilarini bulalim: Elbette bu katsayilar f (")(0), 1 < n < 5 tiirevleri yardi-
miyla hesaplanabilirler. Ancak biz olaya teoremimizin mantig1 ¢ergevesinde yaklasacagiz.
tan fonksiyonu bir tek fonksiyon oldugundan, daha bagtan tanz = Y a,z" agiliminda
tiim ¢ift numaral katsayilarimizin 0 olacagini biliyoruz.

1
cosz—l—azz—i—jz —2°P.(2) =11 - h(2)

olarak yazarsak, P. ve h serileri C’de yakinsaktirlar ve h(0) = 0 oldugundan, r > 0
yeterince kiigiik segilirse, her z € D, icin |h(2)| < 1 olmas: saglanir. Boylece z € D, i¢in

T 1 5
cosz 1—h(z) =140z + )+

2
:1—|—<1z —lz + 2°P.(z ))—l—(le—lz‘l—i—zGPc(z)) +--

2! 4!
15 5
1+2z +ﬂz + 25P*(2)
olur. P*, D,’de yakinsak bir kuvvet serisidir. Dolayisiyla,

tanz =sinz -
cos 2z

= (z—%z +§Z +z7Q(z)) <1—|—7z + 54z +2°P*(2 ))

1 2
—Z+§Z —|—ﬁz +27Q%(2)

olur; Burada Q™ ise D,’de yakinsak bir kuvvet serisidir.

Not 1.8.10 Teorem 1.8.4’ten dolayi, gergel analizde cos z ve sinx arasinda
R’de gegerli olan her aritmetik baginti kendiliginden C’de cos z ve sin z ara-
sinda da gecerlidir. Ornegin R’de cos®  + sin? z = 1 oldugundan, C’de de
cos? z +sin? z = 1 olur. cos fonksiyonun sifir yerlerinin kiimesi 5 +7Z ve sin
fonksiyonunun sifir yerlerinin kiimesi 77 oldugundan, Teorem 1.8.8(ii)’den

30Eger ayrica (g) := 1 olarak tanimlarsak, (1+2)° =3 -, (TCL) 2" yazabiliriz.
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dolay1 coth z fonksiyonu C\7Z bélgesinde, tan z fonksiyonu ise C\ (5 + 7Z)
bolgesinde analitiktir. Dolayisiyla, gercel analizde cos z, sin x, coth x ve tan x
arasinda gegerli olan her 6zdeslik C’ye gectigimizde de gegerlidir. Okura bu
tlirden birkag 6zdegligi 6nce bu gekilde C’ye aktarmasini, ardindan bu ba-
gintilar1 dogrudan bu fonksiyonlarin tanimindan yola ¢ikarak kanitlamasini
oneririz. A

1.8.2 Analitik fonksiyonlarm Yerel Ozellikleri

Tanmim 1.8.11 f € A(U), a €U ve f(a) =0b olsun. k € N* olmak tzere,
fla)=---= %) =0 ve fF(a) £0

ise, a noktasy f fonksiyonunun k. dereceden b-yeridir denir.

Birinci dereceden yerlerden kisaca basit yerler olarak bahsedecegiz. f
fonksiyonunun bir D, (a)’da agithmi f(z) = b+ >, an(z — a)" ise, a nok-
tasinin f fonksiyonunun k. dereceden bir b yeri olmasi tam da

a1 =--=ax_1=0vear #0

olmasidir. Béyle bir durumda

f(z) =b= (2 —a)*g(2), g(a) #0, (1.48)
9(z)=ar+ Y an(z—a)"*, ar #0.
n>k+1

Burada ¢ fonksiyonu elbette D, (a)’da analitiktir.

Ornek 1.8.12. Temel Srnek: f(z) = 2", n € N* fonksiyonu C’de analitik fonksiyondur.
Bu fonksiyonun 0’da n. dereceden bir 0 yeri vardir. Id(z) = z 6zdeglik doniisiimii de
analitiktir. Her a noktasi Id fonksiyonun birinci dereceden a yeridir ve f(z) = (Id(z))"™.
Ayrica, € > 0 i¢in f(D.) = Den ve yalmizca z = 0 igin f(z) = 0 iken, her w € DZn» sayisi
igin f(z) = w kogulunu saglayan tam n farkl z1,...,z, € D. vardir. f fonksiyonu D}
delinmig dairesini n’ye 1 olarak D}n delinmis dairesine resmeder denir.

Simdi f(z) = b+ (2 —a)™ olsun. Elbette a noktas: f fonksiyonunun n. dereceden bir b
yeridir. w—b = (z—a)™. Yine h(z) = z—a dersek, bu bir analitik fonksiyondur ve h'(2) = 1
oldugu igin aldig: her degeri birinci dereceden alir. Bu kez her € > 0 igin f(D<(a)) = D.n ()
ve f fonksiyonu D7 (a) delinmis dairesini n’ye 1 olarak DZ.(b) delinmis dairesi iizerine
resmeder. Yine D.(a) dairesinde tamimh ve aldig1 her degeri birinci dereceden alan bir
h analitik fonksiyonu ile f(z) = b+ (h(z))"’dir. Bu tablonun a noktasinda analitik olan
fonksiyonlara aktarilabilecegini kanitlayacagiz.

Teorem 1.8.13 f fonksiyonu a € C noktasinda analitik olsun ve orada
k. dereceden bir b yeri bulunsun. Bu kosullarda a noktasinin bir U agik kom-
sulugu ve a noktasinda basit sifir yeri olan bir h € A(U) analitik fonksiyonu

VzeU f(z) =b+ (h(z))F (1.49)
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olacak bicimde bulunabilir.

Kanit. Varsayumlarimizdan bir D, (a) dairesinde

+o00
FE) =b+ =) |ae+ Y anlz—a)"F| = b+ (z — a)fg(2)
n=k+1

olur. g fonksiyonu D,(a) dairesinde analitiktir ve g(a) = a; # 0. Simdi
0= % > 0 olsun. g fonksiyonu a noktasinda siirekli oldugundan, bir p > 0
sayist p < r ve g(D,(a)) C Ds(ay) olacak bicimde bulunabilir. o € R sayisini
Ds(ay) C C, olacak bigimde secelim ve

=

I (2) = ex 198 9E) € (¢(2))k, 2 € Dy(a)
olarak tanimlayalim.?! Analitik fonksiyonlarin bilesimi olarak h* fonksiyonu
D,(a) dairesinde analitiktir ve asla 0 degerini almaz. Dolayisiyla, D,(a) da-
iresinde h(z) := (2 —a)h*(z) olarak tamimlanan h fonksiyonu D,(a) da-
iresinde analitiktir ve yalnizca a noktasinda bir basit sifir yeri vardir. Her
z € Dy(a) icin

b+ (h(2))* = b+ (z = @) (h*(2)F = b+ (2 — @)*9(z) = f(2)-

Teorem 1.8.14 (Dal sayis1) [ fonksiyonu a noktasinda analitik olsun ve
a noktasinda k. dereceden bir b yeri bulunsun. Bu durumda, bir eg > 0 sayist
sunlar dogru olacak bicimde bulunabilir: Her 0 < € < g9 i¢in a noktasinin
dyle bir agik U. komsulugu bulunabilir ki, f(Us) = De(b) ve her w € DX(b)
degeri U, komsulugunda tam k farkly zq, . . ., zi noktalarnda alinwr ve her bir
2 bir basit w yeridir. Ozellikle k = 1 ise f|U. birebirdir. k sayisina f 'nin
a’daki dal sayist denir.

Sonug 1.8.15 U C C agk, f € A(U) ve f birebirse, her z € U igin
£'(z) 0.

Kanit. Teorem 1.8.13’ten dolay1, a noktasimin bir U’ agik komgulugunda
analitik ve a noktasinda bir basit sifir yeri olan bir A fonksiyonu

f(z) =b+ (h(2)F, ze U’

31p* fonksiyonu g%’nin bir analitik dal oldugundan, uzlasmamiz geregi, h* = /g
yazabiliriz. Béylece f(z) = b+ [(z — a) {/g(2)]* olur.
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Sekil 1.9: Analitik fonksiyonlarin yerel davranis.

olacak bigimde vardir. h stirekli tiirevlenebilir ve h/(a) # 0 oldugundan, h
fonksiyonu a noktasinin bir U C U’ agik komsulugunu h(a) = 0 noktasinin
bir V' komguluguna biholomorf bigimde resmeder ve her z € U igin h/(z) # 0.
Elbette f fonksiyonu U’da analitiktir ve Teorem 1.8.8(iii)’ten dolay1 (f|U )_1
fonksiyonu V’de analitiktir.

p > 0 sayism1 D, C V olacak bi¢imde segelim. g := Pk alalm. w =
@(€) == b+&F fonksiyonu D, dairesini k’ye 1 olarak D, (b) dairesinin iizerine
resmeder. Her 0 < € < g9 i¢in ¢ doniisiimii D 4z dairesini D.(b) dairesi
lizerine resmeder. ¢(0) = b ve her w € DZ(b) i¢in D y dairesinin tam k farkh
£1,..., & noktast w noktasina resmedilir ve bunlar basit w yerleridirler.

Uz := (hU) (D yz) ve 2 := (WU) (&), o =1,....k

olmak tizere,
F(z) = b+ (h(2)" = o(h(2))
oldugundan, f(z,) =w, o =1,...,k ve

f'(z0) = W (20)¢' (W(25)) = W (25)¢"(§5) # 0O

saglandigindan, z1, ..., zx noktalar f fonksiyonunun U.’daki tiim w yerleri-
dir ve bunlarin her biri basit w yerleridir.
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Sonug 1.8.15%n kanate: f birebirse, sabit degildir. Bu durumda, bir a € U
i¢in f’(a) = 0 olsaydi bir 2 < k € N ile a noktas1 k. dereceden bir b = f(a)
yeri olurdu. € ve U, yukaridaki gibi olmak tizere, her w € D}(b) noktas

U:’daki tam k farkli noktanin resmi olurdu ki bu, f’nin birebirligi ile geligir.
|

(1.8.15) bize kompleks analitik fonksiyonlarin gergel analitik fonksiyon-
larda olmayan giizel bir 6zelligini verir. f(z) = 23 gercel analitik fonksiyonu
R’de birebirdir ancak f’(0) = 0 saglanir! Holomorf fonksiyonlarin analitik
fonksiyonlara denk oldugunu kanitladigimizda (1.8.15) 6nermesi su sekli alir:
f: U — C holomorf fonksiyonu birebirse, her z € U i¢in f'(z) # 0 olur.

(1.49) esitligindeki gosterimde h’'nin a’da birinci dereceden bir b yeri
oldugundan, U yeterince kiigiik segilirse A'nin U’da birebir olmas1 sagla-
nir. Sonugta f fonksiyonunun a noktasinda k. dereceden bir b yeri varsa a
noktasinin bir U agik komgulugunda, orada birebir ve holomorf olan bir h
fonksiyonu ile

VzeU f(z) = fla)+ (h(2))".

Teorem 1.8.16 (Agik Doniisiim Teoremi I) B C C bir bilge ve f €
A(B) analitik fonksiyonu sabit degilse f(B) de bir bolgedir ve f bir agik
dontstimdir. Dolayisiyla, U C C agik, f € A(U) ve f fonksiyonun U ’nun
hicbir bileseninde sabit degilse f : U — C bir agik dontsimdir.

Kanit. B bir bolge, U C B agk bir kiime ve b € f(U) olsun. Bir a €
U ile b = f(a) olacaktir. f sabit olmadigindan, a noktasi bir k& € N* ile
k. dereceden bir b yeridir; boyle olmasaydi f fonksiyonu énce bir D, (a)
dairesinde, ardindan B bolgesinde sabit olurdu! Teorem 1.8.14’ten bir € >
0 sayist ve a noktasmn bir U; € U komsulugu f(U:) = D.(b) C f(U)
olacak bicimde bulunabilir; dolayisiyla f(U) bir agik kiimedir. Ozellikle f(B)
agiktir. Diger yandan, f siirekli oldugundan, f(B) baglantihdir. Sonugta
f(B) bir bolgedir. Savimizin kalani agikardir. |

1.8.3 Acik Doniisiim Teoremi’nin Basit Sonuclari

Onerme 1.8.17 U C C agik ve f € A(U) birebirse V := f(U) kiimesi de
agiktir ve f : U — V' bianaliktir, ozellikle biholomorftur.

Kanit. f birebir oldugundan, U kiimesinin hi¢cbir baglantili B bilesenin-
de sabit olamaz. Agik Doniigtim Teoremi’nden dolay1 f bir agik doniigiim-
diir, dolayisiyla V' kiimesi aciktir. Teorem 1.8.8(iv)’ten dolayr f~1 € A(V),
dolayisiyla f bianalitiktir. Analitik fonksiyonlar holomorf olduklarindan, f
biholomorftur.
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(1.8.8)(iv) kullanilmadan f’nin biholomorf oldugu soyle de goriilebilir:
f acik oldugundan, f~! siireklidir. Diger yandan, Sonu¢ 1.8.15’ten her z €
U icin f'(z) # 0, dolayisiyla Onerme 1.2.19'un kosullar saglanir ve f~!
tiirevlenebilir. [ |

Teorem 1.8.18 (Maksimum ilkesi) f fonksiyonu bir B C C bélgesinde
analitik, ancak sabit degilse |f| fonksiyonunun B biolgesinde bir yerel maksi-
mumu olamaz.

Sonug 1.8.19 f fonksiyonu bir B C C bélgesinde analitik, ancak sabit
degilse Re f fonksiyonunun B bolgesinde bir yerel maksimumu olamaz.

Sonug 1.8.20 (Minimum ilkesi) f fonksiyonu bir B C C bolgesinde
analitik, sabit degil ve 0 degerini almwyorsa |f| fonksiyonunun B bilgesinde
bir yerel minimumu olamaz.

Kanit. Dogrudan Agik Doniistim Teoremi’nden gikar. b € B noktasi ve
onun U agik komsgulugu keyfi verilsinler. f(U) agik kiime olacagindan, bir
D, (f(b)) acik dairesini igerir; bu dairede ise |f(b)| < |w| olan w noktalar:
vardir. Dolayisiyla, |f|'nin U’da b noktasinda bir yerel maksimumu olamaz!
b ve onun U komsgulugu keyfi secildiklerinden, sav kanitlanmigtir.

Sonug 1.8.19’un kanite: w := Re f olsun. w'nun B’de bir yerel maksi-
mumu oldugunu varsayalim. g := ef fonksiyonu B bolgesinde analitiktir ve
19(2)| = €*®) oldugundan, |g|’nin B bélgesinde bir yerel maksimumu vardur;
dolayisiyla teoremimizden g fonksiyonu B’de sabittir. Buradansa f'nin B’de
sabit oldugu cikar ki bu bir geligkidir; bu nedenle varsayim yanligtir.

Sonug 1.8.20 'nin kanite: Her b € B igin f(b) # 0 ve f(B) bir agik kiime
oldugundan, bir » > 0 sayist D,(f(b)) C f(B) C C* olacak bigimde bu-
lunabilir. Elbette bu dairede orijine f(b) noktasindan daha yakin noktalar
vardir, dd. |f(b)| yerel minimum olamaz.

Savi goyle de kanitlayabilirsiniz: 0 ¢ f(B) oldugundan, 1/f fonksiyonu
B bolgesinde analitiktir ve sabit degildir. Teoremimizden 1/|f| fonksiyo-
nunun B’de yerel maksimumu yoktur; bu ise |f| fonksiyonunun B’de yerel
minimumu olmamasiyla es anlamhidir. |

Bu 6nermelerin karsi konumlarimi da yazalim: B C C bir boélge ve f
fonksiyonu B bolgesinde analitik olmak tizere,

1. |f|’nin yerel maksimumu varsa sabittir.

2. | f|'nin sifir yeri yok ve yerel minimumu varsa f sabittir.

Onerme 1.8.21 U c C acik ve f : U — C stirekli, sinarl ve flU € A(U)
ise, || fllg = Ifllor saglanar.
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Kamt. U kompakt ve |f| € C (U) oldugundan, |f| bir @ € U noktasinda
maksimumunu alir. ¢ € 90U ise igimiz biter. a € U ise B kiimesi a nokta-
sinin U’daki baglantili bilegseni olsun. Maksimum ilkesinden, f fonksiyonu
B bolgesinde sabit olur: V2 € B : f(2) = f(a). Buradan her 2 € B icin
f(2) = f(a) elde edilir. 9B N AU # () oldugunu da gozetirsek,

|f@) = fllz=Ifllz = Ifllov
elde ederiz. |

Not 1.8.22 Onerme 1.8.21’de U’nun senerls olmasi 6nemlidir. Gercekten de
U:={2e€C| -7 <Imz < §} seridi bir acik kiimedir ancak smirl degildir.
Ayrica OU = {x +iZ |« € R} kiimesidir. f(z) := e fonksiyonu, iki analitik
fonksiyonun bilegimi olarak C’de, 6zellikle U’da analitiktir. Her x+i5 € U
icin

i T
eTetis
(&

— ‘e:tie‘” -1

fla+if)| =

oldugundan, [|f||5;; = 1 olur. Diger yandan R C U ve z € R igin

lim f(z) = lim e =400 = ||f|y = +oo

T—+00 T—+00
ve boylece ||f||U - ||f||6U' A

Maksimum ilkesi sinirli olmayan U agik kiimelerine gdyle genellegtirilebilir:
UcCveacUolsun. f: U — R icin

lim sup [ f(2)| = lim |£(2)] == lgfolsuplf(Dr(a) nujl,

zZ—a

lim inf [(2)| = lim, | £(2)| = lim nf |F(Ds(a) N 0)

olarak tanimlansin.

Teorem 1.8.23 [ fonksiyonu B bolgesinde analitik ve bir M > 0 pozitif

sayist ile L
Va € 0B : lim |f(2)] < M
z—a

olsun. Bu durumda, || f|lz < M.

Kamt. Her 6 > 0 ic¢in Bs := {z € B| |f(z)] > M + ¢} olsun. Her 6 > 0
icin Bs = () oldugunu kanitlarsak igimiz biter. |f| siirekli oldugundan, Bs
agiktir. Her a € oo B igin lim, 4 | f(2)| < M oldugundan, bir D,(a) dairesi
her z € BN Dy(a) i¢in |f(z)| < M + ¢ olacak bi¢imde bulunabilir. Bu, B
siirl degilse a = 00 € OB icin de dogru oldugundan, Bs sirhdir, dd. By
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kompakttir. Agikca Bs C B. Diger yandan, her z € 0Bs icin |f(2)| = M +9;
dolayisiyla Bs = {z € B||f(z)] > M + 6}. Onerme 1.8.21’den £l =
[ fllop;- Bu durumda, Bs = () veya f sabit olmahdir. Ancak f'nin sabit
olmas1 da Bs = () citkarimim verir; dolayisiyla, her durumda Bs = 0). |

Teorem 1.8.24 (Schwarz Omnsavi) f : D — D analitik fonksiyonu D
dairesinde f(z) =Y anz"™ ile tansmlanmus ve f(0) = 0 olsun. Bu kosullarda

VzeD: [f(2)] < |z] wve }f’(0)| <1
Eger ayrica | f'(0)] = 1 veya bir a € D* igin | f(a)| = |a| ise, bir ¢ € R ile
VzeD f(z) =e¥z.

Not 1.8.25 lleride her f € H(D) fonksiyonunun D’de bir 3~ a,,2" kuvvet
serisine agilabilecegini gorecegiz. O zaman teoremimizin kogullar:1 “f : D —
D holomorf ve f(0) = 0 olsun” olacaktir. Her n € N* icin f,(z) = 2"
fonksiyonlar1 teoremin kogullarin saglar; |f'(0)| = 1 kosulunu ise yalmzca
f1 saglar. A

Kanit. Kogullarimizdan

+oo +o0
f(z) = Z anz" =z (Z anz”1> = zg9(2).
n=1 n=1

g fonksiyonunu tanimlayan seri de en azindan D dairesinde yakinsaktir ve
f(0) = ¢(0). Simdi 0 < r < 1 olmak iizere, her z € C, i¢in r|g(z)| =
|f(2)] < 1 oldugundan, Onerme 1.8.21'den lglls, = llglle, < 1. Buradan

r / 1ile her z € D igin |g(2)] < 1 elde edilir. Boylece, her z € D igin
[f(2)] = [zl 1g9(2)] < [2] ve [f/(0)] = g(0)] < 1.

(a) |f(0)] =1 ise |g(0)] =1 = ||g|lp esitlikleri saglamr.

(b) Bir a € D ile | f(a)| = |a| ise |g(a)| = 1 = ||g||p olur. Her iki durumda
da maksimum ilkesinden, g fonksiyonu ID bolgesinde sabittir ve mutlak degeri
1 oldugundan, bir ¢ € R ile g(z) = €% olur. |

Teorem 1.8.26 (Cebirin Anateoremi) n € N* olmak dizere, n. dereceden
her p € Clz] polinomunun, kathliklaryla sayilmak tzere, n sifir yeri vardur.

Kanit. p polinomunun derecesi > 1 oldugundan, p sabit degildir ve boy-
lece lim,_,~ |p| = +o0 olur. Savimizi kanitlamak i¢in, p polinomunun en
az bir sifir yeri oldugunu gostermek yeterlidir. Vz € C igin p(z) # 0 oldu-
gunu varsayalim. Bu durumda, f := % € A(C) ve lim,o | f(2)] = 0 olur.
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| f| fonksiyonu C’de sinirh olur ve ileride gorecegimiz Liouville Teoremi (Te-
orem 2.6.19) f’nin sabit oldugunu soyler ki, bu bir geligkidir. Bu teoreme
bagvurmadan, elimizdeki bilgilerle yetinelim:

Simdi bir a € C sayisim keyfi segelim. Varsayimdan |f(a)| > 0 ve biz bir
r > 0 saysi lim,_, | f(z)| = 0’dan dolay:

la| <rveVz (|z] 21 = |f(2)] <|f(a)]) (1.50)

olacak bigimde segebiliriz. | f| fonksiyonu D, kompakt kiimesinde maksimu-
munu alir ve (1.50)’den bu ayni zamanda C’deki maksimumdur. f fonksiyonu
C’de analitik oldugundan, maksimum ilkesinden, f sabit olur; bu ise p’nin
sabit olmasi demektir ve bir celigkidir. Varsayim yanlistir ve bir z; € C ile
p(2z1) = 0 olmahdur.

Derecesi n — 1 olan bir p;(z) € Clz] polinomu ile p(z) = (2 — z1)p1(2)
olur. n — 1 > 1 ise, ayn1 mantik bize p; polinomunun en az bir zs sifir yerini
verir ve bu irdelemeler, sonlu adimda savin kanitini verir. |

Problemler

Problem 1.8.1 f(z) := sin 7 fonksiyonunun C* bdlgesinde analitik oldu-
gunu gosteriniz. Ayrica, her n € N* i¢in f (%) =0 ve f # 0; bunun Ozdeslik
Teoremi ile ni¢in ¢elismedigini agiklayiniz.

Problem 1.8.2 > a,2" kuvvet serisi D,’de yakinsak olsun ve orada ta-
nimladig1 fonksiyon f olsun. Ayrica, (wy,), ((,) C D, ve limw, =0 = lim (,
olsun. m,k € N ve m # k olmak fiizere, her n € N icin f(w,) = w; ve
f(¢n)) = ¢k olabilir mi?

Problem 1.8.3 f(z) = & fonksiyonunun C\{1}'de analitik oldugunu
gosteriniz.

Problem 1.8.4 f(0) = 0 ve f/(z) = +— kosulunun saglayan bir tek f €

1—z

A(D) ve ayrica her z € D igin exp f(2) = £ oldugunu gdsteriniz.

Problem 1.8.5 f € A(D;) ve f(z) = >, 5qan2" ise fnin D,’deki seri
agilimi olsun. Eger |a1| > Y, <o nfa,|r" ! ise, f'nin birebir oldugunu goste-
riniz. -

Problem 1.8.6 p bir polinomsa bir € > 0 sayisi, her a € D} icin p + a
polinomunun tiim kokleri birinci dereceden olacak bigimde vardir.
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Problem 1.8.7 B C C bir bolge ve f € A(B) ise, agagidakileri kanitlayimz:
(i) a := sup{|f(z)||z € B} ise, ya her z € B i¢in |f(z)| < «, ya da f
sabittir.
(ii) B bolgesi sirh ve bir M > 0 sayisi ile, lim z, € 9B olan B’deki her
(zn) dizisi i¢in eger limsup,,_, . |f(2zn)] < M ise, bu durumda her
z € Bigin |f(2)| < M veya f sabittir.

Problem 1.8.8 B C C bir bolge ve f € A(DB) ise, agagidakileri kanitlayimz:
(i) B := inf{|f(2)||z € B} ise, ya her z € B i¢in |f(z)| > 8, ya da f
sabittir.

(ii) B bolgesi smirli ve bir m > 0 sayst ile, limz, € 0B olan B’deki
her (z,) dizisi igin eger liminf,, o | f(2,)| > m ise, bu durumda her
z € Bigin | f(z)| > m veya f sabittir.

Problem 1.8.9 n € N*, 7 >0 ve a € C olsun. |2" + a|’nin D, deki maksi-
mumu nedir ve bu deger hangi noktalarda alinir.

Problem 1.8.10 U C C agtk, D C U ve f € A(U) olsun. Bir M > 0 say1st
ile [f(0)| < M ve her z € OD i¢in |f(z)| > M ise, f'nin D’de en az bir sifir
yeri oldugunu gosteriniz.

Problem 1.8.11 B C C bir bélge, f1,..., fn € A(B) ve her k i¢in f(B) C
C_y olsun. ai,...,a, € R ve her z € B icin g(z) := [[}_; |fr(2)|* olsun.
g'nin B’de yerel maksimumu varsa ¢g'nin B’de sabit oldugunu gosteriniz.

Problem 1.8.12 f € A(D) ve her z € D icin |f(2%)] > |f(2)| ise, fnin
sabit oldugunu gosteriniz.

Problem 1.8.13 a € C, |a| <1 ve her z € C i¢in

fz)i= 5+ (1= Jal?)s - 522

olsun. f(D) C D oldugunu goésteriniz.

Problem 1.8.14 B C C bir bolge, f € A(B), [ :=1[0,1]ve Q:=IxI CB
olsun. Ayrica, I x {0} UI x{1}’de Re f =0ve {0} x TU{1} x 'deIm f =0
ise, B’de f = 0 oldugunu gosteriniz.

Problem 1.8.15 > . a,z" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi 1 ve
orada tanimladigi fonksiyon f olsun. Her n € N* igin agagidakiler olabi-
lir mi?
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W) £ (F) = F (z57) = &7
() F(2) = f(-1) =4
@ rdy=r-bH ="

Problem 1.8.16 ) . anz" kuvvet serisinin yakinsaklik yarigapi 1 ve

orada tamimladigi fonksiyon f olsun. f fonksiyonu 1,%, %, %,%,... nokta-
larinda sirasiyla (a) 0,1,0,1,0,... (b) 0,%,0,%,0,%, ... () %, 5> 10 1» %, %, ... Ve
(d) %,%,%,%, ... degerlerini alabilir mi?

Problem 1.8.17 U C C acik, 0 € U, f € A(U) ve f’nin 0’daki seri agilim
> apz" olsun. Eger 0 noktast X = UNR’in bir yigilma noktas1 ve f(X) C R
ise, her n icin a, € R oldugunu gosteriniz.

Problem 1.8.18 f(z) = - fonksiyonu C\{3 + nZ}'de analitiktir. f'nin

Ccos z
0 noktasindaki kuvvet serisi agiliminin ilk 5 terimini bulunuz.

Problem 1.8.19 sin?z ve ¢** analitik fonksiyonlarinin z = 0 noktasindaki
seri agilimlarini bulunuz.

Problem 1.8.20 0'1n bir komsulugunda analitik olan f(z2) = (1+2z+22)~!
fonksiyonunu z = 0 noktasinda bir kuvvet serisine aginiz.

Problem 1.8.21 exp(l — 2)~! ve sin(1 — z)~! fonksiyonlarm C\{1}'de
analitik oldugunu gosterip zp = 0’daki seri agilimlarini veriniz. Ipucu: Binom
serisinden yararlaniniz.

Problem 1.8.22 f € A(D) ve f(0) = 0 ise, >, f(2") serisinin D’de
kompakt normsal yakinsak oldugunu gosteriniz.

Problem 1.8.23 U C C agk, D C U, f € A(U), f(0) = 1 ve her z € 9D

i¢in |f(z)] > 1 ise, f'nin D’de en az bir sifir yeri vardir; gosteriniz.

Problem 1.8.24 f € H(D,D) ve f(3) =0 ise [f(0)| < 1 oldugunu goste-

riniz.

1.9 Analitik Dallar

Bu kisimda katiksiz Weierstrass yaklagimini terk edip Riemann’la kisa bir
dirsek temasina gegecegiz. Birebir olmayan fonksiyonlarin bir bicimde tersle-
riyle ilgilenirsek, ister istemez, her z’ye bogtan farkh bir f(z) C C alt kiimesi
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kargilik getiren doniigtimlerle ilgilenmek zorunda kaliriz. Tanim geregi P*(C)
ile C’'nin bogtan farkl olan altkiimelerinin ailesini gésteriyoruz.

Tanim 1.9.1 BCACC, f: A— P*(C) olsun. g : B — C fonksiyonuna,
herb € B igin g(b) € £(b) ise f’'nin B’de bir dalidwr denir. g fonksiyonu B’de
stirekli, tirevlenebilir, analitik vb. ise B’de f’nin siirekli, tiirevlenebilir,
analitik vb. bir dalidir denir.

UV C Cagk ve f: U — V orten olsun. Genelde f~! ¢ok degerlidir.
W C V actk ve g : W — U ise f~Vin bir dal olsun. Dolayisiyla, her
z € W igin f(g(z)) = z olur. Bunun bir sonucu olarak g(z1) = g(22) ise,
z1 = f(g9(z1)) = f(g(22)) = 22 olur; bundan dolay1 g fonksiyonu birebirdir.
Not edelim: £~ %in her dals zorunlu olarak birebir bir fonksiyondur. Konumuz
geregi bizi holomorf (analitik) f fonksiyonlari i¢in £~!in holomorf (analitik)
dallar ilgilendirecektir.

f : U — V fonksiyonu 6rten ancak birebir degilse, bunun tersi ¢cok de-
gerli olacagindan, f~! ile gosterilecektir. Ancak W C V’de £~ 'nin bir dah
s6z konusu oldugunda onu f~! ile gosterecegiz. Ornegin exp : C — C* drten
ancak birebir degildir. Dolayisiyla, bunun tersi exp~! : C* — C cok de-
gerlidir. Ancak ¢ok bilinen ve kullanilan ve birebir olmayan exp, cos, sin, .. .

gibi fonksiyonlarimizin exp—1, cos™1, sin™!, ... tersleri icin yerlesmis log,
arccos, arcsin, ... adlandirmalar1 da yaygindir. log, cos™!, sin™!,... veya
arccos, arcsin, ... adlandirmalarini, ancak bu ¢ok degerli fonksiyonlarin tek

degerli dallar icin kullanacagiz.

Ornek 1.9.2. (1) log,, : Co — S, fonksiyonu tanim geregi log,, = (exp|Sa)~" oldugun-
dan, log = exp ™ ’in bir analitik daldur. log,%’yi Log ile gosterip buna log’un anadal
demistik. Her 0 < z € R igin Logax = lnx olur, dd. Log anadalimiz gercel analizden
tanidik In fonksiyonunun (C_% 'ye analitik genislemesidir.

(2) log, (z) = In |z| +iarg,(z) oldugundan, arg, fonksiyonu arg ¢ok degerli fonksiyo-
nunun C,’da her dereceden stirekli kismi tiirevlenebilir bir dalidir. Ancak d, tzerindeki
bir noktaya farkl yakalardan yaklagirsak, arg, farkl limitlere sahip olur, dolayisiyla arg,,
fonksiyonu C*’a siirekli genisletilemez!3?

(3) Her w € C igin

Uw : C" = P*(C), uw(z):=2"
olarak tanimlansin. uy fonksiyonunua w. iisler fonksiyonu diyelim; bu elbette kiime
(veya ¢ok degerli) bir fonksiyondur. (1.43) ile C,’da tamimlanan .« fonksiyonu u,,'nin
bir analitik dalhdir. w,,,—~ fonksiyonuna u,,’nin anadali denir. Ozel olarak n € Nven > 2

iseu1 . anadalini 3/ ile gosterelim. Dolayisiyla, her z € C_; igin
1 1 Arg z Arg z
Vz=en8% —enlfl . g T0 = /)zle’ T (1.51)

olur. Dolayisiyla, her 0 < x € Rigin (1.51) anlamindaki {/x degeri gergel analizden bildigi-
miz {/z degeri ile ortiigiir, dd. w1 _» anadalimiz gergel analizden tamdik ¥/ fonksiyonun
C_x’ye analitik geniglemesidir.

320kur bunu kolayca goriir; yine de biraz ileride gdsterecegiz.
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I C R bir agik kiime, F' fonksiyonu gergel analizden bilindik bir f : I — R
fonksiyonun bir U C C acik kiimesine holomorf genisletilmisi ise, F~!’in
g anadalini tanimlarken genel felsefemiz sudur: x € R sayisi g’nin tanim
bolgesinde ise, z noktasmin R’deki bir komsulugunda g = f~! olmalidur.

Onerme 1.9.3 U,V C C agk kiimeler, f : U — V holomorf ve drten
olsun. B C V bir bélge, g : B — U ise £~ in bir siirekli dal olsun. zy € B,
wo = g(z0) ve f'(wo) # 0 ise, g dals zo da tirevienebilir ve g'(z0) = 1/ f'(wo).
Eger f'niin g(B) ’de sufir yeri yoksa g holomorftur ve her z € B i¢in ¢'(z) =

1/f'(9(2)).

Kanit. z € B i¢in w := g(z) olsun. g birebir oldugundan, z # zj ise w # wy
olur. g siirekli oldugundan, z # zg ve z — zg ise w — wy olacagindan, sav

9(2) —g9(20) _  9(z) —g(z0) _  w—wp
z =20 f(9(2)) = f(9(20))  f(w) = f(wo)
esitliginden cikar. |

Acik Doéntigiim Teoremi’nden dolayi, bir bolgede sabit olmayan analitik
fonksiyonlar, agik kiimeleri agik kiimelere resmeder. Ayrica, analitik (yani
holomorf) ve birebir fonksiyonlarin tiirevleri hicbir yerde 0 olamaz (bkz. So-
nuc 1.8.15). Bunlar ve Onerme 1.2.19 ile su sonuca ulaginz: f : U — C
holomorf, V' C U acik ve f|V birebirse (f|V)~! fonksiyonu £~ ’in bir holo-
morf dalidir ve £~V’in tiim holomorf dallar1 béyle elde edilirler.

Teorem 1.9.4 X C C baglantils ve f,g: X — C olsun.
(i) f ve g argimanlar fonksiyonunun X ’te herhangi iki siirekli dal ise,
tek olarak belirli birm € Z ileVz € X : f(2) = g(z) + 2mm.
(ii) f ve g logaritmalar fonksiyonunun X ’te herhangi iki sirekli dal ise,
tek olarak belirli bir m € Z ile Vz € X : f(2) = g(z) + 2mmi.

Kamt. (i) Her z € X i¢in f(z),g(z) € argz oldugundan, tek olarak be-
lirli bir k(z) € Z ile f(z) = g(2) + 2k(z). Bu durumda, k = 5= (f — g)
fonksiyonu X baglantili uzaymnda siirekli ve Z degerli oldugundan, sabittir
(bkz. (5.2.32)); bu sabite m dersek, sav gikar.

(ii) f ve g fonksiyonlar: logaritmalar fonksiyonunun X ’te siirekli iki dal
ise, bir yandan Im f ve Im g fonksiyonlar1 X’te argiimanlar fonksiyonunun
stirekli dallaridir ve (1)’den dolayi, bir m € Z ile Im f — Im g = 27m, diger
yandan ise f — ¢ = i(Im f — Im g) = i27m olur. [ |

Sonug 1.9.5 B C C* bir bolge argp ve logg siraswyla arg ve log’un B’de
birer strekli dallary ise, bunlarin B’deki tim sturekli dallar, k € Z olmak
tzere, siraswyla argg +2km ve logg +i2km fonksiyonlaridur. Ozellikle log un
Co 'daki tim holomorf dallari log,, +2kni (k € Z) fonksiyonlaridur.
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Teorem 1.9.4’{in bir sonucu olarak arg fonksiyonunun C*’da bir sirekli
daly olamayacagime kolayca goriiriiz. Eger 0 fonksiyonu arg fonksiyonunun
C*’da bir siirekli dah olsaydi |C,, ve arg, fonksiyonlar1 baglantih C,’da
arg fonksiyonunun iki siirekli dali ve dolayisiyla bir k € Z ile arg,, = 0|C,, +
2k olurdu ki, bu daha once gordiigiimiiziin aksine arg,’nin C*’'ya siirekli
genigleyebilecegini soyler!

Her w € C icin exp’ w = expw # 0 oldugundan, Onerme 1.9.3’ten dolay1,
log’un herhangi bir B C C* bolgesindeki herhangi bir siirekli logp dali ayni

dlogp z

== % gecerlidir.

zamanda holomorftur ve

Onerme 1.9.6 n > 2, B bir bélge ve g ise B’de Yz ’nin bir holomorf
daly olsun. 0 ¢ B olmak zorundadir. {/z’nin B’deki tim holomorf dallar:
n tanedir ve bunlar £ = exp(%) kompleks sayist n. birim kok olmak tizere,
g,€q, ..., g fonksiyonlaridr.

Kanit. Tanim geregi, her z € B igin [g(2)]" = z. Dolayisiyla, her z € B i¢in
nlg(2)]"1¢'(2) = 1 olur. Buradan, eger 0 € B ise zorunlu olarak g(0) = 0
olacagimdan, n - 0"~1 . ¢/(0) = 1 celigkisine ulagiriz. Sonug olarak 0 ¢ B ve
her z € B igin ¢g(z) = w # 0 olur.

[9(2)]" = z ise, her m € N* igin [{™g(2)]" = " [g(2)]" = 1™z = 2
oldugundan, k = 1,...,n — 1 icin birbirinden farklh olan g¢,¢&g, ..., g
fonksiyonlar1 da B’de {/z’nin birer holomorf daldirlar. Simdi B’de {/z’nin
bagka holomorf dali olmadigini gérelim: A bir bagka holomorf dal olsun. g
ve h fonksiyonlar1 B’de 0 degerlerini almadiklari igin f := h/g fonksiyonu
da B’de 0 degerini almaz ve (f(z))" = (h(2))"/(9(2))" = z/z = 1 olur.
Buradan B’de n(f(z))" !f'(z) = 0 dolayisiyla f'(z) = 0 olur. f € H(B) ve
f" = 0 oldugundan, Onerme 1.2.21’den f sabittir. f = ¢ ise ¢* = f* = 1,
boylece ¢ € {1,¢,...,6" 1} olur ve bu, savi kanitlar. [ |

Ozel olarak n = 2 ise, y/z’nin bir B C C* bolgesinde en fazla iki holomorf
dali olabilir. £ = exp (%) = —1 oldugundan, g fonksiyonu B’de /z'nin bir
holomorf dali ise diger holomorf dal —g’dir.

Ornek 1.9.7. sin € H(C) déngiilii oldugundan birebir degildir, dolayisiyla arcsin =
sin™! cok degerlidir. Simdi z = sinw denkleminin ¢oziimlerini arayalim: z = sinw =
L ("™ —e~™) esitliginden, ikinci dereceden (e“")2 —2ize™ — 1 = 0 denklemi, buradansa

27
e Ez‘z—i—\/l—zzziz—&—(l—zz)%
iw € log (iz—f— V11— z2)
1
arcsin z = 7 log (zz +vV1- zz) = —ilog (zz +vV1- zz) (1.52)

elde edilir. Bu esitlik w € arcsinz <= sinw = z demektir. Karekok oniline + koyma-
digimiza dikkat ediniz; nedeni zaten ¢ok degerli karekdk fonksiyonunu sectigimizdendir.
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Ornek olarak arcsin i’yi belirleyelim:

arcsini = —ilog(—1+ v/2) = {_Z log(—1+v2), V2€V2
—ilog(—1—+2), —v/2€V2

Ik giktan dolayi, her k € Z igin —i[ln(—=1 4+ v/2) 4 2mik] degerleri, ikinci giktan ise

—i[In(1 4+ v/2) + im + 27ik] degerleri arcsini’dedir ve arcsini tam da bu degerlerin

birlegsiminden olusur. Ayrica, trigonometrik ve hiperbolik fonksiyonlar: exp fonksiyonu

tizerinden tanimladigimiz i¢in bunlarin arccos, arcsin, arctan, ... ters fonksiyonlarinin

exp ! = log aracihg ile elde edilebilmesini beklemek dogaldr.

arccos z = —ilog(z + V22 — 1) ve

1 141z
arctanz = — log -
21 1—1z

oldugunu gdérmeyi problem olarak biraktik.

arcsin, arctan, ... gibi bir takim ¢ok degerli fonksiyonlarin holomorf
dallarini bulmak istiyorsak, sin, tan, ... fonksiyonlarimin hangi U agik kiime-
lerini hangi V' agik kiimelerine biholomorf resmettigini aragtirmamiz gerekir.

Lemma 1.9.8 B C C bir disbiikey bilge, f € A(B) ve bir a € C ile B’de
Re(af’) > 0 ise, f(B) de bir bolgedir ve f : B — f(B) bianalitiktir.

Kamit. 2,21 € B, z9 # z1 olsun. [z9,21] C B ve

_ 2 1 1
aw = /0 af/(ZO + (21 — 20)t)dt =: /0 p(t)dt =: B

olur. Rep > 0 oldugundan, Re > 0, dolayisiyla S # 0 olur. Béylece
f(z0) # f(z1) ve f birebirdir. Agik Doniigtim Teoremi’'nden dolayr f bir
agik doniigtimdiir ve f(B) agik ve baglantili oldugundan, bir bolgedir. Te-
orem 1.8.8(iv)’ten dolay1 f bianalitiktir. [ |

a,b € R ve a < b olmak iizere, Sy := {z|a < Rez < b}’ye bir dikey
serit diyelim.

Sonug¢ 1.9.9 sin|S_z = :S = = — C\((—o0,—1]U[1,+00)) biholomorftur.

s s
2 72

INIE]

™
2

Kamt. U := S_z = ve B := C\((—00,—1] U [1,+00)) olsun. Her geyden
once, her z € U icin sin’ 2 = cos z # 0 oldugu kolayca goriiliir. Gergekten
de 2 = v +1iy € U igin -5 < z < § oldugundan, cosz > 0 ve daima
coshy > 1 oldugundan, (1.37) ile Resin’z = Recosz = cosx - coshy >
0, dolayisiyla sin’ 2 = cosz # 0 olur. U digbiikey ve orada Resin’ > 0,
béylece Onsav 1.9.8’den sin |U : U — sin(U) biholomorftur. Simdi sin(U) =

B oldugunu savunuyoruz. sin fonksiyonunu z-diizleminden w-diizlemine bir



1.9. ANALITIK DALLAR 115
dontigiim olarak dusiiniirsek, (1.36) ile u + v = w = sinz = sin(x + iy)
doniigiimii su sekli alir:

(u,v) = (sinx cosh y, cos z sinh y).

Dolayisiyla, sin dontigiimii z-diizlemindeki {0} x R dogrusunu, w-diizle-
mindeki {0} x R dogrusuna resmeder. Yine bu doniigiim, z-diizlemindeki

(—5,%) x {0} yatay dogru pargasmni w-diizlemindeki (—1,1) x {0} dogru
parcasina resmeder. sin fonksiyonu 0 # a € (=5, 7) i¢in {a} x R dogrusunu

2 2
me () ()
Sin a COoSs a

hiperboliine resmeder. Ayrica, a < 0 ise bu dogruyu hiperboliin sol dalina,
T T

a > 0 ise sag dalina resmeder. b € R* iginse (=%, %) x {b} yatay dogru
parcasinin goriintiisii ise

Ep : <co:hb>2 + (JTb)Q =1

elipsinin iizerindedir; ayrica a < 0 ise elipsin alt parcasinda, b > 0 ise elipsin
ist parcasindadir. Simdi (u,v) € B noktasi eger u-ekseni iizerinde degilse
tam bir tane H, yarihiperbolii iizerindedir. Eger bu noktamiz v-ekseni iize-
rinde de degilse tam bir tane Ej elipsi iizerindedir ve agikga sin(a + ib) =
u + iv. Sonugta sin(U) = B. [

—1
Tanm 1.9.10 Arcsin := <sin IS z) . C\((—00, —1]U[L, +00)) — S

2 72
fonksiyonuna arcsin’iin anadaly denir.

=T
2

VB

)

Gergel analizde sin : (=5, 5) — (—1,1) bir tameglemedir ve tersi arcsin

fonksiyonudur ve yukaridaki irdelemelerden (—1,1)’de Arcsin = arcsin. (1.52)
esitliginde karekok ve logaritmanin anadallarina gegersek, B bolgesinde

f(z) == —iLog (zz +v1-— 22>

analitik fonksiyonunu elde ederiz. 0 < z < 1 i¢in w := iz + V1 — 22 sa-
yis1 diizlemin birinci dértliigiinde, |w| = 1 ve w = &% oldugundan,
f(x) = —iLogw = —i -darcsinx = arcsinz olur. Boylece B bolgesinde
analitik olan Arcsinz ve f(z) fonksiyonlar1 B bolgesindeki (0,1) araliginda
cakistiklarindan, Ozdeslik Teoremi'nden dolay1 B’de cakisirlar. Sonucta,

Arcsinz = —i Log (iz +V1-— z2> , 2 € C\((—o0,—1]U[1,+00)).
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a+ 27
B - exp \ga
S E—
= RN
Sekil 1.10

Hazir gok degerli fonksiyonlarla tanigtigimiz su noktada, aslinda Geomet-
rik Fonksiyonlar Kurammm konusu olan, z = g(w) = w? ve expw = 2
fonksiyonlarmin ¢ok degerli \/z = g~'(2) ve log z = exp~! 2 ters fonksiyon-
larindan tek degerli fonksiyonlar elde etmek istersek neler yapabiliriz, kisaca
deginecegiz.

Orijinden d, boyunca sonsuza baktigimizda d, 1gmmimin bir sol bir de
sag yakasi vardir. ¢, := pe® € d,\{0} noktasina sag yakadan, saatin ters

yoniinde, a, noktalariyla yaklagirsak
log,, (¢ :=limlog, (a,) = Inp + i(a + 27) (1.53)
olurken b,, noktalariyla sol yakadan, saat yoniinde yaklagirsak
log,(cy) :==1limb, =Inp+ia (1.54)

olur; boylece an,b, — pe’® ancak limlog, a, # limlog, b,. Sonuc olarak,
log,, fonksiyonu C*’a siirekli genigletilemez. Ayni zamanda

arg, (c!) :=limarg, a, = a + 27 # a = limarg, b, =: arg,(c,)

oldugundan, arg, fonksiyonu da C*’a stirekli genisletilemez. Ancak (1.53) ve
(1.54) esitlikleri log,, 'nin nasil bir topolojik uzaya siirekli genigletilebilecegi-
nin ipucunu verirler.

df, = do\{0} olmak iizere, bunun, ayrik diiglinecegimiz ve d, ve df ile
gosterecegimiz iki 6rnegi ile

CE=C,ud; udf

uzaymi olugturalim. Her ¢, € d}, noktas: bize birbirinden farkli ¢, € d ve
¢t € df noktalarim verir. 0 < r < |c,| olmak iizere, her D, (c,) dairesi iki
ayrik yarikapah D, (c, ) ve D, (c) yarim dairelerini verir (bkz. Sekil 1.10)33.

33CEy1 gorsellestirirken biraz zorlama olmustur, ancak okurun dogru yorumlayacagima
inaniyoruz.
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Bunlarin aileleri, sirasiyla bu noktalarm, dd. ¢~ ve ¢* noktalarimin birer
komsuluk baz olarak tanimlanirsa arg,, ve log,, fonksiyonlar1 CIya siirekli
genislerler ve exp|S, : S — CZ topolojiktir.

Diger yandan,

logafﬁ(c;r_%) = limlog,,_o, an, = limlog, b, =log, c, ve (1.55)

loga (C;’_) = lim loga ap = lim loga+27r bn = 10ga+27r (C;+2w)' (156)

Bu egitlikler bize ¢ok degerli log fonksiyonundan tek degerli bir fonksiyon
elde etmek istedigimizde ne yapmamiz gerektiginin ipucunu verir.

vz’nin Riemann Yiizeyi: Simdi fonksiyonlarimizin tamm ve deger
bolgeleri i¢in farkli C, ve C, diizlemleri segelim. g : C,, — C, doniiglimii
2z = g(w) = w? olsun. g déniisiimii stireklidir, agtk déndigiimdiir (bkz. Te-
orem 1.8.16) ve ayriktir, dd. her z icin g~!(z) aynktir. X,Y topolojik uzay-
lar ve p : Y — X siirekli, agik ve ayriksa (Y, p, X) ticliisiine bir 6rtii uzay:
denir; bunlart KA II'de ayrintili olarak inceleyecegiz. ¢'(w) = 2w tiirevi
yalnizca w = 0 noktasinda 0’dir. Dolayisiyla, Sonug 1.2.20’den dolayi, her
w # 0 noktasmin bir komgulugunda g fonksiyonu C; ’da yerel topolojiktir.
Teorem 1.8.14’ten dolay ise, g fonksiyonu w = 0’in hi¢cbir komgulugunda
birebir degildir. Bu nedenle, w = 0 noktasi ¢g’'nin bir dallanma noktasi-
dir. f:= g ! = y/ olsun. f(z) = 72 = Vz = exp%logz fonksiyonunun
C, —r = C,\(—00, 0]’daki anadali tam da

Argz

1 1
fi(z) = expiLogz = exp §(ln|z| +iArgz) =+/|z] - expi

fonksiyonumuzdur. Bu anadal yalin olarak w = fi(z) = /2 ile gosterilir
ve Onerme 1.9.6’dan dolay1, g~ Vin C,,—r'deki tiim holomorf dallar1 f; ve
fo = —f1’den olusur.

C;’de daima ¢'(w) = 2w # 0, dolayisiyla Re ¢'(w) = 2Rew > 0 olur.
Teorem 1.8.8’den dolay1, g fonksiyonu C sag yaridiizlemini C, _,’ye biana-
latik resmeder ve f; = (g|C:g)_1 olur. g fonksiyonu C+\{0}1 ise CE_’ye
topolojik olarak resmeder (bkz. Sekil 1.11). Bu arada orijin hari¢ pozitif
sanal ekseni d' ’ye, orijin hari¢ negatif sanal ekseni ise d_ ’ye resmeder.
Benzer bicimde g fonksiyonu C,, sol yaridiizlemini yine C, _,’ye bianalitik
ve benzer bicimde C—\{0}"1 ise (Cir’ye topolojik olarak resmeder. Ancak bu
kez orijin hari¢ pozitif sanal ekseni d__’ye ve orijin hari¢ negatif sanal ekseni
ise d*_’ye resmeder. Her a € C? igin g~'(a) iki dgelidir. Bu nedenle, g(C%),
C?* diizlemini iki kat 6rter. Dolayisiyla, g~ ’den tek degerli bir fonksiyon elde
etmek istiyorsak, bu bir gekilde C3'in iki 6rnegini icermelidir.

Simdi C_;'nin, ayrik olarak diigiinecegimiz ve Cy, _,, k = 1,2 olarak ad-
landiracagimiz iki 6rnegini alalim. g fonksiyonu C;;’deki degerlerini C; _,’de
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d fi
—
di _n
demoy  Co
CE_,
Sekil 1.11
C,'deki degerlerini ise Cy_’'de alsmm. Bu durumda, f; := (g|(C;Z)71 ve
fo = (g|(C‘;)71 olsunlar. Bir 6nceki paragraftan gunlari biliyoruz: f; do-

niistimii Cf_ﬂ kiimesini topolojik olarak (C7$\{0}’a resmeder; fo ise (Cgf_ﬁ’yi
topolojik olarak C,\{0}’a resmeder. Bu arada r > 0 igin z = —r’ye dffﬂ

yakalarinda karsilik gelen noktalar1 (k, —r) ile gosterirsek, agagidaki denk-

lemler gecerlidir:
34

AL =) =i V= fo((2,-1)7) ve (1.57)
(@, =r)7) = =i v = (2, -1)7). (1.58)

Ozetle fy’in iist (alt) yakadaki degerleri fo’'nin alt (iist) yakalarmdaki deger-

34Bu adlandirmalar izlemeyi zorlagtirabilir. Ancak bir ime veya kavrama farkh anlamlar
yiikklemek, bunlarla karsgilagildiginda neyin kastedildigini karigtirmayacak kadar olaya ha-
kim olanlar i¢in sakincasizdir. Burada ¢ogu okur igin yeni bir durum s6z konusudur. Biraz
agagida tamimlayacagimiz X katmanlisinin, y/z’nin Riemann yiizeyi olarak, her komp-
leks analiz kitabinda bir gorsellegtirilmesi vardir (biz s. 292’de /z’nin Riemann yiizeyini
gorsellestirdik). Bu gorsellegtirmelerde birbirini bir yaridogru boyunca kesen iki yiizey
yaprag goriiriiz. Soylenen sudur: Her ne kadar yiizey yapraklar1 birbirini bu yaridogru
boyunca kesiyor gibi goriiniiyorlarsa da birbirini kesmezler. Ashinda bir yaridogru gordii-
gliimiiz yerde ayrik iki yaridogru vardir. Geometrik olarak gorsellestiremedigimiz bu iki
yaridogruyu analitik olarak verebiliriz. Titizligimiz bundandir ve analitik olarak iki ayrik
yaridogru olugturduktan sonra geometrik olarak bir yaridogru goriinen yerde iki ayrik
yaridogru oldugu netlik kazanir.
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leri ile gakisir. Dolayisiyla,
(1,-r)"=(2,-7)" ve (1,—r)” =(2,—-7)"

ozdesglesmelerini yaparsak, ayrik Ci _p Ve (CQi - uzaylarindan baglantili bir
X uzay1 elde ederiz. (1.57) ve (1. 58) esitliklerinden dolay1

o filz) ze€ (Cf_7r
f=) = {fz(x) z € (C;E_W

tanimi kusursuzdur. KA I’de X’in bir kompleks katmanh ve f : X — C*in
biholomorf oldugunu gorecegiz. X katmanlisina /z ¢ok degerli fonksiyonu-
nun Riemann yiizeyi denir. Bu uzay soyle gorsellestirilir: R®te zy-diizlemine
kosut olarak, alta Cf_w ve biraz yukarisina (C;%_W yerlegtirilir ve df_w =
dy _ved, _ = d;_ﬂ ile bu iki parca birlestirilir. Her kompleks kitabinda
bunun g'drs7elle§tirm7esi vardir. Boyle bir gorsellestirmede bu iki tabaka birbi-
rini sanki negatif eksen boyunca keser gibi goriiniir. Okur gerekirse s. 292’de
kiip kokiin ylizeyinden esinlenerek kendisi bir resim tasarlasin.

Burada iki noktaya dikkat ¢ekecegiz. Biz (C,% "den yola ¢iktik; ancak her-
hangi bir a € R ile C,’da da galigabilir ve bir X, katmanlisina ulagabilirdik.

Biz X ic¢in bir bagka gorsellestirme verecegiz. Kiiresel izdiistimler hak-
kinda bilgisi olmayan okurlarin 6nce Kisim 3.6’ya kisaca bir gézatmasini
oneririz. S? ile R%’te orijin merkezli kiire yiizeyini, N ve S ile de sirayla
onun kuzey ve giiney kutup noktalarinmi gosterelim. Kisim 3.6’da tanimlanan
7y kiiresel izdiigiim S?\{N, S}’yi C*’a topolojik olarak resmeder; dolayisiyla
X = S%\{N, S} almabilir. Bunu yukarida yapilana kosut olarak da gérebili-
riz.

7TN1 déniisiimii d*_,d”_ yakalarmi, Sekil 1.12°de yalinlik agisindan tek
cizgi ile gosterilen meridyen yakalarina resmeder. Simdi meridyen yakalarini
aywrip kiire yiizeyimizi deforme ederek ortadaki yarim kiireyi elde edelim.
Bundan bir 6rnek daha olugturalim. Béylece iki yakali Ck __ tipindeki uzay-
larimizin yerini yakali iki yarim kiire alir. Yukarida elde ettlglmlz X uzaymi
bu iki yarim kiirenin zit yonlii yakalarini 6zdesleyerek elde edilmis gibi di-
siinebiliriz. Ancak gimdi ikinci kiireyi yiiz seksen derece dondiiriir ve birinci
yarim kiirenin karsisina getirirsek, tam da 6zdeslen yakalar kars: karsiya gelir
ve bu yarim kiireleri bu yakalar boyunca yapistirarak biz S?\{N, S}’yi elde
ederiz.

Kisim 3.6’da Cy,’da analiz yapacagiz ve bizim icin Co, ve S? aymi olacak.
Bu 6zdeglestirmede S giliney kutbu orijinle eglesirken N kuzey kutbu oo
ile eglesir. g(oco) := oo olarak tammlarsak, her w € C i¢in ¢'(w) = 2w
oldugundan, Teorem 1.8.14 ile g : Co, — C, dOniisiimii her w € C*’da
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yerel biholomorftur. Ancak g fonksiyonu 0’da 0 degerini ve oco’da oo degerini
ikinci dereceden alir, dolayisiyla bu noktalarda yerel topolojik degildir! 0 ve
oo noktalar: ¢g’nin dallanma noktalaridir.

Not 1.9.11 « : [a,b] — C} bir siirekli dontigiim olsun. v, Tanim 2.2.1 an-
lamimda, C3’da bir gezidir. v dontigiimiini stirekli () ve () fonksiyonlar:
ile y(t) = r(t)e’*® olarak verilsin. Bu durumda, #(t) := r(t)ei@ ile
tanimlanan 4 : [a,b] — CJ, siireklidir, dd. C’da bir gezidir ve g o4 = v
saglanir. Ancak v kapali iken, dd. v(a) = «(b) iken 4'min kapal olmas: ge-
rekmez. Ornegin 7 > 0 ve herhangi bir 6y € R ile v : [fo, 0y + 27] — C*
gezisi y(t) = re' olarak verilsin. v gezisi C, diizlemine, 0-merkezli r yari-
capli cember iizerindeki re’® noktasindan baslar ve bu cemberi saatin ters
yoniinde bir kez turlar. Buna kargin 4 gezisi C,, diizleminde O0-merkezli /1 ya-
ricapli gember tizerindeki \/776“90/ 2 noktasmdan baslar ve bu ¢cember iizerinde
\/T exp i(eo%ﬂ) = —/re'®/2 noktasma kadar turlar. Simdi C*’da n(t) := re
ile tanimlanan 7 : [—7, 37| — C kapali gezisini alalim. C diizleminde ~y gezisi
0’1n etrafinin bir kez turlarken 7 iki kez turlar; ancak bu kez 7 kapalidir. Bu
“iki” sayis1 Teorem 1.8.14’teki dal sayisindan bagkasi degildir. A

log’un Riemann yiizeyi:

(1.55) ve (1.56) esitlikleri ¢ok degerli log fonksiyonundan tek degerli bir
log fonksiyonu elde etmek istersek, bunun X ile adlandiracagimiz tanim kii-
mesinin nasil olmasi gerektiginin ipucunu verirler. Her m € Z igin (Cir’nin

+ . . . . .. o . .. + +
Con . ile gosterecegimiz bir 6rnegini alahm ve m # n igin C, . ve C7
ayrik olarak alinsin. Egitliklerimiz bu katmanlar d;,—w =d,, 1, Ozdeslik-
leriyle birlegtirmemizi s6yler. Ayrinti igin Altkisim 3.5.4’e bakiniz.
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Simdi z¥’nin C,’daki analitik dalin1 yine yalin olarak

fa(z) = 2% = exp(wlog, z) = explw(In|z| + i arg,, z)]

ile gosterelim. 0 < r € R olmak iizere, a := re® noktasina sol yakadan
yaklastigimiza bunu z — a~ ile, sag yakadan yaklastigimizda z — a™
ile gosterirsek, b~ := lim,_ ,,- 2 = expw(Inr + i) ve benzer bi¢imde

bt = lim,_,,+ 2% = expw(Inr + i(a + 27)) elde ederiz. Dolayisiyla, b* =
b~ exp 2miw = b~ 2™ olur. Bu durumu f(a*) = €™ f(a~) olarak gostere-
lim. Ozetle C,. gemberi iizerinde d,, yakasinda a~’den yola ¢ikip saat yoniinde
bir tur attigimizda (a)? = €™ (a7)® olur. €*™¥ sayisma z*’nin 0’daki
faz ¢arpani denir. Eger g fonksiyonu C)’de siirekli herhangi bir fonksiyonsa
gfo'mn 0'daki faz carpam degismez, yine e2™*’dir. Bu irdelemeler z* nin
C,’daki tiim analitik dallar1 i¢in aynen gegerlidir. Faz ¢arpanimiz ancak ve
ancak w € Z i¢in 1 degerini alir ve bu durumda b = b~ olur. Ancak w € Z
ise z* tek degerlidir; w = n € N ise oniimiizde C’de holomorf 2" fonksiyonu,
w = —n € —N* ise C*’da holomorf Z% fonksiyonu vardir ve hangi o’dan yola
gikarsak gikalim f,(a™) = a™ = fu(a™) olur.

Ozel olarak w = 3 ise, f 1(2 (z) = /z'nin 0’daki faz carpani ™2 = —1'dir.

Boylece VaT = —va~ olur.

Benzeri bir irdeleme (z — zp)"’nin bir holomorf dal i¢in yapilirsa, hangi
daldan yola cikarsak cikalim, 6rnegin C, .,’daki holomorf dal gibi, bu kez
benzer adlandirmalarla (a™ — 20)” = (a~ — 29)® - €2™% elde ederiz.

Asgagidaki bazi problemlerin ¢éziimiinde igse yarayacak su iki basit gercegi
ayrica belirtmekte yarar var: exp fonksiyonu [ = {z € C| Im z = 6} yatay
dogrusunu baslangic noktas: hari¢ L(0, ) yaridogrusuna, buna karsm [ =
{z € C| Rez = a} dikey dogrusunu ise merkezi orijin, yarigap: e® olan
cembere resmeder. log’un holomorf dallar1 exp fonksiyonunun tersleri oldugu
i¢in, tanim alanina diigen L(0, ew) yaridogrusu parcgalarimi yatay yaridogru
parcalarina ve orijin merkezli ¢gemberlerin yay parcalarini ise dikey dogru
parcalarina resmeder.

Problemler

Problem 1.9.1 arccosz = —ilog(z + vz% —1) = —ilog(z £ V22— 1)

oldugunu gosteriniz.

Problem 1.9.2 z = cosw fonksiyonunun w-diizlemindeki Sp . dikey seri-
dini z-diizlemindeki B := C\[(—o0, 1] U [1, +00)] bdlgesine biholomorf res-
mettigini gosteriniz. Arccos := (cos|Sp)~! fonksiyonuna arccos’un ana-
dali denir. Her z € (—1,1) igin Arccosx = arccosx oldugunu gosteriniz.
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Problem 1.9.3 arctan:z = 2% log ( ) oldugunu gosteriniz.

Problem 1.9.4 w(z) := 12 ve [ := i[l, +00) U i(—00, —1] olsun. w(z) €

(—00,0] <= z € [ oldugunu gosteriniz.

Problem 1.9.5 [ :=i[l,+00)Ui(—00, —1] olmak iizere, tan fonksiyonunun
S_%,g seridini biholomorf C\/’ye resmettigini kanitlayiniz. Ayrica, Arctan :=

-1
(tan |S—§,§> olmak tizere, bu fonksiyona arctan’in anadali denir. Her

z € C\l i¢in
1 142
Arctanz = % Log ( + ZZ)
i

1—1z

ve her x € R igin Arctanx = arctan x oldugunu gésteriniz.

Problem 1.9.6 d%Arctanz = ﬁ oldugunu gosteriniz.

Problem 1.9.7 a,b € C ve a # b olmak iizere, Log Z=¢ fonksiyonunun

C\[a, b]’de holomorf ve birebir oldugunu gosterip resmini belirleyiniz.

Problem 1.9.8 arccos ¢ok degerli fonksiyonunun farkli holomorf dallarinin
tiirevlerinin farkl olabilecegini gésteriniz.

Problem 1.9.9 f fonksiyonu arcsin z’nin bir B C C bdlgesindeki holo-
morf dah olsun. f’(z)’yi hesaplayimiz. arcsin z’nin farkli holomorf dallarimin

tiirevleri birbirine egit midir?

Problem 1.9.10 tanh™ i ve anadalim1 bulunuz.



Bolum 2

Kompleks Integraller: Cauchy
Yaklasim

2.1 Tek Reel Degiskenli C-Degerli Fonksiyonlar

Bize bir f : [a,b] — C fonksiyonu verildiginde bu bir f : [a,b] — R? fonksi-
yonudur ve f = (Re f,Im f) oldugundan, agagidaki tanim, Tanim 5.3.20’den
bagkasi degildir:

Tanim 2.1.1 f: [a,b] — C sirekliyse

/abf:—/abReerz‘/abImf.

Onerme 2.1.2 f,g: [a,b] — C siirekli ve o € C olsun.
() J; (F2a)= [/ F+ [ gve [Jaf=af]f.
(ii) |2 f| < JJ 161

(117) ¢ : o, B] = [a,b] stirekli tirevlenebilirse

»(B) B w(B) B
/@ = / (fop)d, dd. / S = / (F(o(t)) & (D).

() F(x):= [ f, a <z <b sirekli tirevlenebilir ve F' = f.
(v) f:[a,b] — C sirekli tirevienebilirse ff /= f(b) = f(a).
(vi) a=ap<a; <---<a,=>ise

[omf e [
123
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(vit) Her fy, : |a,b] — C siirekli ve f, @ f ise f’de stireklidir ve lim ff fn=
I2 f-

(viii) Her f, : [a,b] — C stirekli ve Y fn, = f serisi [a,b] de dizgin yakin-
saksa [} = [} () = S [} fu

Kanit. Tiim bunlar, (ii) disinda integralin 6zelliklerinden ¢ikar. u := Re f,
v:=1Imf ve P = {ty,...tn} ise [a,b] araligimin bir pargalanigi olmak iizere,

Z (L) (b — ti—1 +ZZ (k) (tk = te1)| = | D F(tr) (b — ta1)
i=1 i=1 1=1
<Y )|t — tr)
i=1

elde ederiz. |f| fonksiyonunun da siirekli oldugunu gozetirsek, integralin bi-
rinci temel 6zelliginden (bkz. Altkisim 5.3.2) lim || P, || = 0 kogulunu saglayan
bir parcalanig dizisi ile yukaridaki esitsizlikte limite gegersek,

bv S/abf\

elde ederiz. [}

/abf‘— U+ 1

Not 2.1.3 Onerme 2.1.2(ii)’nin sevilen bir kaniti sudur. r := ’f:f’ olmak
iizere, bir ¢ ile fab f=re®, dd. r =e % fab f oldugundan,

T—/a eI f = /Re wf)+z/lm( “f) = /b e(e7f)
abRe(e—Wf)’g/ [Re (e f) \</ e f| = /Ifl

Bu gegislerde hep r’nin bir gergel say1 ve r > 0 oldugundan yararlanilmigtir.
Ancak boyle bir kanit, akilda tutacagimiz bir nedeni olmadigindan, biraz
sihirbazlik gibi bir geydir. Buna kargin yukarida verdigimiz kamt okurun
kendisinin de kolayca bulacagi ve akilda kalan bir mantig1 olan bir kanittir

ve biz bu tiir kanitlar yegleyecegiz. A
Problemler
Problem 2.1.1 f : [a,b] — C siirekli ve t € [a,b] igin F(t) := f f ise,

F’nin tiirevlenebilir ve F' = f oldugunu gosteriniz.
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Problem 2.1.2 (f,) € C((a,b],C) ve fo 24 fise, lim [* f, = [* f oldu-
gunu gosteriniz. Benzerini diizgiin yakinsak > f,, serileri i¢in kanitlaymiz.

Problem 2.1.3 f : [a,b] — R siirekli tiirevlenebilir ve g : f([a,b]) — C

stirekliyse
f(b) b .
/() 92/ (9o f)f

Problem 2.1.4 a = a+ 1 € Cise, a > —1 igin fol t*dt yakinsak ve

oldugunu gosteriniz.

‘ fol tadt‘ < lJ%a oldugunu gosteriniz.

Problem 2.1.5 ¢ : [a,b] — C siirekliyse, f(z) := fb 20 gt ile C\[a, b]’de

a t—=z
tiirevlenebilir bir fonksiyon tamimlandigini ve

b b
f’(z):/ iﬂdt:/ (t@_(tz))zdt

oldugunu gosteriniz.

2.2 Geziler-Egriler

Baz1 yerlesmisg kavramlar: degistirmek dogru olmasa da biz matematik lite-
ratiiriindeki, yanhg anlamalara yol agabilecek “egri” ve “yol” kavramlarinin
kullanimlarini, olay1 ¢cok daha dogru yansitan “gezi” kavrami ile degistirdik.
Clinki bir “gezi” ve gezi sirasinda yiirtinen “yol” ¢ok farkl kavramlardir ve
bunlar1 karigtirmak s6z konusu olamaz. Siirekli geziler ve bunlarla ilgili bazi
kavramlar Tanim 5.2.27’de verilmigtir.

Tanim 2.2.1 a,b€ R,a <bveU C C olsun'. U’da bir v gezisinden bir
stirekli v : [a,b] — U déniisiimii anlagilar. v := Im~y = v ([a, b]) kimesine y
gezisinin yolu denir. by := y(a) noktasina v gezisinin baslangi¢ noktas,
sy 1=y (b) noktasina ise y gezisinin bitis noktast denir?. ~ fonksiyonu C*

sinifindansa gezimiz C* sinifindander deriz.

'Burada a < b sectigimizi 6zellikle vurgulayalim. Bu bize higbir sey kaybettirmeden,
ileride tammlayacagumiz, geziler arasindaki denklik baglaminda [a,b] arahgindan, a <
B olmak iizere, herhangi bir [a, 8] parametre aralifina gegmemizi saglayacaktir. Ayrica,
geziler arasinda evirmeler incelenirken ¢ogu yazar [0, 1] x [0, 1] kapali arahginda ¢alisir ve
ayrica belirtmeden bu kogulu varsayar.

2Gezimizin bitis noktasi, gezimizin son noktasi oldugu igin v(b)’yi s ile gésterdik.
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Sekil 2.1: U’da bir gezi 6rnegi.

U’daki bir gezi elbette ayn1 zamanda C’de bir gezidir. U kiimesindeki
CF-siifindan gezilerin kiimesini G¥(U) ile gosterecegiz ve G¥(C) yerine yalin
olarak G* yazacagiz. v € C° bilindigi gibi v siireklidir demektir. C° yerine
yalin olarak C yazacagiz. v~ (t) := vy (a+b—1t), a <t < bolarak tanimlanan
7~ : [a,b] — C gezisine ise v gezisinin tersi denir®. 4'nin birebir oldugu
gezilere basit geziler (veya Jordan gezileri) denir. s, = b, ise v gezisi
kapalidir, eger v kapali ve 7|[a,b) birebirse v gezisi basit kapalidir veya
bir kapali Jordan gezisidir denir. Eger bir w € C ile y(¢) = w ise, v’ya bir
sabit gezi denir; bu geziyi ¢, ile gosterelim.

Not 2.2.2 Ashnda S! := {z € C||z] = 1} olmak fizere, kapali Jordan
gezilerinden birebir ve siirekli v : S' — U déniisiimlerini anlamak cogu
zaman daha uygundur. Biraz ileride rota kavramini tanimlayacagiz ve bizim
icin 6nemli olan tiim rotasal kavramlar, 6érnegin ileride tamimlayacagimiz
~v'nin uzunlugu, f7 f integralinin degeri veya y'min U’da sifira evrilebilir
olmasi gibi kavramlar, kapali geziler icin v'nmin baglangi¢ ve bitis noktasinin
se¢iminden bagimsizdirlar. Dolayisiyla, bir kapali gezinin baglangig (ve aym
zamanda bitig) noktasi olarak y'nin herhangi bir noktasini segebiliriz. Baz
durumlarda ayrica belirtmeden béyle davranacagz.

Diger yandan, bir 7 : [a,b] — Co gezisine, v : [a,b) — C ve v(b) =
oo olarak resmediliyorsa, C’de simirsiz gezi denir. Bunlar, lim;_,;,v(t) = oo
kogulunu saglayan v : [a,b) — C siirekli dontigiimleri olarak diisiiniilebilir. A

34~ yerine —v gosterimi de yaygindir. Ancak biz —y gdsterimini bagka bir anlamda
kullanacagz.
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Sekil 2.2: Gezilerin net gosterimi.

Bizim gezi olarak adlandirdigimiz « fonksiyonlarima genelde egri denir;
ancak biz egri dendiginde genellikle v yolunu anlamaya kogullanmigizdir.
Ancak ayni yolda sonsuz farkli bicimde gezinebiliriz. Gezi ismini bu nedenle
yegledik. [a, b] bir zaman aralig1 olarak diigtiniiliirse 7 gezisi t = a aninda U
kiimesinin 7 (a) noktasinda baglar, v yolu iizerinde gezinerek b aninda (b)
bitig noktasinda son bulur. Bu bize bir gezisel siralama verir. zg,,...,2, €
7 olmak tizere,

20 < < zp = Jtg < <tp zi=7(t;),i=0,...,n.

~v(t1) = v(t2) olsa bile eger t; < t2 ise y(t1) < y(t2) olduguna dikkat ediniz!
Ornegin m = 2 durumunda ii¢ boyutlu uzayimizda z-eksenini ¢t-zaman ekseni
olarak segersek, v(t) = (71(t),72(t)) olmak flizere, t; < t iken ~(t1) =
v(t2) olsa bile daima (1 (t1),v2(t1),t1) # (71(t2), v2(t2), t2) olur, dd. fiziksel
anlamda ayni noktadan farkli zamanlarda gectigimizden farkli olaylar s6z
konusudur. Gezilerimizin filmini ¢eksek, v~ gezisinin filmi «’nin filminin geri
sararak oynatilmasidir.

Gezimizi net olarak gorsellestirmek igin gerekli gordiigiimiiz yerde su
yolu izleyecegiz. v : [a,b] — C olmak fizere, bir a = tg < t; < -+ < t, =b
parcalanmigindan yola gikip zx = y(t)) noktalarimi olugturacagiz ve bunlari
{izerinde isaretleyecegiz. Gezi sirasinda yolumuzda en kisa yoldan zj,_;’den
zi'ye gegecegiz.

Ornegin Sekil 2.2’de oklar1 koymanus olsak da okur gezi hakkinda net
bir fikre sahip olur; kii¢lik dairemsi yolu saatin ters yoniinde iki kez tur-
ladigimiz, gezimizin bitig noktasinin z14 oldugu ve gezimizin sonuna dogru
yolumuzun bir kisminda geri doniis yaptigimiz oklar koymasak da hemen
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b
/ ' fa+r ta+r
a
ab

K _
r,a ’{r,a

Sekil 2.3: Temel geziler.

anlagilir. Ancak gezinin okur tarafindan dogru anlagilacagini diigiindiigiimiiz
yerlerde yalnizca oklarla yetinecegiz.

Ornek 2.2.3. 1. a,b € C olmak iizere, 7 : [0,1] — C gezisi
v({t) :==a+t(b—a)

ile tanimlanmig olsun. Bu geziyi % ile gosterecegiz (bkz. Sekil 2.3). Bu baglangi¢ noktasi
a, bitig noktas1 b olup a noktasindan b noktasina bir dogru iizerinde sabit b — a hiz ile
yapilan gezidir. Bu gezinin tersinin

) =a+O0+1-t)(b—a)=b+tla—b), 0<t<1

dolayisiyla ﬁ oldugu kolayca gortir. c% gezisinin izi diizlemde a ve b noktalarini birlegtiren
dogru pargasidir; bunu da [a, b] ile gosterip kapali aralik olarak adlandirmakta bir sakinca
gormeyecegiz.

2. a € Cve 0 < r € R olmak lizere, krq : [0,27] — C gezisi

Kra () :=a+ ret
olarak tammlansin (bkz. Sekil 2.3).%k/. ,(t) = ire’ oldugundan, n(t) := ix, 4(t) = —re'
saglanir. Dolayisiyla, her 0 < ¢ < 1 igin ko (t) + en(t) = a + r(1 — €)e’ € D,(a)
olur. Boylelikle, 5.3.2 altkisminda verilen tanima goére ko = @Dr(a), dd. kr o gezisi tam
da D,(a) dairesinin pozitif yonlenmis sinir gezisidir ve D,(a) bu gezinin matematiksel
anlamda da solunda kalir. Bu pozitif yonde bir kez yiirtinmiis a merkezli r yarigapli gember
gezisidir; bu gezide saatin ters yOniinde yiliriinmiistiir denir. Tanmim geregi

Bra(t) = kra(0+ 21 —t) =a+ re'®™ — g 4 re 0 <t < 2m
Dolayisiyla, tam da beklendigi gibi #,, ile Cr(a) ¢gemberini a + r noktasindan baglayarak
ve saatin ters yoniinde her noktasindan tam bir kez gegerek tekrar a+r noktasina dénerken
Kr.q ile Cr(a) gemberini a + r noktasindan baglayarak ve saat yoniinde her noktasindan
tam bir kez gecerek tekrar a+r noktasina doneriz. Bu gezilerin baglangi¢ ve bitig noktalar:
ayni a + r noktalaridir; bu geziler basit kapalidirlar. -0 ve k,_, yerine yalin olarak s, ve
K, yazacaglz.

Tanim 2.2.4 v : [a,b] — C gezisi verilsin. Eger [a,b] araliginin bir sonlu
a=ay < a <---<ap,=">b parcalams her bir vy, := v|[ay—1,a,] gezisi

4Bu noktada okura s. 417’ye gézatmasini éneririz.
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CF sumfindan olabilecek bigimde bulunabiliyorsa ve ancak bu durumda ~ bir
parcaly C* gezisidir denir. Bir U C C kiimesindeki parcaly C* gezilerinin
kiimesini QS(U) ile gdsterecegiz. g;f((C) yerine yaln olarak g;;’ yazacagiz.

Fonksiyonlar teorisinde bizi yalmizca & = 0,1 durumlari, dd. G°(U),
Gp(U) ve bir de ileride tammlayacagimz ve G*(U) ile gosterecegimiz integral
gezileri ilgilendirecektir. GY(U) yerine yalin olarak G(U) yazacagiz. Bu gezi
kiimeleri i¢in G}(U) € GY(U) C G(U) bagntilar gegerlidir. Son zamanlarda
yeglenen yol g[f(U) gezilerinden yola ¢gikmaktir. v € g;(U) ve f:y—=C
fonksiyonu siirekliyse f7 f integrali tanimlanir; ardindan Goursat Teoremi
kanitlandiktan sonra bu kez her v € G(U) gezisi (gezileri genislettik) ve her
holomorf f € H(U) igin (fonksiyon ailesini daralttik) f7 f tanimlanir. Biz
ise, once her v € G'(U) ve her siirekli f : v — C igin f7 f integralini tanim-
layacagiz ve Goursat Teoremi’nden sonra ise ayni seyi yapacagiz. Nigin daha
dar ve dikine olan g;(U )'den yola gikmadigimizi agiklamamiz gerekir. Bu-
nun nedeni bir yandan G*(U)’dan yola ¢ikmak biraz fazla zaman kaybina yol
acsa da gergel analizle olan bagi koparmaz ve en 6nemlisi bu yolla verilen
tanimin matematigin biitiinligi icinde kendiliginden anlagilir bir mantig:
vardir.

lleride her v € G (veya v € g;) gezisi ve her siirekli f : v — C igin
f7 [ integralini tanimlayacagiz. v gezisi bize 7’da tamimh C-degerli siirekli
fonksiyonlarin C(v) uzaynda

ile tamimlanan bir C-dogrusal 7 doniigiimiinii verecektir. Biz ~,n gibi iki
geziye 4 = 7] ise —integrasyon teorisi agisindan— ayn: gozi ile bakabiliriz;
ileride bu diigiince bize yon verecektir.
(i) @ < B ve a < b olmak tizere, ¢ : [, 8] — [a,b] bir tam esleme olsun.
@ ve ¢! siirekli ve ¢ kesin artansa, ¢ déniisiimiine bir (C-smifindan
(veya siirekli)) parametre doniisiimii denir.

1. v : [a,b] = C ven: [a,B] — C gezileri verilsin. Bir siirekli ¢
parametre doniistimii ile n = v o ¢ ise bu geziler denktir diyecek
ve bunu n ~ v ile gosterecegiz.

a < B ve a < b olmak tizere,

p(s) = ;_Z(S—Cl)+a, a<s<p

ile bir ¢ : [a, f] — [a, b] parametre dontigiimii tanimlanir. Bize bir v : [a, b] —
C gezisi ve a < B olmak iizere, herhangi bir [a, 5] aralig1 verildiginde elimizde
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n=vyc¢
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« B a b

Sekil 2.4: Parametre doniistimii.

daima [a, ] araliginda tanmiml ve 7 gezisine denk bir vy o ¢ : [a, ] — C
gezimiz vardir. Ayrica, ¢ her mertebeden siirekli tiirevlenebilir ve her s igin
daima ¢'(s) > 0 oldugundan, G¥’de caligildiginda da parametre araligimi
degistirmekte kullanilabilir.

Ozel olarak bir z € Cile v : [a,b] — C ve 1 : [a, 8] — C gezileri izleri
{z} olan ~(t) = z ve n(s) = z sabit gezileri olsunlar. Elbette n ~ v olur. Bu
nedenle, izi z noktast olan bir sabit gezi, tanym araligi ne olursa olsun, c, ile
gasterilecektir.

Parametre dontigiimleri kesin artandir ve tersleri de parametre dontigiim-
leridir. ~ bagintisinin diizlemdeki G geziler kiimesinde bir denklik bagintisi
oldugu apagiktir. R := G/ ~ olsun. v € G gezisinin ~ denklik bagintisina
gore G'de denklik smifin1 v ve v~ ’nin denklik smifiniysa v~ ile gosterelim.
~’ya ~ gezisinin rotasi diyelim.® Ayrica, izi @ noktasindan olusan sabit ge-
zinin rotasini ise ¢, ile gosterelim. Her bir n € v bu durumda ~ rotasini
izleyen bir gezidir. Bizim igin 6nemli olan rotalardir ve dolayisiyla rotalar
icin anlaml olan kavramlardir. Denklik siniflar1 i¢in tamimlanacak kavram-
larimiz adaylar {izerinden tanimlanir ve dolayisiyla bu kavramlarin adaydan
bagimsiz olduklar kamtlanmahdir. Ornegin geziler icin simdiye kadar ta-
nimladigimiz gezilerin 12, baslangic ve bitis noktalar:, basit gezi, kapaly gezi,
bir gezinin tersi, gezisel siralama gibi tim bu kavramlar denk gezilerde koru-
nan kavramlardir ve boylece v denklik siniflar, yani rotalar i¢in de anlamlb
kavramlardir. - rotamizin izini, baglangi¢c ve bitig noktalarini herhangi bir

5Su benzetme de oldukgca iyi fikir verir: Bir A sehrinden bir B gehrine giden ucaklar
uguslar1 (=gezileri) sirasinda belli rotalar izlerler. Her ugusun A baglangi¢ noktasi, B bitig
noktasi, izleyecegi yol, bu yol lizerindeki noktalardan gecis sirasi, ugus uzunlugu ortaktir.
Ancak, uguslarin siirelerinin ayni olmasi gerekmez ve genelde farklidir. Yine rota izlenirken
herhangi bir noktadaki hiz vektorlerinin yonleri ayni olsa da biiytikliikleri farkli olabilir.
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adaymin izi, baglangic ve bitis noktalar1 olarak tamimlarsak, bu tanimlar
kusursuzdur. Yine 7 rotamizin herhangi bir aday1 kapal (veya basit) ise ~
kapali (veya basittir) deriz ve bu tamimlar da kusursuzdur: n € ~ olmak
uzere,

by 1= by, Sy 1= Sy, ¥ 1= 1)

~’nin tersini herhangi bir adayimin tersinin denklik sinifi olarak tanimlarsak,
yine kusursuz bir tanim s6z konusudur. Bu tiir kavramlara rotasal diyelim.
Ozel olarak v € ~ oldugundan, v icin tanimlanacak rotasal kavramlarda -y
adayini kullanabiliriz ve bu, rotalara girmeyen kitaplarda verilen tanimlara
bir kosutluk saglar. Ornegin yukaridaki tanimlar: by = by, 54 1= 5,7 =

v olarak da verebiliriz. Biraz yukarida her zaman keyfi verilen bir [a, f]
araligini tamm bolgesi kabul eden bir 1 € v adaymin varlhigim gosterdik. Bu
nedenle, v’'nin parametre araligindan séz edilemez, dd. “parametre araligi”
kavrami rotasal degildir. Eger v ~ 7 ise v = 1 olmak zorundadir, ayrica her
¢ € v icin, v ve 1 gezilerinin ¢ noktasmdan v~ 1(c) ve n~(c) gegis kiimeleri
es giiclii olmak zorundadir.

Uzlagma: Aslinda R =G/ ~ rotalar uzayinda calismamiz gerekirken
—vaygin kullanimla bagi koparmamak adina— biz de genelde G’de ¢alisa-
cagz ve rotasal kavramlara iligkin onermeler s6z konusu oldugunda ~’nin
adaylarindan birinden digerine serbestge gecip bize uygun gelenle calisaca-
g1z. Ornegin ileride “7 gezimizin parametre araligini [a, 3] olarak segebiliriz”
dedigimizde gergekte bu “4'nin adaylarindan parametre araligi [, 5] olan bi-
rini segebiliriz ve bu aday1 da ~y ile gosterebiliriz’ anlamina gelecektir. G’de
caligirken tanmimlanan kavramlarin rotasal olanlarini belirtecegiz.

Not 2.2.5 G¥(U)'da cahsanlar bir ¢ : [a, 8] — [a,b] parametre doniisii-
miinden ¢'nin bir tam esleme olmasmin yani sira ¢ ve ¢! fonksiyonlarimim
CF—smifindan ve daima ¢'(t) > 0 olmasi anlarlar ve denkligi soyle tanim-
larlar: Eger v, n gezileri parcali C* gezileri ve C¥ simfindan bir ¢ : [o, ] —
[a, b] parametre doniigiimii ile n = 7 o ¢ ise, ve ancak bu durumda 7 gezisi

k
~ gezisine C* siifindan denktir denir ve bu 7 < v ile gosterilir. Bizim igin
parametre doniisiimii yukaridaki tanim anlaminda olacaktir. A

Not 2.2.6 v : [a,b] — C bir C* gezisi ise, v* := [~b,—a] — C gezisi
v*(s) := y(—s) olarak tammlansin. ¢ : [a,b] — [—b, —a] dontsimi ¢ (t) :=
t —a — b olarak tanimlanirsa bu, her k > 0 i¢in C* siufindan bir parametre
doniigtimiidiir ve

Y () =v(=pt) =v(a+b—1t) =7 (1),
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dd. v~ = ~* o ¢ oldugundan, v~ < ~v* elde ederiz, dolaysiyla v~ = ~*.
Bu nedenle, ayrica belirtmeseler de, aslinda rotalar diigiindiiklerinden, kimi
yazarlar v gezisinin tersi olarak v*’1 secer ve biz denk gezilere ayni goziiyle
bakacagimizdan ayni seyden s6z ediyor olacagiz. A

~; rotasimin bitig noktasi v, rotasimin baglangi¢ noktas: ise, y; U 2 yo-
lunda 6nce 4, rotasim ardindan -y, rotasini izlememizi bildiren rotaya, 4 ro-
tasimin v, rotasina eklenmesi diyecek ve bunu «,7, ile gosterecegiz. Hemen
sunu belirtelim ki n; € v, adaylarimi sectigimizde —her ne kadar s,, = by,
olsa da— bunlarin tamm bélgeleri [a;, b;] ise, by = ag olmas1 gerekmez! Bu
durumu biraz genelleyerek rotalarin eklenmesinin matematiksel tanimini iki
adimda verelim:

(1) ap < a1 < -+- < ay, olmak tizere, i = 1,...,n igin 7; : [a;—1,a;] = C
gezileri verilmis ve ¢ = 1,...,n — 1 i¢cin ;'nin bitis noktas1 7;4+1’in baglan-
gi¢ noktasi olsun. [ag, a,| araliginda vy|[a;—1,a;] := 7; olarak tammlanan ~

gezisini 7y17vya - - -y, ile gosterecegiz, dd. y1y2 - vn 1= 7y ve yy - -7y, ’den bu
gezinin denklik sinifin1 anlayacagiz, dd.

Vit Ve =Y

(2)i=1,...,niginv; € R ve 1 <i <n—1i¢in v, nin bitig noktas
v;+1in baslangi¢ noktasi olsun. «y; € «y; gezilerinin tanim kiimelerinin birinci
durumdaki gibi olmasi gerekmez. Gerekirse denk gezilere gegerek bu saglanir;
bir [« 5] araligini, onun uygun bir &« = ap < -+ < «a, = [ pargalanis
ile ; : Jai—1, 4] — C gezilerini ¢ = 1,...,n igin n; ~ ; olacak bi¢imde
segebiliriz. Simdi ilk durumdakine benzer bir durumdayiz ve n = n112 - - - 1,
gezisini olugturabiliriz. n € G ve

Y1V =N=T Ny

olarak tamimlanir. Eger v = vy - - -7, ise, 7y rotast v¢,7s,...,7, rotala-
rina parcgalanmistir denir.

Y1Yg - - Ynbammli ise, bunun herhangi bir adayimi, birinci durumda ol-
masak da, y1y2 - - - v ile gostermekte sakinca goriilmez.

Bu tanimdaki ne [o, 8] araligi ne de onun {5y, ..., (s} parcalams: tek
olarak belirli degillerdir. Ancak kolayca goriilecegi gibi bir bagka [/, f']
araligl, onun bir {3),...,5,} parcalams1 ve n} : [Bi_;,5]] — C gezileri

M~ N,y ~ 1, olarak verildiginde 7 ---n), ~ m -+ ny olur, dolayi-
styla tanimimiz kusursuzdur.

Bu geziyi silirdiirme isleminde ~; gezisinin bitis noktasinin ;41 gezisinin
baglangi¢ noktasina egit olmasi gerekmektedir. Bu nedenle, ;75 taniml iken
~Y97y1 taniml olmayabilir! v = 174 - - -7, ise elbette v~ = ~,, ---v5 7] -
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Baz kaynaklarda goyle bir yol izlendigini de gorebilirsiniz: ~y : [a, bx] —

R™ k = 1,2 gezileri verilsin ve v1(b1) := 72(az2) olsun. Bu durumda ~ :
[a1,b1 + by — ag] — C gezisi
7(t), ap <t <bh
V() =
Yot —bi +az), b1 <t<b+by—as

olarak tamimlanir. ~1y9 := -y olarak tanimlanir ve 1 - - -y, timevarimla ta-
mimlanir. ny =y ve by <t < by + by — ag igin n2(t) := y2(t — b1 + a2) olmak
lizere, v = mn2 ve bizim tanmmmimizla v,v, = v = 1;7my. Biz ;75 'nin
herhangi bir adayini y;v2 olarak gostermekte bir sakinca gérmeyecegimizi
belirtmistik, dolayisiyla v adayimizi da ;s ile gosterebiliriz ve ayni yerde-

yiz.
20,21, - - -, 2n € R™ olmak iizere,

A
20 Rp i/ 2Q0R1R1R2 " Zpn—12n

gezilerine ve bunlara denk olan gezilere poligonsal denir. Karigikligi 6n-
lemek icin, gerekirse Zo 2z yerine 2, ..., 2, yazacagiz. Bizi denk geziler
ilgilendirdiginden, Zo 2 poligonsal gezisinin tanim araligi olarak istedigi-
miz bozulmamig bir kapali aralig1 alabiliriz.

v : [a,b] = R™ gezisi verilsin. 7 gezisinin L(7) ile gosterecegimiz uzun-
lugundan ne anlayacagiz? Her seyden 6nce dogal olarak

n
L(zo—20) = > llze — 21|
k=1

olmasini isteyecegiz. R? = C durumunda ||z — zx_1|| = |2& — 2x_1] oldu-
gunu anmimsayalim. [a, b] arahgmin bir P = {to,t1,...,t,} pargalanig veril-
sin. z; := 7(t;) olmak iizere, by = 29 < 21<--- <2, = s, saglanr; P, :=
{z0,21,...,2n} ye ¥'mn P’ye iligkin parcalams: diyelim. wy,...,w, € v ol-
mak iizere, by = wo<w1< - - - <wy = s kogulunu saglayan her {wy, ..., Jn}’e
~’nin bir pargalanigi diyelim. Su iki gergek kolayca goriiliir: (1) 4’'nin her
{wo, ..., w,} parcalamsi [a,b] araliginin bir P parcalamgina iligkindir, (2)
n ~ 7 ise, n'nin parcalamsglar ile y'nin parcalamslar oértiigiir. Ozetle ~ rota-
sinin pargalaniglarini, herhangi bir adayimnin parcalaniglar: olarak tanimlaya-
biliriz. Parcalaniglar ve biraz agagida tammmlayacagimiz bir gezinin uzunlugu
da rotasal kavramlardir.

7p = (to) - - "}’(tnj = ’y(to)’y(tlﬁ . "Y(tn—l)')’(tnj

olsun. 7 := v|[tg_1, tx] olmak iizere, v = 71 - - -y, oldugundan, tanimlaya-
cagimiz uzunluk kavrami bir yandan L(y) = L(y1) + - - + L(y») kosulunu
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Sekil 2.5: Gezi uzunlugu.

saglamali, diger yandan, iki nokta arasindaki en kisa yol dogru yol olacagin-
dan, L(mp) < L(v) saglanmalidir. t;_1 < u < tj, ise, tiggen esitsizliginden

L(y(te—1)v(tr)) < L(y(tp—1)v(w)) + L(y(u)y(t))

olur. Bunun bir sonucu olarak, B yine [a, b] araliginin tiim pargalaniglarimin
kiimesini gostermek tizere, P,Q € B ve P C Q ise, L(mp) < L(mg) olur. Bu
irdelemeler bizi agagidaki tanima gotiiriir:

Tanim 2.2.7 : [a,b] — R™ gezisi verilsin.

L(y) = sup L(mp) = sup > _ ||y (tx) =7 (te-1) |
Peg Pep

olarak tanimlansin. L(y) < +oo ise, v gezisi bir integral gezisidir denir
ve bu durumda L(7y) gercel saypsina v gezisinin uzunlugu denir®. Integral
gezilerinin kiimesini G' ile bunlardan izi U kiimesinde olanlarin kiimesini
G{(U) ile gésterecegiz.

L(v)’ya v'nin degisimi de denir; bu adlandirmayla integral gezileri si-
nirh degisimli gezilerdir. v ~ nise L(y) = L(n) oldugu apagiktir, dd. sinerl

S~ gezisinin uzunlugu ile 7 yolunun uzunlugu ayri kavramlardir. Ornegin 7 yolu bir
Cr(a) gemberiyse, bu ¢emberin uzunlugu 277’dir; buna karsin L(7), biraz ileride 6rnekle-
digimiz gibi ¢ok degisik degerler alabilir.
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degisimli ve uzunluk kavramu rotasaldir ve L(7y) := L(7y) tanimi kusursuz-
dur. v'nin geometrik uzunlugu ile gezinin L(+y) uzunlugu farkli kavramlardir.
a =1ty <t <--- <ty =bolmak tlizere, v1 = 7|[to, t1], v2 := ¥|[t1, 4],
Y3 = |[ta,t7], va := Y|[t7,t10] ve v5 := 7|[t10,t11] olsunlar. Sekil 2.5’te
z; = y(t;) gosterimiyle bunu érnekledik. Bu durumda v = 7 - - - 5 ve biraz
ileride de belirtildigi gibi L(y) = Z?:l L(v;) ancak v yolunun geometrik

uzunlugu L(v1) + L(72) + L(~4) tiir. Gezimizin uzunlugu yolumuzun uzun-
lugundan L(vy3) + L(vs) kadar fazladir.

Not 2.2.8 (X,d) bir metrik uzay olmak tizere, (2.2.7) tamiminda herhangi
bir v : [a,b] - X doniigiimi ile

L() := sup L(7p) = sup > d(y(tk), (1))
S (S k=1

tanmimindan yola gikabiliriz. L(y) < +oo ise v dontisimii sinerle degisimlidir
denir. a < a < # < b olmak iizere, V2 (7) := L(y|[a, 8])’ya ynm [a, f]
araligindaki degisimi denir. Ozel olarak v = (71,...,%m) : [a,b] — R™
ise kolayca goriilecegi gibi v'nin sinirli degisimli olmasi her bir +;’nin sinirh
degisimli olmasmma denktir. Her tekdiize (monoton) 7 : [a,b] — R fonk-
siyonu smirl degisimlidir ve L(y) = V2(y) = |y(b) — 7(a)|. Dolayisiyla,
v = (Y1y---,Ym) : la,b] — R™ bir gezi ve her bir ~; tekdiize ise, 7 bir
integral gezisidir. A

Yine tanimdan kolayca goriilecegi gibi a = tg < --- < t, = b ve y =
Y|[tk—1, tx] olmak tizere, v : [a,b] — R™ fonksiyonunun bir integral gezisi
olmasi igin gerek ve yeter kogul her bir «; nin bir integral gezisi olmasidir ve
bu durumda

L(v) = L(y) + -+ L(vn)-

Ornek 2.2.9. Her siirekli 4'nin bir integral gezisi olmas: gerekmez. Ornegin v : 0,1] = R

siirekli gezisi 7(0) := 0 ve 0 < # < 1 iginse y(z) := xsin L olarak tammlansmn. n € N*
olmak iizere, z = -L ise y(z) = 0 ve . = ﬁ ise y(z) = ﬁ olur. Harmonik seri
iraksak oldugundan,

m 1 1 m 1

> (re) ()" S

n=1 2 n=1 2

toplamlar: tistten simirhi olamazlar!

Teorem 2.2.10 (i) C! sumfindan her v : [a,b] — R™ gezisi sonlu uzun-

lukludur ve )
L) = [ 1.
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(i) v : [a,b] — C stirekli ve bir a = ag < a1 < --- < a, = b parcalams
icin her v := v|[ax_1, ax] € C ise v sonlu uzunlukludur ve

L(y) = L(1) + -+ + L(7n)-

Kanit. (i) [a,b] araliginin her P = {to,...,t,} parcalams: igin (5.3.21) ile

t; n t; b
[ o= wi=[Iw
ti—1 i=1 Yti—1 a

dolayisiyla L(7) < f; |7/]] olur. Simdi ters yonii gorelim:
£ > 0 keyfi verilsin. 4" diizgiin siirekli oldugundan, bir § > 0 sayis1

n

Lmp) = > (k) =2t = Y
=1

=1

)

Vs, t € [a,b] (|s —tl <0 = Hw'(s) —'y'(t)H < 5)
olacak bi¢imde segilebilir. [a, b/'nin P = {tg, ..., t,} parcalams igin ||P|| < ¢

olsun. At; := t;—t;_; olmak tizere, her t;_; <t < t; i¢in ||/ (¢)|| < ||/ (t:)]|+€
ve dolayisiyla,

+ 8Ati

t;
JCERIOREY

t;
/ HV,H = H’Y/(ti)H At; + eAt; = '
t;
/ (v (t:) =)

i—1
t;
/
|
ti—1 ti—1

< ly(t) = y(tim)|| + eAt; + eAY;

S + + €Ati

ve bunlar1 ¢ =1, ..., n ic¢in toplayarak

b
I
a

elde ederiz. € > 0 keyfi oldugundan, bu bize H f ; o

< L(mp) +2e(b—a) < L(y) +2¢(b — a)

< L(7) esitsizligini

Verir.
(i) dogrudan (i)’den ¢ikar. [ |
Her seyden énce y(t) = (71(t), ..., m(t)) bir C! gezisiyse,

b b
o) = [l = [ e

gercel analizden de bildigimiz bir gercektir. Ozel olarak f : [a,b] — R siirekli

tiirevlenebilirse y(x) := (x, f(x)) ile tanimlanan 7 : [a,b] — R? gezisi C*
o _rb )

simifindandir ve uzunlugu L(y) = fa v 1+ f? olur.
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v :[0,1] = R™ ve k2, : [0,47] — R? gezileri sirasiyla a,b € R™ olmak
tizere, y(t) = a+t (b — a) ve ¢ € R? 0 < r € R olmak {izere, ’f%,c(t) = c+rett
olarak tanmimlanan geziler olsunlar. Her {i¢ v, k., fi%c gezisi de C! simfindan

oldugundan,
D= [ IWl= [ 1o-al=lo-al.

L(kye) = / HH,TCH = / ’zre’t‘ dt = / rdt = 27r,
0 0 0
4m 4 ) 4m

L(H,%C) = / H(ﬁz,c)/H = / ’irelt‘ dt = / rdt = 4nr
0 0 0

elde ederiz. Gezilerin uzunlugu kavrami sezgilerimizle ortiisiir. Iirc ile Cy(c)
gemberinde bir kez turlarken nr .
yollar1 aym C,(¢) cemberi olmasma karsin 2 gez1s1n1n uzunlugu Krc gezisi-
nin uzunlugunun iki katidir. Rotalara gegersek nr ¢ = Krckr,c oldugundan,
bu daha da net anlagilir. ’

ile iki kez turlarz; k. ve K, . gezilerinin

Problemler

Problem 2.2.1 b € C igin y(t) := e + be ™, 0 < t < 27 gezilerini
betimleyiniz.

Problem 2.2.2 v :[0,1] - C ve n: [-1,1] — C gezileri v(t) = t + it ve
n(t) = t? 4 it olsunlar. v = 1 oldugunu, ancak bu gezilerin denk olmadigin
gosteriniz. L(y) ve L(n)’y1 hesaplaymiz. v~ ve n~ gezilerinin agik ifadelerini
veriniz.

Problem 2.2.3 w € C olmak tizere, v : [a,b] — C ve 1 : [¢,d] — C gezileri
~(t) = w ve n(s) = w olarak verilmiglerse, v ~ 1 oldugunu gosteriniz. Sonug:
Cy sabit gezisinin tanim araligini herhangi bir bozulmamis aralik secebiliriz.

Problem 2.2.4 a,b > 0 ve v(t) = (acost,bsint) ise, v : [0,27] — C
gezisinin izini belirleyiniz.
Problem 2.2.5 a,b > 0 ve t € R igin 7(t) = (acosht,bsinht) ise, v(R)

goriintiisii nedir?

Problem 2.2.6 ~: [a,b] — C bir Lipschitz fonksiyonu ise, dd. bir M > 0
saysl ile her s,t € [a,b] icin |y(s) — v(t)| < M|s — t| gegerliyse, y'nin smirh
degisimli oldugunu gosteriniz.
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Problem 2.2.7 7 :[0,1] — C fonksiyonu

(1) = (1-1)e2™/0-" 0<t<1
7 0, t=1

olarak tanimlansin. v'min bir gezi, ancak bir integral gezisi olmadigini1 gos-
teriniz.

Problem 2.2.8 Teorem 2.2.10’dan C! smifindan her ~y gezisinin bir integral
gezisi oldugunu biliyoruz. Tiirevlenebilir v : [a,b] — C’nin bir integral gezisi
olmasi gerekmez! Ornegin v : [0,1] — C gezisi 7(0) := 0 ve 0 < x < 1 igin
v(t) := (t,t*cos(m/t?)) ise, y'nn tiirevlenebilir, ancak bir integral gezisi
olmadiginmi gosteriniz.

Problem 2.2.9 7 : [a,b] — C gezisi C!-stmifindan ve piiriizsiiz olsun, dd. da-
ima +/(t) # 0 olsun. [ = L() olmak {izere, () := fot 7' (u)du ile tanimlanan
¢ : [a,b] — [0,1], Cl-smifindan bir parametre doniigiimiidiir. 7 := yo ! ge-
zisi 7y gezisine denktir ve daima |n'(s)| = 1 gegerlidir; diferansiyel geometride
n parametrelenmesi yeglenir. Savlar1 kanitlayiniz.

Problem 2.2.10 Bir U C C acik kiimesi i¢in agagidakilerin denk oldugunu
gosteriniz:

(a) U'nun herhangi iki noktas1 U’da, kenarlar1 eksenlere kogut bir poli-
gonla birbirine baglanabilir.

(b) Vf = 0 kosulunu saglayan her f € C'(U,R) sabittir.

(c) U baglantilidir.

2.3 Stieltjes Integrali

Bu kisimda —oco < a < b < 400 varsayilacak, K ise R veya C olacaktur.
v : [a,b] = K gezisi daima simirli degigimli bir fonksiyon, dd. bir integral
gezisi olacaktir. Biz bu kisimda “siirli degisimli” sozciigiini yegleyecegiz.
a=ty <ty <-- <ty =">olmak lizere, P = {to,...,,t,} sonlu kiimesine
[a, b] kapali araliginin bir pargalanis1 ve

Pl := tr — tp_
1Pl = s [t s

sayisina ise P pargalaniginin normu denir. ;1 < 7 < t; olmak {izere,
pargalarindan 7 ogeleri segilmig P parcalamigimi kisaca P(7) ile gostere-
lim ve buna bir segili pargalamg diyelim. 7, = t; 6zel durumunda P(7)
yerine yalm olarak P yazalim. [a,b] arahgimim pargalamslarinin kiimesini
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yine ‘B ile, se¢ili parcalaniglarinin kiimesini ise B° ile gosterecegiz (Altki-
sium 5.3.2'ye bkz.). P,Q € P ve P C @ ise, @ parcalanigi P pargalanigimin
bir incelmisidir denir; bu durumda elbette ||Q| < [|P]|. Her § > 0 igin
Bs :={P €P| || P|| <} veP5 :={P € P*|||P|| <} olsun.

f:[a,b] = Kve P(1) € B* i¢in

S(£,P(1),7) = > f(r) (¥(t) = ¥(tr-1))
k=1

olarak tanimlansin.

Uyar:: v gezisi 7 yolunda geri déniigler yapabileceginden, yolumuzdaki
~(t) noktasi daha once gegtigimiz bir nokta, hatta ~(tx_1) noktasi bile
olabilir!

Tanim 2.3.1 f,7v:[a,b] = K ve I € K olsun. Ancak ve ancak
Ve>0 30 >0 VP(1) e Bi |S(f,P(1),y)—I]<e

olmasiy durumunda

b
/fdv::I:: lim S(f,P,~)

[1Pl|—0

olarak tanwymlanr ve ff fdv saypsina f fonksiyonunun [a,b] araliginda v ya
gore Stieltjes integrali denir.

Not 2.3.2 K = R ve v(t) = t 6zel durumunda f; fd~ bilindik ff f(t)dt
Riemann integraline doniisiir. A

Lemma 2.3.3 ~ : [a,b] — K sinwrle degisimli, P = {to,...,tn} ise [a,b]
araliganin bir parcalanisy olsun. Her [tp_1,tx] araliginda f fonksiyonunun
salimama’ o sayisindan kiicik olsun. Bu kosullarda P C Q olmak tzere, her
segili P(1), Q(7") i¢in

‘S(fa P(T)a’)/) - S(f,Q(T/),’}/)‘ < UL(7>
Kanit. z; := 7(t;) olsun. [tx_1,t;] araligi @’daki yeni noktalarla t;_1 =

tho <t < -+ < ty, = tj olarak parcalanmis ve zl;j = v(t;cj) olsun.
L == L(v) ve 7 = 7[[ty—1,tx] olmak iizere, Ly = L(y) olsun. 7, ve 77,

"“salimim” ve wy, wy (o) kavramlari igin 5.2.2 altkismina bakiniz.
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secili noktalarimiz olmak tizere, zj, — zp—1 = ?k:l(zfﬂj — 2, j—l) oldugundan,
P
di. := f(7h) (2K — 2k-1) — Z f(Tléj)(Z;cj - Zl/c,j—l)
j=1

=31 () = F) ks = #hyo)

=1

k
J=

ve boylece

Pk
il <o) |2y = 2| < oLk
j=1

olur ve buradan

1S(f, P(7),7) = S(£,Q(7"),7)| =

idk < i‘dﬂ < UiLk =olL
k=1 k=1 k=1

elde edilir. ]

Teorem 2.3.4 7 : [a,b] — K sinurly degisimli ise, her sirekli f : [a,b] — K
fonksiyonu v ya gore [a,b] ’de Stieltjes integrallenebilir ve

b
/fmﬂsnﬂmﬂLw» (2.1)

ara noktalarinan segiminden bagimsiz olarak

b
[ fdr = tim_S(5.P.0))

Sonug 2.3.5 Sirekli f : [a,b] — R fonksiyonlar: [a,b]’de Riemann integ-
rallenebilir.

Kanit. L(y) = 0 ise, dd. v tek noktadan olusuyorsa acik¢a her P(7) icin
S(f,P(1),v) = 0 oldugundan, Elfab fdy = 0. Simdi L := L(y) > 0 olsun.
€ > 0 keyfi verilsin.

(1) f fonksiyonu [a,b]’de diizgin siirekli oldugundan, bir § > 0 saysi
wy(6) < 47 olacak bicimde segilebilir. P,Q € Bs keyfi verilsinler. R ise P
ve (Q’'nun bir ortak incelmigi, érnegin R = P U @ olmak flizere, ara noktalar
nasil secilmis olursa olsunlar, Onsav 2.3.3’ten

9 9
HISULRA) - S(LQ <25L=2 (22)
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olur.

(2) 6 > 0 sayumz (1)’deki olsun. Simdi P,, € P, lim || B,|| = 0 ve oy, :=
S(f, Pu(:),7y) olsun. Bir ng € N sayist her n > ng icin ||P,|| < ¢ olacak
bigimde secilirse (2.2) ile

€
Vn,m > ng ;o — <§

olur. Dolayisiyla, (ay,) C K bir Cauchy dizisidir ve yakinsaktir. I := lim ay,
olsun. n; dogal sayisi her n > ny igin |a,, — I| < § olacak bicimde segilsin.
Ny = max{ng, ni} olsun. Her P € B3 i¢in

‘S(fap(>77) _I‘ < ‘S<fvp<')a7)_an*

e €
+]an*—l|<§+§:€.

Boylece

b
lim S(f,Pa(),7) =1 = lim S(f,P.7)= / fdv.

n—-+o0 [|P||—0

(3) o sayilan (2)’dekiler olmak tizere, her n igin [am| < [|f |4 L(7) ve
I = lim o, oldugundan,

b
/ fdy‘ = 1] = lim |an| < || fll0p LO0)-

Sonug i¢in y(t) = ¢ alimz. [ |

Not 2.3.6 f : [a,b] - C, u :== Ref, v := Im f ve P ise [a,b]’nin bir
parcalanigi olsun. v(¢) = t oldugunda S(f, P,) yerine yalin olarak S(f, P)
yazalim. Elbette

S(f,P)=SRef,P)+iS(Im f,P) = S(u, P) +iS(v, P)
olur. f stirekli olsun; bu durumda u ve v de siireklidirler. (P,) C P dizisi

lim || P, || = 0 kosulunu saglasin. ay, := S(f, P,), ayn := Reay, = S(u, P,,) ve
by, :=Im a,, = S(v, P,,) olmak {izere,

b b b
I= / f(t)dt =lima, = lima, + ilimb, = / u(t)dt + z/ v(t)dt.
a a a
Bu sonug, (2.1.1) tamimiyla ortiisiir. A

f :]a,b] — C siirekli ve 7 : [a,b] — C bir integral gezisi olsun. ¢ := Re~y
ve 1) := Im ~y fonksiyonlar1 da integral gezileridir. u := Re f,v := Im f olmak
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tizere, her P (1) secili parcalams icin f(7x)(v(tx) — v(tx—1)) ifadesi u, v, @ ve
) tiriinden yazilirsa kolayca

S(f, P,y) = S(u, P,p) = S(v, P,p) +i[S(u, P,v) + S(v, P, ¢)]
elde edilir. Bu bize agagidaki 6nermeyi verir:

Onerme 2.3.7 ~ : [a,b] — C bir integral gezisi ve v = @ + it ise, her
strekli f = u+iv : [a,b] — C igin

/abfd’YZ/abudgo—/abvdw+i[/abudw—i-/abvdgp]. (2.3)

(2.3) akilda su sgekilde tutulabilir: f = u+iv ve v = ¢ + 1) igin bigimsel
olarak dy = dy + idiy yazip kompleks sayilari ¢arpar gibi

fdvy = (u+ ) (dp + idy) = udp — vdp + i[udyp + vdyp]

ifadesine ulagilir. Her iki tarafa ff konur ve sagdaki dagitilir.
Simdi ~y bir C! gezisi oldugunda onemli bir teorem verecegiz. Bu durumda
f fd~y Stieltjes integrali f ()7 (t)dt Riemann integraline doniigtir.

Teorem 2.3.8 7 : [a,b] — C bir parcal C* gezisiyse, her siirekli f : [a,b] —

C i¢in
/abfdvz/abfw’z/:f(t)fy’(t)dt. (2.4)

Kanit. v = ¢ + i) fonksiyonun parcali C' smifindan olmasi ¢ ve ) fonksi-
yonlarim parcali C! sinifindan olmasi demektir. Bu ve Onerme 2.3.7°den do-
lay1, (2.4) formiiliinii v : [a, b] — R fonksiyonu C! siifindan ve f : [a,b] — R
siirekli iken kanitlamak yeterlidir. v ve f bdyle olsunlar.

P(7) secili pargalanig verilmis olsun. v fonksiyonu her [t;_1, t] araliginda
stirekli tiirevlenebilir oldugundan, bir ¢}, € [tx_1, ti]

Y(tr) = y(th—1) = 7' () (tk — te—1)

olacak bi¢cimde bulunabilir. Bu durumda

S(f Zf ) [Y(tk) — Y(t—1)] = D F ()Y (1) (tk — tr)
g
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dolayisiyla,

|S(f, P(1),7) = S(f7, P(r))]| = = ()]t — tr-1)

IN

(1) =7 (T (tk = te—1)

E
i

k

Il
_,_.

Fliag @y (PN (b= a).

7' fonksiyonu [a, b] araliginda diizgiin siirekli oldugundan, lim pjj_, w+ (|| P]])
= 0 elde edilir. Boylece, (2.3.4) ile

b
/fdv— lm S(f,P(r),7) = lim S(f+/,P /fv

1Pl— I1Pll—

olur. [ |

Not 2.3.9 Stieltjes integralinin tanimindan kolayca goriilebilecek baz1 ger-
gekleri siralayalim: f, g € Cla,b] ve v,n : [a,b] — C smurh degigimli olmak
uzere:

1. a <ec<bise, fab fdy = [ fdy + fcb fdr.

2. Vo, B € C icin f: (af +Bg)dy = af:fd*y:tﬂf:gd’y.
3. Va,B € Cicin [*fd(ay+ fn) =a [’ fdy+ 5 [ fdn.
4

ca=ap<a; < - <a,=bve g :="|lag_1,ax] ise —ki bu durumda
Y =1V, olacaktir—,

/ fiy =3[ jan

1(lk1

b
5. (fn) C Cla,b] ve fp [a:; f ise fab fdy = limf: frdry.
Burada (5) igin (2.1)’in kullamlacagimi belirtmekle yetinecegiz. Digerleri dog-

rudan tanimdan gikar. A

Teorem 2.3.10 7 : [a,b] — C parcal C* simifindan ve bir P = {to,...,t,}
parcalanisy i¢in her bir v, = v|lap_1,ax] gezisi C' simfindan olsun. Bu
durumda, her sirekli f : [a,b] — C ig¢in

/ fr =3[ peyy e

klakl

Kanit. Dogrudan (2.3.8) ve (2.3.9) 4.’ten gikar. [ |
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Problemler

Problem 2.3.1 Not 2.3.9’daki 6nermeleri kanitlayiniz.

2.4 Gezisel Integraller

Tanmim 2.4.1 v : [a,b] — C bir integral gezisi ve f:~v — C siirekliyse,

/f !/f (h-—/Kfova

sayisina | fonksiyonunun v gezisi boyunca integrali denir.

Veriler tammdaki gibi olmak tizere, P = {tg,...,t,}, [a,b] araligimn bir
parcalanigi olsun. zg := y(tx) ve & = (%) igin
S(fov,P(r),y }jfgk ) (21 — 25-1)
oldugundan,

[ 1= [ s = §:f§k s ) (2.

saglanir. Stieltjes integraline girmeyen kltaplarda (2.5)teki limit eger varsa,
f7 f'nin tanimi olarak secilir. Bu ifade bize Riemann integralinin taniminm
ammsatmaktadir. v yolunda ~y gezisi ile gezinirken f fonksiyonun degerleri ile
bir Yy f(&k)(zk —2j,_1) toplamas: yapiyoruz. y’nm tanimladig siralamayla
20 R & Rz & R &, =z, oldugunu biliyoruz; ancak bu siralama
i # jicin z; = z5, z; = & veya & = & olmasimu diglamaz. Aslinda v ve P
pargalanigindan yola ¢ikmak yerine « rotasindan ve onun zg <z < --- X 2z,
parcalaniglar: ve 2z = & = zpy1 kosulunu saglayan ara noktalarla ¢aligmak
daha yalin ve uygundur.

Not 2.4.2 Bazen yukanidaki (2.5) esitliginde, sagdaki > 7, f(&) (2 —2k—1)
toplam yerine > ;_, f(&x)(Zk — Zx—1) alarak

n

/f HPH kz (&) (Zk — Zh—1)

integrali tanimlanir. Ancak F(t) := y(t), g(%) := f(2), wp = Z ve gy := &
olmak iizere,

D) @R —zn) = D g(m) (wy — wi—1)
1

k=1

B
Il
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oldugundan, f,y f(z)dz = fﬁg(w)dw elde ederiz. Dolayisiyla, f,y f(z)dz ti-
pinde integralleri incelemek yeterlidir.
Ayrica, (2.5)'te Yy (&) (2K — 2zx—1) verine >, f(&k) |26 — 2k—1] ala-

rak
/Vfdsz/vf!dz\: Jim Zfﬁk 2k — 2]

integrali tanimlanir. A

7 : [a,b] = C bir C! gezisi ve f:~y — C siirekliyse, (2.3.8) ile

/fZ/b(fov)dvz/a ow—/f Ditve  (26)
/fds_/f|dz\ / FO ) (1)t (2.7)

elde edilir. g := (f o)y olmak tizere, f f= fb Reg+1 fb Im g olur. Ayrica,
(2.7)de f =1 alwsak, [ ds= [ |dz| = f |7/ (t)|dt = L() elde ederiz.

Kimi yazarlar Stieltjes integrallerine girmez ve yalmzca C' gezileri ile
galigirlar ve bizim igin sonug olan (2.6)’y1 tanim olarak segerler.

Onerme 2.4.3 ~;[a,b] — C bir integral gezisi ve f : v — C siirekli olsun.
i) n~ey ise, [, f = J, f

(i) a=ag < a1 < <ap=>bvey:=7|[ar—1,ax] ise,

/7f=/mf+~-+ s

(iii) [, =~ 1.

Kanit. (i) n : [o, 8] — C, ¢ : [, 8] — [a,b] bir parametre doniislimii ve
n = 7 o ¢ olsun. ¢ siirekli, kesin artan ve tizerinedir. [a, 5] araliginin her
Q = {so,-..,sn} parcalanig1 bize t; = @(s) olmak tlizere, [a,b] araliginin
bir P = {to,...,t,} par¢alanigini verir.

Ty,p i=7(to) - - "Y(tn$ ve Ty, = 1n(s0) - 77(375

olsun. z; = n(sg) = (p(sk)) = () oldugundan, agkca L(myq) =
L(m, p) < L(v) olur; dolayisiyla, her seyden 6nce n bir integral gezisidir.
Tersine [a, b]'nin her P parcalams bize L(m, g) = L(7,p) olan [«, 3]'nin bir
@ parcalamigini verdiginden, su an igin bizi ilgilendirmese de L(n) = L(7).
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en > 0 gergel sayilari €, | 0 olacak bigimde segilsinler. ¢ diizgiin si-
rekli oldugundan, her ¢, ig¢in bir 4, sayis1 0 < 0, < &, ve [a,f] arali-
gidaki |s — §’| < §, kogulunu saglayan her s,s’ icin |p(s) — ¢(s)] < e,
olacak big¢imde secilsin. Elbette limd,, = 0. Simdi @, = {sn,0,-- - Sn.m. }
[, B] araliginin ||@Qy|| < dp, kosulunu saglayan bir parcalanisi ise, P,
{p(81,0)5- -+ ¢(Snmn)} de [a,b] araligmm ||P,|| < &, kosulun saglayan bir
parcalamigidir. lim ||@Qy || = lim || P, || = 0 oldugundan, (2.3.4) ile

/f / o m)dn = lim S(f © 1, Qo)
= lim Z(f o n)(sn,i)[N(sn,i) — n(sn,i-1)]
= hmz 0 7)(@(5n,0))[V(@(sni)) — v(e(sn,i-1))]

= lim S(f 7, Pa, ) Z/ab(fo'ymz/vf

elde ederiz.

ii) Dogrudan Not 2.3.9(4)’ten ¢ikar.

i) [a,b]’nin bir seg11m1§ parcalamigt P(7) = {to,...,t,} ise, y'ya gore
021 & 2 R, Xz, olan siralama 47 igin 2, 2 &, X 21 X
no1 2o 2 & X 29 siralamasina doniigiir. Bu nedenle,

S(foy™, P(r),y7) = =5(f o, P(7),7)

olur ve savimiz (2.5) ile buradan gikar. [ |

Not 2.4.4 Onerme 2.4.3(i)’den dolay1, gezisel integral kavrami gergekten
de rotasaldir ve her v € G* ve her siirekli f : 7 — C igin n € 7 olmak iizere,

Lf:éf

tanimi kusursuzdur; 6zellikle daima f,y f= fv f oldugundan, ileride herhangi
bir gezisel integralde gecen tiim v, A, n, ... gezileri yerine onlarin v, A, n, ...
rotalarimi ve tim L(vy), L(A), L(n),... yerine L(v), L(X), L(n),... yazabi-
liriz. 7 = ¢, bir sabit gezi ise, her f : {w} — Cicin [, f = 0 oldugu
apagiktir.

(i) f:o = Cigin [|f]l, = sup.ey [f(2)] = I f]l,-

i) [ f=JzT
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(iii) Eger ~ gezisinin baglangig noktasi z ve bitis noktasi w ise ve bunu
vurgulamak bizim i¢in 6nemliyse, f7 f yerine fzw7 f yazacagz.
A

(2.5) esitliginin bir basit sonucu sudur: v'nin baglangig noktas: z ve bitis
noktasi w ve ayrica f : v — C bir sabit fonksiyon ise, érnegin f(§) = c ise,
her P parcalamst igin > p_; f(&k) (2 — 26—1) = c¢(w — z) olacagindan, daima

/Zw c=clw—2) (2.8)

77
olur.

Teorem 2.4.5 vy integral gezisi, f,g:~v — C siirekli ve a € C ise:
(i) (fg)= [, f+ [ gve [af=al f
(i) | [, 1] < L) 11,

Kamnit. (i) dogrudan Tanim 2.4.1 ve Stieltjes integrallerinin ozelliklerinden
gikar. (ii) ise (2.5) ve

<Y Al 25 = 26l < D FIL L)

(2 — 2k-1)

esitsizliginden cikar. ]

Teorem 2.4.6 (i) ~ bir integral gezisi, (fn) C C(v,C), fn =, fise, f
de vy da sireklidir ve

Alehﬁwﬂmlh.

(i) v bir integral gezisi, (fn) C C(7,C) ve Y fn serisi vy iizerinde f fonk-
siyonuna dizgin yakinsaksa f de ’da siireklidir ve

/f /an Z/fn

Kanit. (i) f fonksiyonunun siirekliligi agikardir ve sav dogrudan
[ 5= [ < eis - 11,
gl gl

(ii) sp = > p_o fn olmak lizere, varsaymmimz s, N f demektir.
(i)’den dolay1 f siirekli ve hmf Sp = f f demektir ki f Sn = Y op of fk
oldugundan, bu, tam da sav1m1zd1r

esitsizliginden cikar.
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Teorem 2.4.7 (Degisken degistirme) U,V C C agik kimeler, g : V —
U holomorf, v € g; (V) ve f:U — C siirekli ise

/gwf:/y(fog)g'

veya acgik yazlimla
fwidw = [ fg()g )iz, w=g(). dw=g/(2)dz
9oy gl

Kamit. (i) v € GY(V) ve v : [a,b] — V olsun. Bu durumda g oy € G}(U)
olur ve

b
Lfmm:/ﬂmwm@www
b

:/mewwww@wwﬁ

a

b
=/mmmwwwwwﬁ=/wwmwww.

(ii) 7; € GY(V) olmak iizere, ¥ =1 - - ise goy = (goy1)--- (g0 V)
olacagindan,

elde ederiz. |

Ileride holomorf fonksiyonlarm herhangi bir gezi iizerinden integralini
tanimlayacagiz ve bu teoremin v € G(V') gezileri i¢in de dogru oldugunu
kanitlayacagiz (bkz. Teorem 2.8.7)).

U C C agik kiimesinde bir v : [a,b] — U gezisi verilsin. U’da v boyunca
bir By, ..., B, bolgeler zincirinden sunu anlayacagiz: [a,b] araligimin bir
ap =ty < t; < --- <ty = b parcalamisi ve 1 < k < n i¢in v := v|[tk—1, tx]
olmak iizere, By C U bdlgeleri v, C Bi_1 N By olacak bigimde verilmig
olacaklar. Béyle bir durumda By, ..., B, bodlgeler dizisinin v = ~1-- vy,
parcalamigina veya P = {to,...,t,} parcalamigina uydugunu siyleyecegiz.
Ozel olarak By, bolgeleri z;, = v(t;) merkezli ve U’da olan D,, (z1) daireleri
se¢ilmigse o zaman U’da v boyunca v = =i ---7, parcalanigina uyan bir
daireler zincirinden sz edecegiz. Kenarlar eksenlere kosut olan poligonsal
gezilere ise 1zgara gezileri diyelim.
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Sekil 2.6: Bolgeler ve daireler zincirleri.

Daha yalin bir s6ylemle U’daki ~ rotasinin bir 4, - - - ,, parcalanig: veril-
mig ve U’daki By, ..., By, bolgeleriile ¢ C Br_1NBy saglanmigsa By, ..., By
bolgeleri U’da « boyunca, dolayisiyla, her € v boyunca, bir bolgeler zin-
ciridir.

Onerme 2.4.8 Q agk kiimesinde bir v : [a,b] — Q gezisi verilsin. Bir
d > 0 sayuse [a, b] arabigumn || P|| < 0 kosulunu saglayan her P par¢alanisina
iliskin Q’da v boyunca P parcalanmisina uyan bir daireler zinciri bulunabilecek
bicimde vardar.

Kamnit. 7 bir sabit geziyse kanitlanacak bir sey yoktur, D, (y(a)) C © kosu-
lunu saglayan bir tek daire igimizi goriir. Simdi ~y bir sabit gezi olmasin.

Eger Q = C ise igimiz yine kolaydir. 4 kompakt oldugundan, d(y) =
SUp, e |2 — w| sonludur. Bu durumda herhangi bir a =ty < --- < t, = b
parcalanigi icin z; = v(t) ve 7 = 2d(y) olmak iizere, D,(z),..., Dr(2y)
daireleri v boyunca bu pargalaniga uyan bir daireler zinciridir. Tartigilan iki
durumda da § := r igimizi goriir.

Simdi ©Q # C olsun. v kompakt ve 9Q # () kapali ve v N 9Q = () oldu-
gundan, Onsav 5.2.20 ile d := d(v,09) > 0. v diizgiin siirekli oldugundan,
bir § > 0 sayis1 B

Vit € fa,b] (|t—t|<6= |y(t) — ()| < d)

olacak bigimde vardir. [a, b] araliginin P = {ty, ..., t,} parcalanigi i¢in || P|| <
0 saglansin. Bu durumda, her t;_1 <t <t icin |y(t) — zx| = |7(t) — v(tx)| <
d oldugundan, v := 7|[tp_1,tx] olmak tizere, vz C Dgy(zx) ve benzer bi-
cimde 4, C Dg(z—1) ve béylece vi C Dg(zi—1) N Dy(zx) olur. Dolayisiyla,
Dy(z0), ..., Dg(z,) daireleri ’da v boyunca P parcalamsma uyan bir da-

ireler zinciridir. [ |

Dy, ..., D, daireleri Q'da v = 71 ---v, parcalanigina uyan bir daire-
ler zinciri olsun ve bu pargalanig ise bir P = {to,...,t,} parcalams ile
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Sekil 2.7: Gezilere poligon ve 1zgaralarla yaklagim.

verilmig olsun. Daireler digbiikey kiimeler oldugundan, Ilp := Z()—>Zn poli-
gonu da 2’dadir. IIp poligonunun koselerinin -y tizerinde oldugunu not ede-
lim. 2z = x4ty olmak iizere, ZZ+1 noktasi olarak Tk+1Yk+1 Veya Tg41+1Yk
noktasini alirsak, 22} 11%k+1 12gara gezisi Dy, dairesindedir. zjz] L1%k+1 8-
zisinden bir parametre doniigiimii ile kendisine denk ¢f : [tx—1,tx] — Dy
gezisine gecelim. Bu poligonumuzda her bir sz—M> gezisini Dy dairesinde
secilen uygun bir z;, , noktasi ile tx41 1= 22} 211 12gara g(\%zisi ile degis-

tirirsek, yine ©2’da olan bir tp 1=ty -+ ty, = 202721 - - Zn—1%,,2n 12gara gezisi
elde ederiz. Bu Ilp poligonu ve tp 1zgara gezisi bizim i¢in ~ gezisine 2’da
yaklagimlar olacaklardir. Bu gosterimlerle

Sonug 2.4.9 Q C C agik, v € G(Q) ve Q’daki Dy, ..., D, daireleri vy’nin
bir P par¢alanist ile belirlenmis v = 1 - - - v par¢alanigina uyan bir daireler
zinciriyse, yine §)’daki Ilp := Zo 2z poligonu ve L = 11 -+ - Ly 129070 §ezisi
i¢in [zg—1, 25) C Di—1 N Dy ve 1, C Di—1 N Dy, saglanar.

Teorem 2.4.10 U C C agik ve v : [a,b] — U bir integral gezisi ve f :
U — C siirekli olsun. Her € > 0 sayisina karsilik bir § > 0 sayise ve U’da
bir Il =29 2, poligonu ve bir v 1zgara gezisi asagidaki kosullar saglanacak
bicimde vardar:
(i) v ve Il'nin baglangi¢ ve bitis noktalary ortigir ve 11 poligonunun zy,
késelert v’dadur; 11 poligonun kdselert zg = z1 <X -++ =X z, ise L 1zgarast
20 R 2] 3 21 Ry =2 R zp X 2y bigimandedir.
(ii) I, C Vs(y) C U, yani poligonumuz ve 1zgaramuz v 'min § komsulugun-
dadar,

(iii) ’fvf—fnf‘<ave‘f,yf—fbf‘<€.
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(iv) Istenirse I ve v 'man dnceden verilen ve 5 yu igeren herhangi bir Vy(v)
seridinde olmasy saglanabilir.

Kamnit. « bir sabit geziyse kanitlanacak bir gsey yoktur. L(v) > 0 olsun.

Q=Cised=1,veQ+#Cised=d(y,00) olsun. K := Vy/5(7) kiimesi
kompakttir ve K C €. Simdi f fonksiyonu K kompakt kiimesinde siirekli
oldugundan, bir §” > 0 sayisim

Vo,we K <|z —w| < 8" = |f(2) — f(w)] < 2;@) (2.9)

olacak bigimde segebiliriz. Son olarak ¢"” > 0 sayisim w4 (6"”) < d/2 olacak
bigimde segelim, dd. her ¢,t € [a, b] i¢in |t — /| < §"" ise |y(t) — ~(t')| < d/2
olsun. § := min {0’, ", 6"} olsun. Simdi P = {to, ..., t,} parcalams: ||P| <
§ olacak bicimde secilsin. Onerme 2.4.8’in kanitindan goriilebilecegi gibi
Dgj2(20), - - -, Dgja(2n) daireleri v boyunca P pargalamgina uyan Vyo(v)'da
bir zincirdir. Dolaysiyla, II = z9z] - - m poligonu Vasa(y) € Qdadir.
Ote yandan, (2.8)’den f(z) (zx — 2x_1) fm f(z) oldugunu biliyoruz.
Boylelikle,

‘/f—zyvm%—%l (f — f(z0)
I k=1 21
||f f(zk)sz 12f ‘Zk — Rk—1
k=1
13 3
=ary =3

elde ederiz. Buradansa S(f,P,v) = > p_; f(zk)(zk — 2k—1) olmak {izere,

(2.10) ve (2.9) ile
s

hils
+-=¢€

Zf (2) (2 — 26-1) — /

II

/

™

<

| ™
[\

elde ederiz.

e > 0 keyfi verilsin. Savimiz1 6nce poligonlar i¢in kanitlayacagiz. 6’ > 0
sayist [a, b] araliginin || P|| < ¢’ kosulunu saglayan her P pargalanigi ve her
T seg¢imi i¢in

/f—ﬂﬂmﬂm><
v

| ™
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olacak bicimde secilsin. Ozel olarak 7 = t;, secersek, z; = 7(¢1) olmak iizere,
P ={tg,...,tn} ve |P| < ¢ ise

/f -3 e - )| < (2.10)
v k=1

olur.

(iv) Poligonumuzun bir V;(7) seridinde olmasim istiyorsak, yukarida
U’da yaptiklarmuz U’ := U N V() acik seridinde tekrarlariz.

Simdi & > 0 verilsin ve ¢/ = ¢/3 olsun. T" poligonu yukaridaki kogullar

saglayacak ve ‘ f7 - fH f‘ < £’ olacak ve (2.9) ise ¢ ile saglanacak bigimde
bicimde segilsin. ¢ 1zgarasi Dd/Q(Zk;) dairelerinde uygun secilen z; noktala-

riyla olugturulsun. v := 2p_12; 2 olmak iizere, L = 11 -+ 1y, Ve A\, = L2281
izi Dg/9(2;) dairesinde olan bir kapal yoldur ve L(Ax) < 3|z — 2zp—1] <
3L(~k). Burada v = 7| [tk—1, tx]. Dolayisiyla,

/

/ka—/sz = Af' < 3LOW /1, < 3L0OW57
[ Jo =B ([ ) = o =5

/Yf—/bfé/vf—/nf‘Jr/Hf—/Lf

olur. |
Kanitin [7] ve [64]te bulabileceginiz, bu baglamda 6nemli bir teoremi

<£+§—€
2 2

kanitsiz verelim:

Teorem 2.4.11 B C C bir sznarl bolge ve OB bir basit kapali integral gezisi
ve f € C(B) olsun. Her € > 0 igin izi B’de olan basit kapal bir Tl poligonu

Jut = 1)<

Bu teoremin Teorem 2.4.10’a gore fazladan 6nemli istegi Iz poligonunun
basit kapali olmasidir.

Teorem 2.4.12 U C C agk, f € H(U) ve f' € C(U) ise (ileride, her
f € HU) igin f' € C(U) oldugunu gérecejiz), her v € GX(U) igin

/ £ = f(s5) = £(bs): (2.11)
:

Ozellikle her kapal v € GH(U) igin I, f=o.

olacak bicimde vardar.
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Kanit. (1) v € G! ve v : [a,b] — U olsun.

b b
' = "(v()Y (t)dt = o~ dt
Lf | rowr o= [ (o
= f(v(b)) — f(v(a)) = f(s4) — f(by).
)71, €GHU)vey =717 € Q;(U) olsun. 7 gezisinin baglangig

noktasina zj_1 ve bitig noktasina z, dersek ve bu durumda b, = zgve z, = s,
oldugunu gozetirsek,

~ [ (0
S e
/Y ; Zk—1,Vk

elde edilir.
(3) v € GH(U) olsun ve £ > 0 keyfi verilsin. Onerme 2.4.8 ile ug noktalar

(f(zr) = f(zr-1)) = f(sy) = f(by)

n
k=0

~'nin ug noktalariyla ortiigen U’da bir II poligonu ’ f7 f- fn f ‘ < € olacak
bigimde bulunabilir. IT € G} (U) oldugundan, (2) ile

<e€

/ J' = (F(s9) = F(by)

elde ederiz. € > 0 keyfi oldugundan, f7 "= f(sy) — f(by) olur.
v € GY(U) kapaliysa by, = s, olacagindan, f7 f' =0 olur. [ |

Not 2.4.13 (1) f € A(U) ise teoremin kosulu saglanr. (2.11) formiiliine
Kompleks Analizin Anateoremi olarak bakabiliriz.

(2) Her Cq,z, acik kiimesinde log,, ., holomorftur ve (log, ., z)’ =

zZ—20

fonksiyonu C, 2, acik kiimesinde siireklidir. Her y € G/ (Ca,z,) i¢in

b
1
/Lw o dz = log, ., b —log, ., a.

(3) a € C, r > 0 gergel sayis1 ve n € Z igin

0 -1
/ (z—a)"dz=1{ n# :
Fra 2w, n=—1

Gergekten de n # —1igin F,(z) = n%i_l(z—a)"+1 € H(C) ve F)(z) = (z—a)",

dolayisiyla ;4 kapali oldugundan, n # —1 igin fnm(z —a)"dz = 0 olur.
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Fra 8eZisi Kra(t) = a+re,0 <t < 27 gezisi oldugundan, & ,(t) = ire™

oldugunu gozetirsek,

d 2m 1 ) 2m
/ ©_ / ——ireitdt = / idt = 2mi
Firg 2@ 0o a-+re’—a 0

olur. Bu basit ornegin bize gosterdigi bir sey sudur: f(z) = Z%a fonksi-
yonu C\ {a} acik kiimesinde tiirevlenebilir ancak C\ {a}’da tiirevlenebilen
bir F' fonksiyonun tiirevi olamaz, ¢ilinkii fnm f # 0. Yani f fonksiyonunun

C\{a}'da yerel ilkelleri vardir, ancak ilkeli yoktur. A

Problemler

Problem 2.4.1 [ xdz, [ wxdzve [~ xdz integrallerini hesaplaymiz. Ik
iki integralin, gezilerin c¢evreledigi bélgeierin alaniyla bir iligkisi var midir?

Problem 2.4.2 ~ bir integral gezisi ve f : 7 — C siirekliyse, fvf =
f7 fdx +i f7 fdy oldugunu gosteriniz.

Problem 2.4.3 [ 1dz=0ve J,., Zdz = 2mi oldugunu gosteriniz.

Problem 2.4.4 A = A(0,1,7) koseleri 0,1, olan iiggen ve v = QA ol-
mak tizere, [y, Rezdz, [y,Imzdz ve [;, zdz integrallerini hesaplaymiz.
Son integralin gergel ve sanal kisimlarini ilk integrallerle kiyasladiginizda ne
dikkatinizi ¢eker?

Problem 2.4.5 « : [0,7] — C, y(t) = €' ise,

gosteriniz.

/. exﬁalz‘ < em oldugunu
v oz

Problem 2.4.6 Re f7 f= f7 Re f olmasi gerekmedigini 6rnekleyiniz.

Problem 2.4.7 m € Zigin [, 2™dz, [, (2)™dz ve [, 2"|dz| integrallerini
hesaplayiniz.

Problem 2.4.8 f:C\D, — C siirekli ve r > o i¢in M, := ||f||c, olmak
lizere, lim,_, y oo 7 - M. = 0 ise, lim, 4 fm f = 0 oldugunu gosteriniz.

Problem 2.4.9 fw, fldz| = fwf\dz| oldugunu gosteriniz.
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Problem 2.4.10 + parcali tiirevlenebilir ve f :~ — C siirekliyse,

/Wf‘ < / Flldz]

Problem 2.4.11 a € C,0 < ¢ € R olmak tlizere, z1 = a — e — ig, 29 =
a+¢e—ieg, z3 =a+¢e~+ic ve z4 = a — € + i€ olsunlar. v := 2120232421 olmak

iizere, . Zd_za integralini hesaplayiniz.

oldugunu gosteriniz.

Problem 2.4.12 Eger a,b > 0 ve v := 0,a, (a +ib), (bi),0, dd. v gezisi
[0, a] x [0, b] dikdortgeninin saatin ters yoniinde bir kez yiiriinmiig gevresiyse,
f7 e*dz = 0 oldugunu gosteriniz.

Problem 2.4.13 B C C siirh bir bolge ve 8B basit kapali bir C! gezisi
olsun. B’nin alani V,(B) ile gosterilirse

1
/ xdz = —2‘/ ydz = / zdz = iVa(B)
aB aB 2 Jop

oldugunu gosteriniz.

Problem 2.4.14 —7 < 0 < 0y < 7 ve v : [-m, 7] — C ise, y(t) = e

ve 9,0, = 7|[01, 2] olmak iizere, fvf = limg, —r gysrr f79192 f esitliginden

yararlanarak f7 % = 27i oldugunu gosteriniz.

Problem 2.4.15 f: U — C fonksiyonu a € U noktasinin bir komgulugunda
C'-siifindan olsun. f'nin a’da kompleks tiirevlenebilir olmasi icin gerek ve
yeter kosulun

no mr? f,

oldugunu gosteriniz.
Problem 2.4.16 Her a € D i¢in 5 [ 2% = 1 oldugunu gosteriniz.

Problem 2.4.17 f(z) = \/z anadal ve (t) = ¢, =7 < t < T olmak
lizere, f7 f= f7 Vzdz = i2v/2 oldugunu gosteriniz. Ipucu: Teorem 2.4.12’den
yararlaniniz.

11002 Llog = 2 .
Problem 2.4.18 f(z) =e2"%% ve g(z) = e> ~~ 2~ fonksiyonlar: sirasiyla
Vz ¢ok degerli fonksiyonunun C_, ve (C_g’deki analitik dallar1 olsunlar.
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v : [0,7] = C gezisi v(t) = €' olsun. f f= f g = 2(—1 — i) oldugunu

gosteriniz.

2.5 Parametreye Bagh Integraller

Teorem 2.5.1 7€ G, ACC ve f: v x A — C siirekli olsun.

9(z) ::/f(w,z)dw, (z€ A)

ile tanvmlanan g fonksiyonu A’da streklidir.

Kanit. a € A keyfi verilsin. Metrik uzaylarda siireklilik i¢in gegerli olan dizi
olciitiinden dolay1, lim z, = a olan her (z,) C A dizisi i¢in lim g(z,) = g(a)
oldugunu kanitlamak yeterlidir. Her w € v ve her n € N igin

fo(w) = f(w, z,) ve h(w) := f(w,a)

olarak tamimlansin. f, :1> h oldugunu savunuyoruz.

K = {z,|n € N} U {a} kiimesi kompakttir. Dolayisiyla, f fonksiyonu
~v x K kompakt kiimesinde diizgiin siireklidir. Bu nedenle, her € > 0 igin bir
§ = 8(e) > 0 pozitif saysi |z — 2/| < § ve |w —w'| < § kogulunu saglayan
her (w, z), (w',2') € v x K i¢in |f(w, z) — f(w',2")| < € olacak bi¢imde
bulunabilir. Ozellikle |z — 2| < § i¢in |f(w, z) — f(w,2')| < € olur. Simdi
ng = np (0) dogal saywsini, her n > ng igin |z, — a|] < § olacak bigimde
secersek,

Ve >0 3ng Vn >ng Yw €y (|fu(w) — h(w)| <e).

Bu ise f, =L, h demektir ve (2.4.6)(i) ile

lim g(2,) = lim / fulw)dw / h(w)dw = / f(w, a)dw = g(a)

elde ederiz. |
Teorem 2.5.2 v € G, [ = [a,f] ve f : v x I — C siirekli olsun. Her
z € v igin f(z,-) fonkszyonu I araliginda tirevlenebilir olsun ve af ise y X I

kompakt kiimesinde strekli olsun. Bu kosullarda
— [ #eniz e
.

ile tanvmlanan g fonksiyonunun I’da siirekli tirevlenebilir ve

'(t) = jtlf(z,t)dz = [y %{(z,t)dz, (tel). (2.12)
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Kanmit. L(v) = 0 1(;1n g = 0 ve sav agikdrdir. Simdi L(vy) > 0 olsun ve
g > 0 keyfi verilsin. 8t fonk51yonu 7 x I'da diizgiin siirekli oldugundan, bir
0 = 0(e) > 0 pozitif sayisi, her z € v ve |ty — t1]| < § kogulunu saglayan her
ti,to €1 i¢in B

of

of €
Ot(

o= < 1)

,la) — (2.13)
olacak bicimde bulunabilir.

to € I ve z € v keyfi verilsinler. Ortalama Deger Teoremi’'nden, to+h € I
kosulunu saglayan her h # 0 i¢in bir § = 0(z,ty) say1s1 0 < 0 < 1 ve

g(z, to + ho)h

f<z7t0+h) —f(Z,t()) - ot

olacak bigimde bulunabilir. Buradan z € v ve h # 0 igin

A(z) = 3 at(  to) = 8t( sto + ho) ot (2, t0)
elde ederiz. Boylece |hf| < |h| < § oldugundan, (2.13) ile
oot 1) ~glto) g@m /A )az| < 1Al L(7) <

elde ederiz ve bu, (2.12)’yi kanitlar. ¢’’niin siirekliligi Teorem 2.5.1’den ¢ikar.
|

Teorem 2.5.3 v € G', U C C agk, f : Y xU — C, her z € U gin
f(-,2) € C(y) ve her w € v igin f(w,-) € H(U) ve g—ﬁ € C(y x U) olsun.

:/f(w,z)dw, (zeU)
”

ile tanwmlanan g fonksiyonu U ’da holomorftur ve

0
'"(2) = jz/wf(w,z)dw:/vai(w,z)dw

Kamit. zg € U keyfi verilsin. 3D,.(29) C U. Her z € D}(2) i¢in:

I(2) = 9(z) —g(20) [ Of

z— 2 5 0z 3, (W 20)
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olsun. lim,_,,, I(z) = 0 oldugunu gosterirsek isimiz biter. (2.8) esitligi ve
Teorem 2.4.12 ile

3 0z
of
dz = (2 —
| Gt zo)dz = (= =) 5 . )
Buradan
fw,20) Of
< p— =3 (w,zo)> dw

L / (ZZ (w,2) = %(w’ 20)> dZ} dw. (2.14)

g > 0 keyfi verilsin. %sz’ v X D,(20) kompakt kiimesinde siirekli oldugun-
dan, orada diizgiin siireklidir. Dolayisiyla, 6. > 0 sayis1 Vw € v ve Vz,2' €
D, (2p) i¢in

9=
/

|z — 2| < 6. = ‘g‘i(w,z)—gﬁ(w,z/) <e (2.15)

olacak bigimde bulunabilir. Eger §. < r olarak segersek, (2.14) ve (2.15)’ten

0 0
2_120/2@(8‘;( Z)_ai(’w,ZO)>dZ
1

|2 = 20

Y

|z — z0le
ve buradan da lim,_,,, I(z) = 0 elde ederiz. [ |

Teorem 2.5.4 ~ € G, piy— C surekli ve
w —

f(2) ::/ plw )dw zeC\y
gl

olsun. Bu durumda:
(i) f € H(C\y) ve her n € N* igin
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(i) f € A(C\y) ve Dr(a) C C\y kosulunu saglayan her agik dairede f

fonksiyonu
p(w)
w= | O
“ /7 (w —a)ntl v

olmak tzere, f(z) =>_ an(z — a)™ gibi bir kuvvet serisine agilabilir.

Kamt. (i) dogrudan tiimevarimla Teorem 2.5.3’ten ¢ikar. Ayn1 zamanda
(ii)’den (i)’in ¢iktig1 da apagiktir. Dolayisiyla, Teorem 2.5.3’e bagvurmadan
(ii)'nin kanitlanmas: yeterlidir.

(ii) a € C\y keyfi verilsin ve Dg(a) acik dairesi a merkezli dairelerden
C\v'ya diigenlerin en biiyiigii ve M := [l < +o0 olsun.

0 < r < R olsun. y ve D,(a) ayrik kompakt kiimeler olduklarmdan,
birbirine uzakliklar pozitiftir. § sayis1 0 < § < d(y, D,(a)) olacak bigimde
secilsin. Vz € Dy(a) ve Vw € v

z—a |z — al r
= < =:qg<1ve
w—a lw—al "~ r+96
w z—a)" M
olw) | )n < q" =: Pn
w—a (w—a) r—+0

olsun. Y p, yakinsak oldugu i¢in sabit tutulan her z € D,.(a) icin

pw) _ p(w) _ p(w) -y ¢ p(w <z—a>

w—z2 (w—a)—(z—a) w—a 1- w—a \w—a

serisi 7’de diizgiin yakisaktir. Dolayisiyla,

6= e (25 (50 ) o
=> </ _a)n+1dw> (z—a)" (2.16)
Elbette bu serinin katsayis:

(2.16) acgilhmi her r < R igin gegerli oldugundan, bu agilim Dg(a) dairesinde
de gecerlidir. [ ]

Bu teoremdeki f fonksiyonu v’ya holomorf olarak genisletilebilir mi? Bu
sorunun yaniti hayirdir; siirekli olarak bile genigletilemeyebilir (bkz. Prob-
lem 2.5.8).
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Teorem 2.5.5 ~,1m € G ve f: 7 x 1 — C siirekliyse,

[ ()= (L) o)

Kanit. Bu teoremin [7]’de Fubini Teoremi’ni kullanmayan, dogrudan tanim
ve Teorem 2.5.1’1 kullanan bir kanitini bulabilirsiniz. Biz teoremin yalnizca
v,m € gl icin Fubini Teoremi {izerinden bir kamtlm Verecegiz

Her §eyden once Teorem 2.5.1°den dolayi, ¢ f f w, z)dw fonksi-
yonu n’da siirekli oldugundan (2.17)'nin sag yani, ve h(w f f(w,z)dz
fonksiyonu A’'da stirekli oldugundan, ayni esitligin sol yani tammhdlr

(i) v : [a,b] = C ve n : [c,d] = C ve v,n € G' olsun. Bu durumda
f*(t,s) := f(v(t),n(s)y (t)n'(s) fonksiyonu [a, b] x [c, d]’de siirekli oldugun-

dan, Fubini Teoremi ile

(i) Y1,---, 7 € G ve M1, ..,mm € G olmak dizere, v = Y1 vy ve n =
ity mj olsunlar. Bu durumda

3
3

elde ederiz. |
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Teorem 2.5.6 ~ bir integral gezisi, U C C agik, f: U x v — C stirekli ve
her w € v igin f(-,w) € H(U) ise

g@%zﬂf%wﬂw

fonksiyonu U ’da holomorftur.

Kanit. Teorem 2.5.1’den g € C(U). Simdi bir A C U kapali iiggeni verilsin.
Teorem 2.5.5'ten dolay1

fuo= fu (L) = [ (s7) =

saglanir. Sav, bir sonraki kesimde kanitlayacagimiz Morera Teoremi’'nden
(Teorem 2.6.13) cikar. |

Problemler

Problem 2.5.1 I = [a,b], K C C" kompakt ve f : I x K — C siirekli
fonksiyonu verilsin.

b b
serseezm)i= [tz veva g(a) = [ Stz

ile tanimlanan g fonksiyonu K’de siireklidir.

Problem 2.5.2 Q) C C agik ve f: I x 2 — C siirekli ise

b
g9(z) = / f(t,z)dt, (z € Q)

fonksiyonu 2’da siireklidir; gosteriniz. Problem 2.5.1’den yararlaniniz.

Problem 2.5.3 I = [a,b], J = [c,d] kapali araliklari, K C C" kompakt
kiimesi ve f : I x J x K — C fonksiyonu verilsin. Her (u,z) € J x K
icin f(-,u,z) fonksiyonu I araliginda siirekli, W kismi tiirevi var ve

I x J x K’de siirekli olsun. Bu kogullarda

b
g(u,z) :—/ f(t,u,z)dt

ile tanimlanan fonksiyonun J x K kiimesinde w’ya gore kismi tiirevi vardir,
bu tiirev J x K’de stireklidir ve

0g(u,z) _ /b of(t,u,z)

ou ou dt.
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Bu 6nerme K yerine bir agik 2 C C" alindiginda da dogrudur. Gosteriniz.

Problem 2.5.4 Q C C agik, f : [a,b] x Q@ — C ve her z € Q igin f(-,2)

3f(t z)

fonksiyonu [a, b] araliginda siirekli olsun. var ve [a, b] x 2’da siirekliyse,

b ) )
:/a f(t, z)dt i¢in %( )—/a f;ﬂz)dt

ve bu tiirev [a,b] x Q’da siireklidir. Benzer kosullarda benzeri g,(z) igin
gecerlidir.

Problem 2.5.5 «:[0,1] — C kapali C' gezisi igin
1 d¢
= — _ (C

fonksiyonunun Z-degerli ve siirekli, dolayisiyla C\y'nin baglantili bilesenle-
rinde sabit oldugunu gosteriniz.

Problem 2.5.6 Q C C agik ve f: QX [a,b] — C siirekli olsun. Her ¢ € [a, b]
icin f(-,t) € H(QQ) ve f, tiirevi Q X [a, b]’de siirekli olsun. Bu durumda

b
:/ f(z,t)dt, z € Q
ile tamimlanan g fonksiyonu £2’da holomorftur ve

i) = [ Lieyar

Problem 2.5.7 v € G' ve f : v — C siirekliyse, g(w fv - wdz ile

tanimlanan g fonksiyonu C\y’da holomorftur.

Problem 2.5.8 a,b € R, a < b ve her z € C\[a,b] i¢in f(z) = 5= b di

2mi Ja t—z
olsun. f'nin C\]a,b]’de holomorf oldugunu, ancak C’ye siirekli olarak bile

genigletilemeyecegini gosteriniz. Ipucu: x € (a,b) ve € > 0 igin
lim[f(z+ic) — f(x —ie)] =1
e—0

oldugunu gosteriniz.

Problem 2.5.9 Teorem 2.5.4 genellestirilebilir: v € G%, ¢, g : v — C siirekli
ve U := C\g(v) ise, z € U igin

[ o)
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olarak tamimlanan f fonksiyonu U’da holomorftur ve D,(a) C U ise, her
z € Dy(a) igin

+o00
f(Z)ZkZOak(z—a)’“, GkZLmdw,keN

w) —a
oldugunu gosteriniz. Ipucu: Her z € D,.(a) icin

1 B = (z —a)k
> (g9(w) —a)**!

g(w) =z =~

ve bu serinin 7’da diizgiin yakinsakligindan yararlanimiz.

Problem 2.5.10 Her z € C igin F(z) := fol e~ dg ile tammlanan F
fonksiyonunun C’de holomorf oldugunu gosterip F’(z) tiirevini hesaplayiniz.

Problem 2.5.11 Verilen bir f € H(C) ve v integral gezisi i¢in F(z) :=
f,y e f(w)dw, z € C olsun. F’nin tam oldugunu gosterip F’ ve F""’yii bulu-
nuz.

Problem 2.5.12 Her z € D i¢in fo% ef:jzds = 27 oldugunu gosteriniz.

- 2T els
— JO  ets—tz

Ipucu: g(t) : ds fonksiyonunun [0, 1] araliginda sabit oldugunu

gosteriniz.

Problem 2.5.13 Problem 2.5.12’den de yararlanarak Yerel Cauchy Te-
oremi'ni kamtlayimz: U C C a¢ik f € H(U) ve D.(a) C U ise, her
z € Dy(a) igin

16 =5 [

kanatlayinaz.

2.6 Goursat Teoremi ve Ik Sonuclar:

Teorem 2.6.1 U C C agik ve f € H(U) ve f' € C(U) ise —ileride bunun
hep saglandigini gorecegiz— [ fonksiyonu U ’da yerel ilkele sahiptir.

Kanit. zy € U keyfi verilsin ve bir r» > 0 sayis1 D,.(z9) C U olacak bigimde
segilsin. Biz D, (2) dairesinde F'(z) = f(z) kogulunu saglayan bir F' fonk-
siyonu tamimlayacagiz. zgp = o + iyo olsun ve z = x + iy € D,(2) keyfi
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/
/ z N
/ \
: b—)—E \
! |
1 i
\ 20 b I

Sekil 2.8

—
verilsin. Bu durumda b := x + iyy olmak {izere, zgbz poligonunun izi D, (2p)
dairesindedir (bkz. Jekil 2.8).

PGy [ 1 /z:f+ [ 1= [ st [“irnar s

olarak tamimliyoruz. F' fonksiyonun bu dairede kompleks tiirevlenebilir ve
F’' = f oldugunu savunuyoruz. Bunun i¢inse F' fonksiyonunun R-tiirevlene-
bilir ve Cauchy-Riemann denklemlerini sagladigini ve ayrica F, = f oldu-
gunu gosterecegiz.

Her seyden &nce (2.18)’den agikga Fy, = if. Diger yandan, Problem 2.5.3
ve f i¢in gegerli olan Cauchy-Riemann denklemlerinden, (2.18) ile

Fulasy) = Jo) + 5 [ i 0d = fo) + [ ifi(eo
Yo

Yo

= fago) + [ e t)dt = Fz,y)
Yo

elde ederiz. D,(zp) dairesinde F, F, kismi tiirevleri var ve siirekli oldukla-
rindan, F' orada R-tiirevlenebilir; ayrica orada Fy, = if = iF, oldugundan
Cauchy-Riemann denklemleri saglanir ve F' boylece dairemizde C-tiirevlene-
bilir ve F/ = F, = f. [ |

Teorem 2.6.2 f € C(U) ve U agik kiimesindeki her kapals A dggeni igin
fBA f =0 ise f fonksiyonunun D,(z9) C U kosulunu saglayan her dairede
bir ilkeli vardwr, dolayisiyla U da yerel ilkeli vardur.

Kanit. Bu teoremin iki kanitini verecegiz. Ilki gercel analizden bilgiler kulla-
nirken ikincisi kompleks analizde kalacaktir; yegleyecegimiz ikincisi olacaktir.
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Her R C U kapali dikdértgeni herhangi bir kégegeni ile A ve Ag gibi iki ka-
pali iiggene OR = A1 + 0As olarak parcalanabileceginden, kogulumuzdan
J. orJ =0 olur.

Birinci kamit: zo € U verildiginde r > 0 sayisim D,(z9) C U olacak
bigimde segelim. z = z + iy € D, (zp) olmak {izere, b := (z,yo) ve ¢ = (z0,y)
olsunlar. Koseleri zg, b, z, ¢ olan kapali dortgen (bkz. Sekil 2.9) dairemizin
igine diiger ve varsayimimizdan dolay1

Lo =[]

olur. Bu ortak degere F'(z) dersek, Teorem 2.6.1’in kamitindan Fy(z) = if(z)
oldugunu biliyoruz. Diger yandan,

/f+/ / (20,5 ds+/fty

esitligindense F,(z) = f(z) elde ederiz. Sonugta, F' fonksiyonunun D, (zp)’da
kismi tiirevleri var ve bunlar bir yandan stirekli olduklarindan, diger yandan
da Cauchy-Riemann denklemlerini sagladiklarindan F' fonksiyonu D, (zp)’da
kompleks tiirevlenebilir ve F'(2) = Fy(2) = f(2).

Ikinci kanmit: z9 € U ve D,(z9) C U olsun. Her 2z € D,(2) icin F(z) :=
fzzo f olarak tamimlayalim. F’nin her a € D, (zp) noktasinda tiirevlenebilir ve
F'(a) = f(a) oldugunu savunuyoruz. Her z € D,(zp) i¢in A = A(zp,a,2) C
U oldugundan, [, f = 0 kosulumuzdan F(z)—F(a) = [ f olur. & > 0 keyfi
verilsin. f fonksiyonu a noktasinda siirekli oldugundan, bir é. > 0 sayisimi
Ds_(a) C Dy(zp) ve her z € Ds_(a) igin |f(z) — f(a)| < e olacak bi¢imde
secebiliriz. Her z € Ds_(a) icin, L(a%) = |z — a| oldugunu da gozetirsek,

PEZRO ) = | [0t - saes
< ’Zia|]z—a|£:£
olur. Dolayisiyla, 3F'(a) = f(a). [ |

Simdi kanitlayacagimiz Goursat Teoremi Oncesinde matematikgiler U
actk kiimesindeki holomorf fonksiyonlardan daima U’da C-tiirevlenebilir ve
tiirevleri U’da siirekli olan fonksiyonlar: anlamiglardir. Goursat Teoremi’nin
onemi “ tlrevin siirekli” olmasi1 kogulundan vazgecilebilecegini, bunun bagka
seylerle birlikte “tiirevlenebilmenin” bir sonucu oldugunu kanitlamis olmasi-

dir.
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/ c z \
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! |
1 i
\ 20 b I
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\ /7
e
N .
Sekil 2.9

a b C C

Sekil 2.10

Teorem 2.6.3 (Goursat Teoremi) U C C agk, P C U sonlu ve f €
C(U) N H(U\P) olsun. Her kapals A C U fdiggeni, dolayisiyla her kapals
R C U dikdortgeni i¢in

f=0 wve f=0.

OA OR

Iﬂt. Savimizi tiggenler igin kanitlamak yeterlidir. Bu, gergekten de OR =
abeda ise, Ay = A(a, b, c) ve Ay = A(a, ¢, d) liggenleri olmak iizere, [, f =
fam f+ f6A2 f bagmtisindan gorilir (bkz. Sekil 2.10).

A liggenimiz bozulmussa, dd. tiim koseleri bir dogru tlizerinde ise savi-
mizin dogrulugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla, liggenimiz bozulmamis olsun.
AA gezimizin uzunlugunu L := L(BA) ile gosterelim.

(i) AN P = () olsun. Uggenimizin kenarlarmm orta noktalarim birlesti-
rerek AD . A@ gibi dort kiigiik ticgen elde ederiz. Elbette

/6Af:/8A(1)f+”‘+/8A<4>f

Sag yandaki integrallerden mutlak degerce maksimum olan birini segelim;
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onun tiggenine A; diyelim. Bu durumda elbette

IR

A ile yaptigimizi A; ile tekrarlayarak ve boyle devam ederek U kiimesinde
i¢ ice (A,,) kapal tiggenler dizisi elde ederiz dyle ki
o]
OA,

IR

Her adimda iiggenlerin kenar uzunluklar yarilandigindan, A,, iiggenleri-
nin gaplart n — +oo ig¢in 0’a gider. Dolayisiyla Cantor Teoremi ile (Te-
orem 5.2.11), tek olarak belirli bir zp € A ile (A, = {20} olur. f fonksi-
yonu zg noktasinda tiirevlenebilir oldugundan, bir a € C ve bir p: U — C
ile f(2) = f(20) + a(z — 20) + n(2)(z — 20) ve lim,_,,, n(z) = 0 olur. g(z) :=
f(20)+a(z—29) fonksiyonu C’de siirekli ve G(z) := f(z0)z+$(2—20)? fonk-
siyonunun tiirevi oldugundan, g’'nin C’deki her kapali yol {izerinden integrali
0’dir (bkz. Teorem 2.4.12). Ozellikle her n icin

L
/ f‘ ve L1 = L(8A1) = ﬁ
OA;

L
UDADAI DA D+, L(aAn)ZQ—nve

(2)dz = /6 () ale —20) +n(a)e - 20)) s

OA,

- / n(2)(z — 70)dz.
OA,

U acik bir kiime oldugundan, » > 0 sayis1 D,(z9) C U olacak bigimde
secilebilir. Bir n; dogal sayisi, her n > n; igin A, C D,(z) olacak bi¢imde
bulunabilir.

Simdi € > 0 sayis1 keyfi verilsin. lim,_,,,7n(z) = 0 oldugundan, bir
ny dogal sayisi, her n > ng icin ||n][gn < 77 olacak bigimde secilebilir.
ne := max {ni,n2} olsun. Her z € A,, i¢in |z — 29| < L(8A,,) oldugunu da
gbzetirsek, her n > n. icin

/Mnf‘yl” AAnn<z><z—ZO>
L ¢ L

SATLOA) [0(2)(z = 20)lpa, < 4" 55 Tagn =€

1] < 4m

Boylece, I = 0.
(ii) ANP # ) olsun. P’nin 6ge sayist lizerinden tiimevarim uygulayacagiz.
(ii.1) P tek ogeli ve P = {p} olsun. Iki durum s6z konusudur.
(ii.1.1) p noktast A iiggeninin koselerinden biri, 6rnegin p = a olsun. x €
(a,b) ve y € (a,c) noktalarini a noktasindan farkli olarak secerek A(a, z,vy),
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a p baO b

Sekil 2.11: p noktasinin farkh konumlari.

A(z,b,y) ve A(b,c,y) tggenlerini elde edelim. Son iki {iggen p noktasini
icermediginden dolay1, (i) ve f’nin siirekliliginden,

L= gvf g o op=f 4
OA OA(a,z,y) OA(z,b,y) OA(b,c,y) OA(a,z,y)

dolayisiyla,

[
OA(a,z,y)

ile [y, f =0 olur. .

(ii.1.2) p € A\{a,b,c} olsun. Iki durum s6z konusudur. Birincisi p bir
kenar, 6rnegin [a, b] iizerindedir. Bu durumda f’nin @A iizerinden integrali
f'nin 0A(a,p,c) ve OA(p,b,c) tizerinden integrallerinin toplamina egittir.
Ancak son iki integral (ii.1.1)’den dolay1 0’dir. Ikinci olarak p noktasi A ii¢ge-
ninin bir i¢ noktasidir. Bu kez A(a, b, p), A(b, ¢, p) ve A(c, a,p) tiggenleriyle
galisgirniz. Bunlarn pozitif yonlenmis sinir gezileri iizerinden f fonksiyonun
integralleri yine (ii.1.1)’den 0’dir; diger yandan bunlarmm toplami tam da f
fonksiyonunun A iizerinden integralidir.

(ii.2) Sav, n ogeli P kiimeleri igin kamitlanmig ve bize simdi n + 1 6geli
P kiimesi verilmis olsun. Bu durumda koselerden en az birini karsi kenar
tizerindeki bir nokta ile birlegtirerek A {i¢geni, her birindeki P kiimesine ait
Oge sayist < n olacak bicimde iki Aq, Ay iiggenine ayirabiliriz. Tiimevarim
kosulundan faAi f=0ve [opf = Joa, [+ Joa, f=0olur. [ |

<(lz—al+ly—z[+la—y) I/l a@ay — O

T,y—a
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Teorem 2.6.4 U C C agik, yuldiz bigimli (bkz. Altkisum 5.2.4) ve f € C(U)
olsun. Asagidaki énermeler esdegerdir:

(1) IF e H(U): F' = f.

(i) AF : U — C éyle ki, her v € GY(U) igin ffy [ = F(sy) — F(by) olur.
(i4i) Her kapal v € GY(U) igin f f=0.

(iv) Her kapals A C U di¢geni i¢in faA =0.

Sonug 2.6.5 (Yildiz bigimli kiimeler i¢in Cauchy Teoremi) U C C
agik ve yuldiz bigimli ve P C U sonlu ise, her f € C(U) NH (U\P) ve her

kapal v € GY(U) igin
[0
gl

Kanit. Teorem 2.4.12’den (i) = (ii). Ayrica, (ii) = (iii) ve (iii) = (iv)
ise agikardir. Geriye (iv) = (i) oldugunu kamtlamak kaliyor.
U kiimesi a € U noktasina gore yildiz bicimli olsun. Her z € U i¢in

[a, z] C U oldugundan,
z
- f= / f
[k
tanimi kusursuzdur.
20 = (x0,y0) € U keyfi verilsin ve D,(z9) C U olsun. z = (z,y) € D,(20)
olmak iizere, b = (x,yp) ve ¢ = (xo,y) olsunlar. [z0,2] C D,(z0) ve U

bolgemiz a noktasma gore yildiz bi¢imli oldugundan, A(a,z,z9) C U ve
ayrica A(zg,b, z), A(zo, ¢, 2) C Dy(zp) oldugundan, varsayimimiz bize

F(2) = F(%) /f F(z) /Z:f+/bzf:F(zo)+/Z:f+/czf

F(ZQ +G

verir. Teorem 2.6.2’den G € H(D(zp)) ve her z € D,(2) i¢in G'(z) = f(z).
Dolayisiyla, D,.(zg)'da 3F'(2) = f(z). Ancak 2p € U keyfi se¢ilmigti; oyleyse
U'da 3F = .

Sonug dogrudan Goursat Teoremi ve Teorem 2.6.4(iv)’ten ¢ikar. |

Teorem 2.6.6 (Ilkel Teoremi) U C C agik ve f € C(U) olsun. Asagidaki
onermeler denktirler:

(i) IF e H(U) F' = f.
(ii) IF : U — C éyle ki, her v € GY(U) igin ffy [ = F(sy) — F(by) olur.
(i4i) Her kapal v € GY(U) igin f f=0.
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z=re'?

0 1 r

Sekil 2.12: Asil logaritma.

Kanit. Savimizi U'nun baglantili bilegenleri i¢in kanitlamak yeterlidir. Ge-
nellikten bir sey kaybetmeden U’yu baglantili varsayabiliriz.

(i)=(ii) Dogrudan Teorem 2.4.12’den ¢ikar.

(ii)=-(iii) agikar.

(iii)=(i) Bir @ € U noktasin sabit segelim. U yol baglantili oldugundan,
her z € U igin U’da baglangi¢ noktasi a ve bitig noktasi z olan v integral
gezileri vardir ve varsayimmmizdan F(z) := fazﬁ f tanimi kusursuzdur. b € U
ve D,(b) C U olarak secilsin. A € G¥(U), a noktasimi b noktasina baglayan
herhangi bir gezi ve ¢ := [, f olsun. z € D,(b) igin h(z) := fb—z> f tanimlansin.
D, (b) yildiz bigimli oldugundan, h fonksiyonu Teorem 2.6.4’ten bu dairede
holomorftur. Béylece F' = h + ¢ fonksiyonu D, (b)’de holomorftur. Ancak
b € U keyfi se¢ildiginden, F fonksiyonu U’da holomorftur ve F’(z) = h/(2) =

f(2). [ |
Teorem 2.6.7 Her a¢itk U C C igin H(U) C Z(U).

Kanit. a € U keyfi verilsin. 3D, (a) C U. §imdi Teorem 2.6.3’ten dolay1, her
kapali A C D, (a) {iggeni i¢in faA f = 0 esitligi saglanir ve Teorem 2.6.4’ten
dolay1 3F € H(D,(a)) 6yle ki F' = f|D,(a) olur. [ |
1

Ornek 2.6.8. (1) C_ kiimesi her pozitif p gercel sayisina gére yildiz bigimlidir. f(z) = *

z

fonksiyonu C_,’de holomorftur ve her z € C_; i¢in F(z) = [ 12 f(2)dz ile tammlanan F
fonksiyonu C_,’de f fonksiyonunun bir ilkelidir. Teorem 2.6.4(ii)’den dolay1, F'(z) degeri,
r = |z| ve ¢ = Argz ve y(t) := re', t € [0,] olmak fizere, T+ ~ gezisi tizerinden

(bkz. Sekil 2.12)
_ _ [Tdx 1
Fle) _/17’~f+/wf_/1 ?+/o rerr e

=Inr+ip=In|z| +iArgz = Logz

olarak hesaplanir. F' ve Log fonksiyonlar1 f fonksiyonunun C_, bolgesindeki iki ilkeli ola-
rak bir ¢ sabiti kadar fark ederler. Ancak F'(1) = 0 = Log 1 oldugundan ¢ = 0, dolayisiyla
F = Log olur.
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7
72 Q 71 T ot

Sekil 2.13: Merkezilegtirme.

(2) Merkezilegtirme. Her z € D, (a) i¢in
1 dw

27t . w—=z

r,a

=1

n(Kra,2) 1=

oldugunu gosterecegiz. Not 2.4.13(3)’te z = a oldugunda, dd. z noktasi kr o gemberimizin
merkezi oldugunda n(k,q,a) = 1 oldugunu gérmistiik. Savimizi kanitlamak igin uygun
bir p ile n(kra,2) = n(kp,2,z) oldugunu gostermek yeterlidir. v1,...,714 ve o, 8 gezileri
Sekil 2.13’teki gibi olsunlar. 0 < p < 7 olsun. C_(z) yildiz bi¢imli ve f(z) = ﬁ . wl_z

= 0 olur. Benzer bigimde Cy(z) yildiz

fonksiyonu orada holomorf oldugundan, f’Yla'YS P f

bigimli ve f orada holomorf oldugundan, |’ o8- Agex

(R LY R SRR A

f= f =n(kp,z, 2 ) = 1 demektir.

_ f = 0. Dolayisiyla,

p %

elde ederiz. Bu ise, n(krq,2) = f

Tkinci 6rnegimizde z € Dr(a) ve f( ) = 5 —L olmak iizere, D,(z) C
Dy(a) ise [, f= f _ [ oldugunu gosterdik ve beklentimiz f _ [ integ-
rahnln f f 1ntegrahnden daha kolay hesaplanacagi yonundedlr Ana fikri
bir énsav altinda verelim:

Lemma 2.6.9 (Merkezilestirme) U agik ve 0 < p < r olmak fizere,
Dy(b) € Dr(a) C U olsun. Her f € H(U\{b}) icin [, [ = fﬁp,bf. Eger
ayrica f fonksiyonu b noktasimin bir komsulugunda simirlysa, fnr,a f=0.
Kamt. Savin ilk kismi aynen 6rnegimizde oldugu gibi kanitlanir. Eger her
» € Di(b) icin | f(2)] < M ise, her p < o icin ’fm,af‘ - < 2mpM
olur ve buradan p — 0 ile savin kalani elde edilir.

v € G kapali ve z € C\y olsun.

n( z)'—l/ dw
g " 2w y W= 2
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sayisina -y gezisinin z noktasi etrafindaki dénme sayisi denir. Kisim 2.10’da
bunu farkli tanimlayip ayrintili olarak inceleyecegiz. Simdilik su kadarini
bilmek yeterlidir: n(v, z) tam degerlidir ve C\~’nin baglantili bilegenlerinde
sabittir. Biraz yukarida her z € D,(a) i¢in

1
n(Kra,2) = n(Kyg,a) = / duw

21t Sy, w—a

=1

oldugunu gordiik.

Teorem 2.6.10 (Cauchy formiili) U C C agik ve yildiz bigimli; f €
H(U) ve v € GY(U) kapal olsun. Bu durumda, her z € U\y igin

) = o [ Loac

Kamnit. z € U\y sabit tutulsun ve

1Q-1) "
R

f'(z ) (=2
olarak tanimlansin. g € C(U) N H(U\{z}) oldugundan, (2.6.5) ile
_ fQ)—f(z) /
0= 27m 7 277@ (—=z2 T omi ) (- f@n(y,2)
ve bu, savimizdir. [ |

Teorem 2.6.11 f fonksiyonu U agik kiimesinde holomorf ve Dgr(a) C U
ise, f fonksiyonu Dg(a) dairesinde ) an(z — a)" gibi bir kuvvet serisine
acilabilir. 0 < r < R ise,

tn = 217rz/ (Cf(ag))anC, n €N, dolaysiyla (2.19)
o M [ IO
P = o / C— o mER (2.20)

Sonug 2.6.12 Her agk U C C i¢in A(U) =H(U) =Z(U).

Kamt. Dr(a) C U, f € H(U) ve 0 < r < R olsun. Dg(a) digbiikey ve her
z € Dy(a) igin n(kyq, z) = 1 oldugundan, (2.6.10) ile

1 f(©)

flz) =5 e

L5 4¢, 2 € Dy(a) (2.21)
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olur. Teorem 2.5.4’ten dolay1, (2.21)'in sag yan1 C\v,’de bir analitik fonk-
siyon tanimlar ve bu fonksiyon D,.(a) acik dairesinde katsayilar1 (2.19) ile
verilen bir kuvvet serisine agilir; ancak bu seri D,(a)’da f fonksiyonudur.
Ayni1 mantikla herhangi bir r < r, < R igin f fonksiyonu D, (a) daire-
sinde bir 3 by (2 — a)™ kuvvet serisine agilabilir. Ancak a, = 2 f ") (a) = by,
oldugundan bu seriler 6zdestirler ve ayn1 zamanda (2.20) gegerlidir.
Sonucun kaniti: Teorem 2.6.7 ile H(U) C Z(U), ve Teorem 2.6.11 ile
A(U) = H(U) oldugundan, H(U) D Z(U) bagmtisini gostermek yeterlidir.
f € Z(U) ise, f fonksiyonu yerel olarak bir holomorf fonksiyonun tiirevi-
dir. Ancak Teorem 2.6.11’den dolay1 holomorf fonksiyonlar her mertebeden
tiirevlenebilir olduklarindan, f fonksiyonu yerel olarak tiirevlenebilir, dola-
yisiyla, tiirevlenebilirdir. |

Sonug 2.6.12 bize bir yandan gercel analizle kompleks analiz arasindaki
onemli farklardan birini gosterir: Bir f : U — C fonksiyonu U agk kii-
mesinde bir kez kompleks tiirevlenebilirse orada her mertebeden kompleks
tiirevlenebilir, buna kargin biz her n € N* i¢in bir (a,b) araliginda n kez
tiirevlenebilen ancak n+ 1 kez tiirevlenemeyen fonksiyonlarin oldugunu bili-
yoruz. Diger yandan, Sonug 2.6.12 Goursat 6ncesi galismalardaki “ f € H(U)
ve f" € C(U)” kogullarmin yerine salt “f € H(U)” kogulunu alabilecegimizi
soyler.

Teorem 2.6.13 (Morera Teoremi) U C C agik, f € C(U) ve her kapali
A C U diggeni igin [, f =0 ise, f € H(U) olur.

Kamit. Her D,(a) C U digbiikey oldugundan, Teorem 2.6.4’ten dolay1 f €
Z(U). Bu ise, (2.6.12) ile f € H(U) demektir. |

U C C agik kiimesinin bir kapali A altkiimesi verilsin. f € H(U\A)
ve F: U — C fonksiyonu f’nin bir geniglemesi olsun. F' € C(U) (veya
F € H(U)) ise, F fonksiyonu f fonksiyonunu A’ya siirekli (veya holomorf)
genigletir denir.

Teorem 2.6.14 (Riemann Genigletme Teoremi) A kimesiU C C agik
kiimesinin kapaly ve ayrik bir altkimesi ve f € H(U\A) olsun. Asagidaki
onermeler denktirler:

(i) f fonksiyonu A’ya holomorf genisletilebilir.

(ii) f fonksiyonu A’ya sirekli genisletilebilir.

(111) f fonksiyonu, her a € A noktasi icin bir D} (a)’da (r = r(a)) sinarlder.
(iv) Her a € A igin lim,_,,(z — a)f(z) = 0.
Kanit. (i)=(ii)=(iii)==(iv) asikar. Simdi (iv)=(i)’i kamtlayalm:

Her a € A igin lim,_,,(z — a)f(z) = 0 olsun ve a € A keyfi verilsin. A

ayrik oldugundan, bir r yarigapr D} (a) C U\A olacak bigimde segilebilir.
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Her z € D}(a) i¢in ¢g(z) := (2 — a)f(z) ve g(a) = 0 olarak tanimlanan g
fonksiyonu kogullarimizdan dolay1 D} (a)’da holomorf ve D, (a) dairesinde sii-
reklidir. D, (a) dairesinde h(z) := (z—a)g(z) olarak tanimlanan fonksiyonun
D} (a)’da holomorflugu agikardir. Ancak h(a) = 0 ve g fonksiyonu a nokta-
sinda siirekli oldugundan, h(z) = (z — a)g(z) esitliginden ve tiirevin tani-
mindan h fonksiyonunun a noktasinda da tiirevlenebilir ve h'(a) = g(a) =0
oldugu goriiliir. Boylece h fonksiyonu D, (a)’da holomorftur ve orada

= Zak(z —a)f=(z—a)Yaz+as(z—a)+ -] =: (z — a)?F(2)

gibi bir yakinsak kuvvet serisine agilabilir. F' fonksiyonu D, (a) dairesinde
holomorftur ve D} (a)’da ise f ile ortiigiir. Boylece f fonksiyonumuz a € A
noktasina holomorf genisletilebilir. |

Boyle bir gey reel analizde s6z konusu degildir. C*’da tammlh f(x,y) =
sin (1 /2% + y2) fonksiyonu C*° siifindan ve tiim C*’da sinirhidir; ancak
birakin z = 0 noktasina tiirevlenebilir bicimde genigletmeyi, siirekli olarak
bile genisletilemez!

B C C smurh bolgesi a € B noktasina gore yildiz bigimli ve v : [a, 5] — C
ise B’nin pozitif yonlenmis sinir gezisi v = 8B olsun. Ayrica, 7y basit kapal
bir integral gezisi olsun. Her 0 < r < 1 igin 7, : [«, 5] — C gezisi

() =a+r(y(t) —a)=(1—r)a+ry(t) (2.22)

olarak tanimlansin. Her bir v, gezisi de, B yildiz bigimli oldugundan basit
kapahdir ve ayrica her t,t' € [a, ] igin |v-(t) — ()| = r|v(t) — ()]
oldugundan, ~, bir integral gezisidir. +,'nin ¢evreledigi bolgeye B, dersek,
K, := B\B, bir kompakt kiimedir.

Lemma 2.6.15 B,~,~, ve K, yukaridaki gibi olmak dzere, bir 0 < rg < 1
icin f € C(K,,) ise lim,yq f% f= fvf'

Kanit. 7o < r < 1 olmak {izere, her z € v i¢in f.(2) := rf (a +r(z —a))
olarak tamimlansin. f, € C ( ) ver /' 1ligin f, fonksiyonlar1 v’da f’ye diizgiin
yakisarlar; bu nedenle, f f = lim, 1 f fr. Diger yandan, f fr = f% f ve
bu sav1 verir. |

Teorem 2.6.16 Yildiz bicimli B C C simrh bolgesinin pozitif yénlenmis
OB siwmr basit kapal bir integral gezisiyse, her f € C(B) N H(B) ve her

z € B i¢in
[ p=vue s =5 | 1) 4.

2mi Jop C — 2
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Kanit. v := 9B olmak iizere, her 0 < r < 1 igin =, gezisi (2.22) ile verilsin.
Sonug 2.6.5’ten f%f = 0 oldugundan, 2.6.15’ten fvf = lim, fw f=0
olur.
2 € B keyfi verilsin. K, Onsav 2.6.15’teki gibi tammlansin. rq sayisi z ¢
K, olacak bigimde segilirse her 79 < r < 1 i¢in z ¢ K, olacagindan, g((¢) :=
1 f(©)

e ile tanimlanan g fonksiyonu K, ,’da siirekli olur ve Teorem 2.6.10 ile

LA L[ FO _
gt | e =timar [ Fac= s = 1)

Ustte en sagdaki esitligin gerekcesini verelim: Ileride Kisim 2.10°da , siurh
B boélgesinin —B yildiz bicimli olmasa da— pozitif yonlenmis basit kapali
smiriysa, her z € B i¢in n(vy,z) = 1 oldugunu gorecegiz. Simdilik yildiz
bicimli bolgeler i¢in sunu séylemekle yetinelim: B bolgesi a noktasina gore
yildiz bigimli olsun. Bir 79 > 0 sayisin D,,(a) C B olacak bicimde secelim.
Kro,a gezisini B’de ay(t) 1511 boyunca v gezisine siirekli bicimde 6teleyebiliriz
ve bu durumda ileride (2.9) Evirmeler kisminda gorecegimiz gibi, her z €
D, (a) igin

R B (S IS S B (9 e -
n(v,z)—mLC_ZdC— 57 /’iroyzc_de—n(nm,z,z)—l

olur (okur bunu Onsav 2.6.15’e benzer bicimde kanitlamay1 deneyebilir); =
(2.6.8) Merkezilegtirme 6rneginde gosterilmistir. Simdi n(~, z) fonksiyonu B
bolesinde siirekli, Z-degerli oldugundan, her z € B igin 1 degerini alir. 1

Bu teoremin su 6zel durumu izleyen teoremin kanitinda igsimize yaraya-

caktir: A bir kapaly ii¢gen ve f € C(A)N H(A) ise, faA f=0.

Teorem 2.6.17 U C C agik, A ise sonlu sayrda nokta ve sonlu sayida
dogru veya dogru par¢alarindan olugsan bir kiime olsun. f € C(U)NH(U\A)
ise, f € H(U).

Kanit. Morera Teoremi'nden (Teorem 2.6.13) dolayi, her kapali A C U
liggeni i¢in || aa f = 0 oldugunu gostermek yeterlidir. Boyle bir A verilsin.
A iiggeni sonlu sayida Aq, ..., A, iiggenlerine, her 7 igin A; N A = () olacak
bigimde parcalanabilir. Sonug olarak [y5 f = [ga, [+ -+ [ya, f=0ve
isimiz biter. |

Bu teoremin benzeri gercel analizde dogru degildir! Ornegin f(z) = ||
ile tammlanan f : R — R fonksiyonu stireklidir, f|R* tiirevlenebilir, ancak
R’ye tiirevlenebilir bicimde genigletilemez!



176 KOMPLEKS ANALIiZ I

Teorem 2.6.18 (Cauchy esitsizlikleri) U C C agk, f € H(U) ve
D,(a) C U ise
n|f “
‘f(")(a)‘ < M neN. (2.23)

r

Kamt. Bir R > r pozitif sayis1 Dg(a) C U olacak bi¢imde segilebilir. Te-
orem 2.6.11 ile f fonksiyonu D, (a)'da } a,(z — a)™ gibi bir kuvvet serisine

acilabilir ve ©
my .y b f(¢
f (a) - Qi /ﬁha (C - a)n+1 d(

oldugundan, her n € N icin

. nl, M@ _ ' iflle,w
‘f( )(a)’§§27ﬁ" prtl rn

esitsizligi gecgerlidir. |

Teorem 2.6.19 (Liouville Teoremi) f € H(C) ve |f| stnarhysa, f sabit-
tar.

Kanit. Varsayimdan dolayi, bir M > 0 ile ||f||o < M. f fonksiyonunu 0
noktasimnda C’de yakmsak f(z) = > anz™ serisine agarsak, (2.6.18) ile, her
n € N* ve her r > 0 i¢in
1 M
— |2 f(n) -
ol = | 210)| <

rn

elde ederiz ki r — +oo0 ile, her n € N* i¢in a,, = 0 dd. f(z) = ap olur. [ ]

Daha 6nce de belirtmigtik: cosz ve sinz fonksiyonlar1 C’de holomorf
ancak sabit olmadiklarindan siirh olamazlar. Ileride Tam Fonksiyonlar kis-
minda bu fonksiyonlar: ayrintili olarak inceleyecegiz. Diger yandan, Liouville
Teoremi’nin bir basit sonucu —her holomorf ¢ : C — D sabit olacagindan—,
C’nin biholomorf olarak ID’ye resmedilemeyecegidir. Ancak ¢ : C — D topo-
lojik doniigiimleri vardir.

U C C agik, D.(a) CU, f € H(U) ise, fnin a noktasindaki seri agilimi

(") (4
F) =Y an(z—ay =S LD gy

n!

oldugundan, Cauchy esitsizlikleri

lanlr™ < 1 fllc,(a)

seklini alir. Ashinda f fonksiyonu f(z) = a,,(z — a)™ gibi bir monom degilse
daima |an|r™ <[|f|[c, (4 (Pkz. Teorem 3.1.17).
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Problemler

Problem 2.6.1 U C C agk, R C U bir kapal dikdértgen ve f € C1(U) ise
1
ﬂ O oty =~ [ taz
s 0z 2i Jor

oldugunu kanitlayiniz.
Problem 2.6.2 (a) Integral almadan, her » > 0 ve her n € N igin
sin z COos 2
/m Zanz ve /Hr Tbﬂdz

integrallerini hesaplayiniz.

(b) Her 8 € C ve her n € N i¢in

L I
n! 2mi ), nlzntl

oldugunu gosteriniz. Ipucu: Cauchy integral formiiliinden yararlaniniz.

Problem 2.6.3 Cauchy integral formiilii uygun bir f fonksiyonu, a € C,
L £(2) DS : L |
n € N ve v kapali gezisi icin fw Gy dz tipinde integrallerinin hesaplan

masinda kullamlabilir. Ornek olarak,

# d
1. / et P 2. / ez7"dz (neN) 3. / : 5
K1 Z = 2 K1 Ko 1 + z

cos(z?) 1 e? e*
4. d . — —d . —d
/,‘i1 z i g 2mi 2(z —1)3 & 6 /K 2(z—1)3 &

K1
b 1

N

integrallerini hesaplayimiz. Benzeri bicimde kendiniz dért érnek tasarlayip
integralleri hesaplayiniz.

Problem 2.6.4 B C C bir bélge, f € H(B), D,(a) C B ve M = ||f|l¢,(a)

15€e
_ 4aM
V21,22 € Dyja(a) [f(21) — f(22)] < 7\21 — 22|

oldugunu gosteriniz.

Problem 2.6.5 logyz = In|z| +ip, ¢ € argz, 0 < ¢ < 27 logaritmanin
C\[0, +00)’daki holomorf dal ve f(2) = v/z = exp(3 log, 2) ise y/z'nin aym
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yerdeki holomorf dali olsun. 0 < r < 27 olmak tizere, 7, : [r,2m —r] — C
gezisi ise v, (t) := e’ ile verilmis olsun.

4 3r
IT:: d = = —— _—
[yrﬁz /Tf 3 €08 5

oldugunu kanitlaymiz. Bir yandan r \ 0 icin v, gezisi y(t) = €%, 0 <t < 27
kapali gezisine yakinsar, diger yandan lim,_,q I, = —% saglanir. Bu sonug
Cauchy Teoremi’yle nigin ¢elismez?

Problem 2.6.6 fm |z 4+ 1]2dz integralini Cauchy integral formiiliinden ya-

rarlanarak hesaplaymiz. Ipucu: z € K1 = Si¢in Z = 1/2z oldugundan yarar-
laniniz.

Problem 2.6.7 f € H(H) ve K, p pozitif sayilari ile, her z € Higin | f(2)| <

% ise, her z € H igin

() = CPV /

2m J_ o

f®)

t—=z

dt

oldugunu gosteriniz. Ipucu: r > 0 igin ;" := £,|[0, ], dd. 0 merkezli 7 yar1-
capli k, gezimizin H'deki kismi ve ;" := (—7)r + &7 olmak iizere, yeterince
biiyiik 7 degerleri igin ;" gezileriyle ¢aliginiz.

Problem 2.6.8 B C C bir bolge, (f,) C C(B) dizisi B’de kompakt diizgiin
yakinsak olsun. Her f,, fonksiyonunun B’de bir ilkeli var ve f := lim f, ise,
f’nin de B’de bir ilkeli oldugunu gosteriniz.

Problem 2.6.9 p € C|z] polinomunun derecesi > 2 ise, bir R > 0 sayisin,
her r > R igin fHT pc(li) = 0 olacak bigimde bulunabilecegini gosteriniz.

Problem 2.6.10 (a) Her z € Higin f(z) := ;—3 ise, f € H(H) ve f(H) C D
oldugunu gosteriniz.

(b) (a)’dan yararlanarak sabit olmayan bir h : C — H holomorf fonksi-
yonunun olamayacagini gosteriniz.

Problem 2.6.11 Maksimum Ilkesini Cauchy integral formiilii iizerinden
kanitlayiniz.

Problem 2.6.12 U C C agk, f € H(U) ve D,(a) C U olsun.
[f(a)] < min £ ()]

|z—al|=r
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ise, f'nin D, (a)'da sifir yeri oldugunu kanitlayimiz.

Problem 2.6.13 Hicbir f € H(C) icin |f'(0)| > ||f|lsp olamayacagim
gosteriniz.

Problem 2.6.14 f € H(D) ve her z € D i¢in |f(2)| < 1%|2|
ve n € N* olmak tizere, (2.23) Cauchy Esitsizlikleri hangi r i¢in en iyisidir,
dd. hangi 0 < r < 1 igin bu egitsizligin sag yan1 minimaldir?

ise, a = 0

Problem 2.6.15 n € N* olmak iizere, her z € D igin f(z) = 27" kogulunu
saglayan bir f € C(D) NH(D) var nudir?

Problem 2.6.16 B C C bir bolge ve f € H(B) sabit degilse f’nin bir agik
doniigiim oldugunu Problem 2.6.12’den yararlanarak kanitlayiniz.

Problem 2.6.17 B C C bir smirh bélge, f € C(B) N H(B) ve f sabit
degilse 0f(B) C f(0B) oldugunu gosterip 0f(B) < f(0B) olabilecegini

ornekleyiniz.

Problem 2.6.18 B C C bir bslge, D bir acgik daire, D C B ve f € H(B)
olsun. f fonksiyonu D’de sabit degil ancak |f| fonksiyonu dD’de sabitse
f’nin D’de en az bir sifir yeri vardir; gosteriniz.

Problem 2.6.19 B C C bir bolge, a € B, f € H(B) ve (f™(a)) dizisi

yakinsak olsun.
(a) F|B = f olacak bigimde tam bir F' € H(C)’nin varligim kanitlaymiz.
(b) (F™) dizisinin C’de kompakt diizgiin yakinsakhgim kanitlayimz.

Problem 2.6.20 f € H(D) ve f(0) = 0 ise, >, 5o f(2") serisinin D’de
kompakt normsal yakinsak oldugunu gosteriniz.

Problem 2.6.21 f,g € H(D), f(0) = g(0) = 0, f(2) = 51 anz" ve
9(2) = 3,51 bp2" ise, asagidakileri gosteriniz:

(1) F(2) = 3,51 ang(2") ve G(2) = 3, 51 b f(2") serilerinin D’de kom-
pakt normsal yakinsak oldugunu gosteriniz.

(2) F' ve G'nin a = 0 noktasindaki seri agilimlarini bulup F' = G oldu-
gunu gosteriniz.
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(3) Her z € D i¢in

n

ve

(_1)7171 2

L =N

ogl+:") =) — —1—
n>1

n>1
oldugunu gosteriniz.
Problem 2.6.22 f:D — D ve f € H(D) ise, her z € D icin

() 1
L= 1f()E = 1|

oldugunu gosteriniz. Problem 1.1.24’teki T, doniiglimiinden yararlanabilirsi-
niz.

Problem 2.6.23 f : D — D holomorf ve iki farkli a,b € D igin f(a) = a ve
f(b) =bise, her z € D i¢in f(z) = z oldugunu gosteriniz.

Problem 2.6.24 U C C agk, a € U, f € H(U\{a}) ve f fonksiyonu
a noktasmin bir komgulugunda sinirli olsun. Her z € U igin h(z) := (z —
a)f(z) olarak tamimlayip h € C(U) oldugunu kanitlayip Morera Teoremi’ni
kullanarak f’nin a’da bir kaldirilabilir tekilligi oldugunu kanitlayiniz.

Problem 2.6.25 K C C kompakt ve baglantili, a,b € K ise, f(z) =
L _ L fonksiyonunun C\K'de exp F(z) = == kosulunu saglayan bir F’

z—a z—b
ilkeli oldugunu gosteriniz.

Problem 2.6.26 U := C\[-1,1] ve V := C\ ((—o0,—1] U [1,+00)) olmak
tizere, UUV’de tamimh f(z) = ﬁ fonksiyonunun U ve V' agik kiimelerinde
birer ilkeli oldugunu, ancak U U V’de bir ilkeli olmadigini gosteriniz.

Problem 2.6.27 f € #H(D)nin z = 0’daki seri agilimi ) a,z" ve her
z € Digin [f(2)] < (1 —|z])7! ise, her n € N igin |a,| < (n + 1)e oldugunu
kanitlayimiz; burada e = exp 1.

Problem 2.6.28 (f,) C H(D) ve fu(2) = > 450 anxz" olsun. Bir M > 0
sayist ile her n,k € N igin |a, x| < M olsun ve her k igin (a,x)n>0 dizisi
bir aj sayisina yakinsak olsun. Bu kogullarda (f,) dizisinin D’de kompakt
diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.
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z € D}

z
Problem 2.6.29 f(z):=< ¢~V 27 olarak tanimlanan f fonksiyo-

1, z=10
nunun Do, ’de holomorf oldugunu gosteriniz.

Problem 2.6.30 Problem 2.6.29’daki f’nin Ds,’deki seriye agilimi

ise, B, sayilarina Bernoulli sayilar: denir.

z”: By  f1, n=1
2k —R 0, n>0
ve ayrica, her tek n > 3 i¢in B;,, = 0 oldugunu gosteriniz.

Problem 2.6.31 Cauchy formiiliinden yararlanarak

/ < 1>"dz
L) %
.1 z) =z

integralini hesaplayiniz.

Problem 2.6.32 f,g € H(C) ve her z € Cigin |f(z)| < |g(2)] ise, bira € C
ile f = ag oldugunu kanitlayiniz.

Problem 2.6.33 B C C bir bolge, f € H(B) ve her z € B igin f'(z) #0
ise

{Re f(2) +Im f(z) | z € B}

kiimesinin R’de acik oldugunu gosteriniz.

Problem 2.6.34 |f'| < |f| kogulunu saglayan tiim f € H(C) fonksiyonla-
rin1 belirleyiniz.

Problem 2.6.35 wj,ws € C sayilar1 R-dogrusal bagimsiz, f € H(C) ve her
z € Cigin f(z 4+ w;) = f(2),7 = 1,2 olsun. f’nin sabit oldugunu gosteriniz.
Ipucu: f fonksiyonu C’de aldigi her degeri kiseleri 0, wy, wa, wy + wy olan
kapali paralelkenarda alir.
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2.7 Gegmise Bir Bakisg

Goursat Teoremi kanitlanmadan 6nce Cauchy Teoremi, Green Teoremi (bkz.
Teorem 5.3.23) tizerinden kanmitlanirdi. Altkisim 5.3.1°de gergel katsayili tii-
revsel bigimlerden s6z edilmigtir. Simdi katsayilarin kompleks sayilar olma-
sina izin verecegiz. U C C agk kiimesinde birinci dereceden bir tii-
revsel bigcimden P,Q : U — C ve her zaman ki gibi z = (z,y) olmak
tizere, w(z) = P(z)dzx + Q(z)dy ifadelerini anlayacagiz. P,Q € C(U) (veya
P,Q € C(U)) ise w tiirevsel bicimi U’da siireklidir (veya siirekli tiirevlenebi-
lirdir) denir. f : U — C fonksiyonu R-tiirevlenebilirse yine df = fydz + f,dy
bize U’da birinci dereceden bir tiirevsel bigim verir. Ozellikle Id(z) = z ve
Id(z) = 7 ile tammlanan Id,Id : C — C fonksiyonlar i¢in dId = dz + idy
ve dId = dx — idy olur ve biz de gelenege uyarak dld ve dId yerine dz ve dz
yvazacagiz. Bu gosterimlerle dz = dx + idy ve dz = dx — idy olur. Buradan

df = frdx + fydy = f.dz + fzdZ (2.24)
goriilebilir. Diger yandan,
dzNdz=dzNdz=0 ve dzANdz=—dzANdz = 2ide \Ndy (2.25)

oldugu kolayca goriiliir (bkz. s. 412). Kompleks analizde biz genellikle w(z) =
f(z)dz tipinde tiirevsel bicimlerle ilgileniriz. - bir integral gezisi ve f : v — C
siirekli ise, w = fdz tiirevseli i¢in tanmim geregi

LWELf(Z)dZ ::/Vf.

Simdi U C C smurh bir agik kiime v € G{(U) ve f € CH(U) olsun. (2.24)
ve (2.25) ile w(z) = f(z)dz i¢in

dw(z) = df (2) Ndz = [f.(2)dz + fz(2)dz] N dz
= fz(2)dz Ndz = 2ifz(z)dx A dy (2.26)
elde ederiz. f = u+ivi¢inw = fdz = f(dx+idy) = fdz+ifdy = Pdz+Qdy

oldugunu gozetirsek, (5.3.23) Green Teoremi'nden agagidaki teoremi elde
ederiz:

Teorem 2.7.1 B C C bir sinwrh bilge ve OB sonlu sayida basit kapals
integral gezisinden olussun. f = u+iv € C(B) ve ug, Uy, Uy, vy tirevleri B’de
var ve orada siirekli ve sinarly iseler, B pozitif yonlenmis olmak zere,

LS / /B Fo(2)dZ A dz = 2i / /B %(z)dxdy.
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Sonug 2.7.2 (Cauchy Teoremi) f < C(B)NCY(B)NH(B) ise

f(z)dz =

oB

Kanit. Teorem dogrudan (5.3.23) Green Teoremi ve (2.26)’dan gikar. f €
C(B)NCY{(B)NH(B) ise, B'de 8f (2 ) = O oldugundan, bir yandan teoremin

kogullar: saglanir, diger yandan f f B 8 z)dzZAdz = 0 olur ve bu, bize (2.7.2)
sonucunu verir. [ |

Biz artik Goursat Teoremi'nden sonra Sonug 2.7.2'deki f € C!(B) kosu-
lunun H(B)’nin bir sonucu oldugunu biliyoruz. $imdi Cauchy-Green veya
Pompeiu Formiili olarak adlandirilan bir formiilii kamitlayacagiz.

Teorem 2.7.3 B C C bir sinirly bolge ve OB sonlu sayrda basit kapal
integral gezisinden olussun. Her f € C*(B) ve her z € B igin

_ 1 ©)
f(z) = 27T’i/33 @dc 27rz// —d(Adc (2.27)

L[ SO [0

Sonug 2.7.4 (Cauchy Formiilii) Ay kosullarda ayrica f € H(B) ise
her z € B i¢in

ERS

2mi Jop C — 2

fz) = dg.

Kanit. z € B keyfi verilsin. ('nin kartezyen koordinatlari u,v olsun. € >
0 sayisimt D.(z) C B olacak bigimde secelim. U, := B\D.(z) siirh agk
kiimesinin sinir1 sonlu sayida basit kapali integral gezilerinden olugur; 6zetle
OU. yonlenmis siir1 9B ve ,%_ "den olugur. Simdi Sonug 2.7.2’de B yerine U,
alip bu teoremi w(¢) = f dC tiirevseline uygulayacaglz h(¢) :=1/(¢C— =)
fonksiyonunun B\{z}’ de holomorf, dolayisiyla orada =0ved(ANd(=0
oldugunu da gozetirsek,

R

_ 9 R - A (N
—8€<f(<> C_Z)czcmm— e Tl
_0f(Q)

¢ (—=z



184 KOMPLEKS ANALIiZ I

oldugundan,

/an_/,ig,zw:/aUE“://id // —chdc,

ve buradan

/aBC—zC /ﬂezg—c // —dcng (2.28)

elde ederiz. € — 0 igin

6%/ 0_@ f()2m

oldugunu gosterirsek, (2.28)’den sav ¢ikar.

Ny R CETCPIy gy P
Ke,z C* z

———d(
/iEZCiZ HE,ZC*Z

ve f f (Z ~d(¢ = f(z)2mi oldugu dogrudan integral tanimindan hesaplanir.

f e Cl( ) oldugundan, D, (z) C B kosulunu saglayan bir kapal dairede
df (¢) tiirev dontigiimiin normu iistten sinirhdir. Dolayisiyla, bir ¢ > 0 sabiti,
her ¢,w € D,(2) i¢in |f(¢) — f(w)| < ¢|¢ — w]| olacak bigimde bulunabilir®.
Ozellikle 0 < ¢ < 7 icin buradan

/ ﬂ%f "

—Z

< 2re % 0

olur ve teoremle igimiz biter.
Eger ayrica f € H(B) ise, f/9( = 0 oldugundan, savimiz (2.27)’den
gikar. |
Goursat Teoremi ister istemez Green Teoremi'ni genellegtirme caligma-
larina yol agmigtir ve Lebesgue integral kavrami burada da giiclii bir arag
olmustur. Biz bilgi olarak [10]’da bulabileceginiz agagidaki teoremi vermekle
yetinecegiz:

Teorem 2.7.5 B C R? smarh bilge, OB sonlu sayida basit integral gezi-
lerinden olussun. P,Q fonksiyonlar: B’de siirekli ve B’de R-tiirevlenebilir
olsunlar. Ayrica, ® := Q. — P, fonksiyonu B’de Lebesgue integrallenebilir
ve her (xo,y0) € B igin

mlff — B (20, 0)) = 0 (2.29)

eNo e

8Bu, Ortalama Deger Teoremi’nin bir basit sonucudur.
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ise, w = Pdx + Qdy ve OB pozitif yonlenmisse,

v o= f [ ] (525 o

Burada P,Q € C'(B) kosulundan vazgecilmistir ve diger varsayimlar
altinda (2.29) kogulu B’de zaten hemen her yerde kendiliginden saglanir.

Sonug 2.6.5'te B C C digbiikeyse, her kapali v € G¢(B) ve her f € H(B)
icin f7 f = 0 oldugunu gordiik. Bu teoremin gegerli oldugu bélgeleri belir-
leme ¢abalar: bizi basit baglantili bolge kavramina gotiirmiistiir. Cikis nokta-
siniysa Jordan Teoremi olugtur. Kanitini atlayacagimiz bu teoremi verelim:

Teorem 2.7.6 (Jordan Teoremi) Cg ’daki her basit kapali y gezisi igin
Coo\y ki ayrk Bi, Ba bolgesinin birlesimidir ve 0B1 = 0By = 7.

B1, By bolgelerine v’min yanlari denir. Ozel olarak v kapali Jordan ge-
zimizin izi C’de ise, bu durumda ~’nin yanlarindan biri co Ogesini igerir,
digeri igermez; icermeyen yana +’nin igi diyecek ve I(7) ile, oo 6gesini ige-
ren yanina y’nmin Cy.’daki digi diyecek ve Do (7y) ile gosterecegiz. Elbette
Coo = 1(v) Uy UDe (7).

Genelde C kiimesinde galigildigindan, v'nin C’deki dig1 olarak D(v) :=
Doo(7)\{oo} bolgesini aliriz. Bu tamimla, her basit kapali v € G(C) gezisi
i¢in OI(7y) = dD(y) = v ve C = 1I(y) Uy UD(y).

Topolojik kavramlar olan i¢ ve dig veya sag ve sol yan i¢in 2.10 kisminda
analitik tanimlar verecegiz ve bu kavramlar: kapali gezilere genisletecegiz.
Simdilik amacimiz bugiiniin kavramlarina nerelerden geldigimiz hakkinda
bir fikir vermektir.

v € G(C) bir basit kapali gezi olsun. C\B = 0B U D(~) kiimesi C’de
agik ve baglantili olan D(+y) bolgesinin C’deki kapanisidir. C\ B kiimesi C’de
baglantili olan D(7) bolgesinin C’deki kapamsi olarak baglantilidir, ancak
kompakt degildir. Buna karsin Coo\B = 0B UD(y) U {00} kiimesi baglantil
D(7) kiimesinin C4, uzaymdaki kapanigi olarak baglantihdir. Diger yandan,
bu kiime kompakt Hausdorff uzay1 olan C,, uzaymin kapali altkiimesi ola-
rak kompakttir, dolayisiyla Coo\B baglantili ve kompakttir. Baglantih ve
kompakt uzaylara kontinuum diyecegiz. B C C, herhangi bir bolge ise,
Cwo\ B kapalidir ve bunun baglantili bilegenleri ise bu kapali altkiimenin bile-
senleri olarak yine Co, kompakt uzayinda kapali, dolayisiyla kompakttirlar.
Boylece, Co\ B’nin baglantili bilegenleri birer kontinuumdurlar.

Tanmim 2.7.7 B C Cy bir bolge olsun. n € N* olmak tzere, Coo\B 'nin
baglantily bilesenleri sonlu sayida ve n tane ise, B bilgesi n kez baglanti-
luder denir; n = 1 veya B = Coodurumunda ise, dd. Coo\B baglantily veya
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Sekil 2.14: Basit baglantili olmayan bolgelere érnekler.

B = Cy ise, B bolgesi basit baglantilider denir. Coo\ B 'nun baglantile bi-
lesenleri sonsuz ¢oklukta ise B bélgesi sonsuz kez baglantilidir denir.

Bu tanima gore B bolgesinin basit baglantili olmasi tam da Cs,\ B’'nin
baglantili olmasi demektir. Ayrica, T : Co, — C4 topolojik doniigiimleri
basit baglantili kiimeleri basit baglantili kiimelere resmeder. Yukarida soy-
lenenden C,.’deki her kapali v Jordan gezisinin yanlarinin her biri basit
baglantilidir. Ozellikle eger v C C ise, y'nmn yanlar1 olan I(7) ici ve Duo(7)
dig1 basit baglantihi iken, D(7) dis: basit baglantil degildir; ¢iinkii Coo\D(7)
kiimesi iki ayrik {oco} ve I(y) U~ kontinuumlarinin birlesimi olarak baglantili
degildir. Ileride evrimsel basit baglantililk ve homolojik basit baglantililik
kavramlarini verecek ve bu ii¢ kavramin birbirine denk oldugunu kanitlaya-
cagiz (bkz. Teorem 2.12.8).

U C C agik olsun. U’nun bir deliginden C\U’nun bir kompakt bilegeni
anlagilir?. V bir acik kiime K bir kontinuum ve K C V olsun. Bu kosullarda
K kiimesi U = V\ K agik kiimesinin bir deligidir. Sekil 2.14’te verilen basit
baglantili olmayan bélgelerin soldan saga sirasiyla 1, 3 ve 2 deligi vardir.

n > 2 ve B C C bolgesi n kez baglantili olsun. K, ..., K, kiimeleri,
Cwo\B kiimesinin baglantili bilegenleri olsunlar. Bunlarin her biri kompakt
Cxo\B kiimesinin baglantih kapali altkiimeleri olarak birer kontinuumdur.
Bu durumda C.\B kiimesi ayrik Kj,..., K, kontinuumlarinm birlegimi-
dir. Bunlardan biri oo 6gesini igerecektir, ki bu K, olsun. Bu durumda
U:= BUK;- UK, kiimesi Co,\K,, agik kiimesinden bagka bir sey
degildir ve Coo\U = K, baglantili oldugundan, U agik kiimesi basit baglan-
tilidir. Dolayisiyla, n kez baglantili B bolgesini U basit baglantili kiimesinden
ayrik K1, ..., K,,_1 kontinuumlarini atarak elde ederiz. K, ..., K,_1 kiime-
lerinin her biri B bdlgesinin birer deligidir. Boylece C’deki basit baglantili
bolgelerimiz delikleri olmayan boélgelerdir ve bu bolgelerdeki kapali Jordan
gezilerinin igleri de bu bolgededir (bkz. Onerme 2.12.9). Burada herhangi
bir K; kontinuumu bir tek noktadan veya bir v gezi izinden veya bir D,.(a)
kapali dairesinden de vs. olugabilir. B

9Bizi agik kiimeler ve onlarin delikleri ilgilendirdiginden bu tammla yola ¢iktik. Ancak
herhangi bir A C C altkiimesinin deliklerinden de s6z edebiliriz (bkz. Problem 2.7.2).
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Sekil 2.15: Basit baglantili olan kiimelere 6rnekler.

Bir B bélgesinin deliksiz olmasini bir sonraki kisismdaki evrilebilirlik kav-
rami ile belirleyecegiz; bu ise kabaca izi B’de olan kapali gezilerin B’yi terk
etmeden siirekli bicimde sabit gezilere dontistiiriilebilecegi anlamina gelecek-
tir, ileride netlegtirecegiz.

Tamm geregi Co, basit baglantilidir; Coo\C = {oco} ve Cx\D baglan-
tili olduklarindan, C ve D basit baglantilidirlar. Diizlemdeki herhangi bir
dogrunun herhangi bir tarafi, 6zellikle

H:={z|Imz > 0}

iist yaridiizlemi basit baglantihdir. Ote yandan C,,\C* = {0} U {oo},
Coo\D* = (Coo\D) {0} ve {0}, {o0},Coo\D birer kontinuum olduklarindan,
C* ve D* iki kez baglantili bolgelerdir. 0 < r; < ro olmak fizere,

H(a;ri,re) :={2 € C|r; < |z —a| <ra}

kiimesine a merkezli ve r1,ry yarigapl halka denir. Coo\ H(a;71,7r2) kii-
mesi D, (a) ve Coo\Dy,(a) ayrik kontinuumlariin birlegimi oldugundan,
H(a;ry, o) halkas: 2 kez baglantihidir.

Orneklerimizin 0y smirlarina bakalim: 9,,C = {00}, 9sD = C; oldukla-
rindan, C ve D basit baglantili bélgelerinin Jy sinirlar: birer kontinuumdan
olugur. Diger yandan, 0,,C* = {0} U {o0}, 0cH (a;71,72) = Cp, UCy, ve
O0sD* = C71 U{0} oldugundan, iki baglantih C*, D* ve H (a;r1,r2) bolgeleri-
mizin O, sinirlarimin ikiger ayrik kontinuumdan olustugunu goézlemliyoruz.
Bu bir rastlant1 degildir. Bir B C Co, bolgesinin n kez baglantili olmasinin
tanimi olarak ., B smirinin n ayrik kontinuumundan olugmas: da segilebi-
lir [7], [9]. Riemann kaynakl bir bagka yaklagim i¢in Not 2.12.12’ye bakinz.
Biz bunlara girmeyecegiz. Genelde OB # 0 B, ancak simirli A C C kiimeleri
igin 0A = 050 A oldugunu belirtelim. Dolayisiyla, sinirhi bir B C C bolgesinin
n kez baglantili olmasi dB smirinin n ayrik kontinuumun birlesimi olmasi
demektir.

Her a € R igin Co,\C,, = dy U {0} =: K, bir kontinuum oldugundan,
C, bolgeleri ve benzer bi¢imde C,(a) bolgeleri basit baglantih bolgelerdir
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(burada aym zamanda K, = 0-C, oldugunu belirtelim). a,b € R ve a < b
olmak iizere, S, dikey ve S%b yatay seritleri de basit baglantilh bolgelerdir.
Sap bolgesinin C’deki siir1 ayrik I, = {z|Rez =a} ve [, = {z | Rez =b}
dogrularindan olusur, dd. 85, = l,Ul,. Yine de bu S, 'nin basit baglantih
olmasiyla ¢elismez, ¢linkli 0xSqp = o Ul U {oo} bir kontinuumdur; tiim
olay1 Riemann kiiresinde daha anlagilir sekilde gorsellegtirebiliriz. Ashinda
loUly U {oo} Riemann kiiresinde, eg anlaml olarak Co,’da bir Jordan kapal
gezisinin izidir ve S, seridi bu gezinin yanlarindan biridir. S%b geridi icin
benzer irdelemeleri yapmay1 okura birakiyoruz.

v, C’de bir kapali Jordan gezisi ve B = I(7y) olsun. vy = d B’de birbirinden
farkl olan p1, ..., pm, noktalar: segelim ve ~; gezileriniiba@langl(; noktalar1 p;
ve «y; izleri p; noktalar1 diginda tiimiiyle B’de olup birbirlerini kesmeyecek
bicimde secelim. B* := B\ Ui~ i olsun. B* bir bolgedir ve 0, B* = 0B* =
IBUJ™, i bir kontinuum oldugundan basit baglantihdir, ancak artik dB*
bir kapal Jordan gezisinin izi degildir; gercekten de izi B* olan bir kapal
gezi y; izleri lizerindeki her bir noktadan en az iki kez ge¢gmek zorundadir,
dolayisiyla basit degildir.

Not 2.7.8 Jordan Teoremi'ni kanitsiz olarak verdik. Yine kanitsiz olarak
su bilgileri paylagalim: Bir B bélgesinin basit baglantils olmast i¢in gerek
ve yeter kosul, B’deki her basit kapali Jordan gezisinin yanlarindan birinin
B’de olmasidir. Diger yandan, her basit baglantils B C C bolgesi C’ye topo-
logik olarak resmedilebilir. Bu teorem ileride kanitlayacagimiz Riemann D6-
niisiim Teoremi’nin topolojik karsiligi olarak diigiiniilebilir. Basit baglantili
Sap bolgesinin C’deki tiimleyeninin bilesenlerinin smirl olmadigimi belirte-
lim. Ornek olarak verdigimiz B C C basit baglantih bélgelerin tiimii i¢in bu
gegerlidir ve bu C’deki basit baglantilig1 karakterize eder: B C C bdlgesi-
nin basit baglantili olmasi igin gerek ve yeter kogul C\B kiimesinin simirh
baglantili bilegeni olmamasidir. A

Teorem 2.7.9 (Cauchy Teoremi) B C C basit baglantiliysa, her kapals
v € GY(B) ve her f € H(B) igin I, f=o.

Sonug 2.7.10 B C C basit baglantilysa, her f € H(B) nin B’de bir F
ilkeli vardar.

Kamit. B C C basit baglantili bir bolge olsun. Her geyden 6nce G C C bir
bagka bolge ve GNOB = () ise, ya G C B ya da G C C\B olmak zorundadir.
Bu nedenle, izi B’de olan her basit kapali vy gezisinin I(7y) i¢i de B’dedir.
Simdi kapall bir v € G*(B) gezisi ve bir f € H(B) keyfi verilsinler.
Teorem 2.4.10(iii) ile, her € > 0 sayisina karsilik B’de kapali bir IT poligonu
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o

Sekil 2.16: Ucgenlestirme.

< ¢ olacak bi¢gimde bulunabilir. Boylece izi B’de olan her kapali

‘f'y f- fH f
IT poligonu igin fH f =0 oldugunu kanitlamak yeterlidir.
Simdi B’de kapali II poligonu keyfi verilsin. Sunlar1 bilmek yeterlidir:
(a) B’de basit kapali IIy, ..., II}; poligonlar [ f = Zle in f olacak bi-
¢imde bulunabilir.

(b) B’deki her basit kapali II poligonu B’de tic¢genlestirilebilir.
IT poligonunun B’de ii¢genlestirilmesinden kastedilen sudur: Aq,..., A, C
B kapal tiggenleri IIN) UIL = (J"; A; ve 1 <i < j <migin A;NA; =0
veya A; N Aj arakesiti bu iki tiggenin bir ortak kenar1 veya bir ortak kosesi
olabilecek bigimde bulunabilir (bkz. Sekil 2.16). Bu durumda II ve 0A;’ler
pozitif yonlenmis olmak iizere, dA;’lerin II’de gegmeyen her kenari, bir bagka
0Aj’de z1t yonde karsimiza ¢iktigr icin

/nf:; o (2.30)

olur. Dolayisiyla, (b) ve Goursat Teoremi’nden, B’deki her basit kapal II
poligonu i¢in [;; f = 0 olur.

Simdi B’de herhangi bir kapali IT poligonu verilsin ve B’deki basit kapali
Iy, ..., II; poligonlari ise (a)’da belirtildigi gibi segilirse (2.30) ile

k
Jur =2 =
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ve teorem kanitlanmig olur. Simdi sirasiyla (a) ve (b)’nin nasil gergeklegtiri-
lebileceklerini gorelim:

IT : [a,b] — B poligonu basit kapali olmasm. Poligonumuzun koseleri
P = {to,...,t,} parcalams: ile verilmis ve koselerimiz zy,...,z, olsun.
Gezi sirasinda bir kenar iizerinde gidip hemen ayni kenar iizerinde kis-
men veya tamamen geri doniis yapiyorsak, ornegin zxy1 € [zr—1, 2k ise
f:}il f+ f;f*l f= f;::l f oldugundan, II' = zg - 2z5_12k11 - - 25, olmak
tizere, [; f = [y f olur. Bu nedenle, biz daha bagtan II poligonumuzda
bdyle geri donmelerin olmadigini varsayabiliriz. Poligonumuzun sonlu sayida
kenar1 oldugu icin de bazi kenarlarin caprazlama kesisme noktalar: varsa
bunlarmm sayisi sonludur.

Varsayimimizdan dolayi, a < s1 < so < b sayilar1 II(s;) = II(s2) olacak
bigimde vardiwr. II} := 11| [a, s1], IT, := II| [s2, b] olsun. IT} poligonunun bitig
noktasi IT), poligonunun baglangi¢ noktasi oldugundan, IT, gezisi IT} gezisine
eklenebilir ve II' := II{II, gezisi de bir kapali poligondur. Ayrica, 11" :=
I1] [s1, 2] poligonu da kapalidir ve

I = b et b= R = T

Eger II' ve II” poligonlar1 basit kapali iseler isimiz biter; bunlardan basit
kapali olmayan(lar)la ayni iglem tekrarlanir ve II'nin kenarlarmin kesigme
noktalar1 sonlu sayida oldugu i¢in sonlu adimda B’de basit kapali II; poli-
gonlan [ f = Zle in f olacak bicimde bulunur.

Simdi B’deki basit kapali her II poligonunun {i¢cgenlestirilebilecegi tii-
mevarimla kolayca goriiliir. Her bir poligonumuz n > 3 olmak {izere, bir
n-gendir. n = 3 i¢in Oniimiizde zaten bir liggen var. Savimiz basit kapali n-
genler i¢in kanitlanmig ve gimdi bize B’de basit kapali bir (n+1)-gen verilmis
olsun. z;, z; € II poligonumuzun farkl kégeleri olmak iizere, (z;,z;) C I(II)
ise [2;,2;] dogru parcasma II'min bir késegeni denir. Diizlem geometrisin-
den, her basit kapali IT poligonunun en az bir kdgegeni oldugu goriiliir [9].
Genellikten bir gey kaybetmeden II poligonumuzu pozitif yonlenmis alabili-
riz. Herhangi bir kogegen yardimiyla IT poligonumuz basit kapali iki 11y, IIs
poligonuna ayrilir. Bu poligonlarin kenar sayilart < n oldugundan, tiimeva-
rim kosulundan tiggenlestirilebilirler ve bu iiggenlestirmelerin bize II'nin bir
iiggenlegtirilmesini verdigi apaciktir.

Sonug dogrudan (2.6.6) Ilkel Teoremi’nden cikar. |

Ileride bu teoremi Jordan Teoremi'ne bagvurmadan kanmitlayacak ve ay-
rica herhangi bir B C C bolgesi igin Teorem 2.7.9’un savi saglanmigsa,
dd. her n € G¥(B) ve her f € H(B) icin fnf = 0 ise, bu B bolgesinin
basit baglantili oldugunu gosterecegiz.
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[40]’ta goyle bir yol izlenir: Her digbiikey kapali poligon ti¢genlestirilebi-
lir; herhangi bir kosesini diger kogelerle bir dogruyla birlegtirmek yeterlidir.
Sonra herhangi bir kapali poligon iizerinden integralin sonlu sayida kapali
digbiikey poligonlar iizerinden integrallerin toplami olarak yazilabilecegi gos-
terilir.

Problemler

Problem 2.7.1 P,Q € C*(H(0;7,R)) ve orada %—g = %—5 ise, Green Te-
oremi’nden yararlanarak, w = Pdx + Qdy olmak {izere, her r < 0 < p < R
igin [, w= fpw oldugunu gosteriniz.

Problem 2.7.2 A C C herhangi bir altkiime olmak tizere, Coo\ A'nin co’u
igermeyen her bilesenine A'nin bir deligi diyelim. Asagidakileri kanitlayiniz:
1. A smurhysa, delikleri C\ A'nin sinirh bilegenleridir.
2. A bir agik kiimeyse, delikleri kompakttir.
3. A acgiksa delikleri tam da C\ A’nin smurh bilegenleridir.

Problem 2.7.3 B C C basit baglantili bir bdlge, v ise B’de kapali bir
geziyse, 7'nin delikleri B’dedir.

Problem 2.7.4 U C C agik ve Co,\U baglantili olsun. K C C kompakt ve
K C U ise, agagidakileri kanitlayimniz:

(a) Coo\K'nin sinirli baglantil bilesenleri U’dadur.

(b) K ile Coo\K nin siurh baglantili bilesenlerinin birlesimine K der-
sek, K baglantili ve kompakttir. Ayrica, K baglantiliysa, (COO\K 'nin siirh
baglantili bilegeni yoktur.

(¢) v € G'(U) kapah geziyse, her z € C\¥ i¢in n(v,z) =0, dd. I(y) C 4.

2.8 Geziler Uzerinden Integraller ve Ilkeller

Goursat Teoremi’nin bir sonucu olarak H(U) C Z(U) oldugunu gordiik (Te-
orem 2.6.7). Bu bize herhangi bir U C C agik kiimesindeki holomorf fonksi-
yonlarin buradaki tiim geziler i¢in integralini tanimlama firsati verir.

U C C bir agik kiime f € H(U) ve v € G{(U) olsun. 7 : [a,b] — U
gezimizin, a = tg < -+ < t, = b ve v; = ~|[ti—1,t;] olmak iizere, bir
v =1 -, parcalanisi ve U; C U acik kiimeleri su sekilde segilmis olsunlar:
Her bir 4 igin v; C U; ve U; acik kiimesinde f|U; fonksiyonun bir F; ilkeli
vardir. v;’nin baslangi¢ noktasi z;_; ve son noktasi z; olsun. Eger v € Gi(U)
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ise
n n

/f_;/%f_z i(2i-1) (2.31)

=1

oldugunu biliyoruz.

Tanim 2.8.1 v yalnizca strekli olugunda da f7 f integralini (2.81) olarak
tanimbyoruz.

Once bu tanimm kusursuz oldugunu gérelim: Oncelikle, Teorem 2.6.2’den
biliyoruz ki U’daki her agik dairede f fonksiyonumuzun bir ilkeli vardir.
Diger yandan, U’da ~ boyunca daireler zinciri se¢ebilecegimizi de biliyoruz.
Oyleyse, her v € G(U) gezisi ve her f € H(U) igin béyle ~;, U; ve Fj'ler
vardir, hatta U; kiimelerini daireler olarak segebiliriz. Simdi (2.31)’in sag
yanimn bunlarin se¢iminden bagimsiz oldugunu gorelim:

Once v; gezilerini sabit tutalim ve 5; yolunu iceren V; acik kiimeleri
ve orada f|V; fonksiyonlarmin G; ilkellerini sectigimizi varsayalim. B; ile
U; N V;’nin ~; yolunu igeren baglantili bilegenini gosterirsek, z;_1, z; € B; ve
Bi k{imesin(% Fi—Gi sabit oldugundan, Fz(zz) —Fi(zi_l) = Gz(zz) —Gi(zi_l)

ve
n n

> (Fi(z) = Fi(zi1)) = Y (Gi(z) — Gi(zi-1))

i=1 i=1
olur. Dolaysiyla, v = 71 - - -y, pargalanigi verildiginde (2.31)’in sag yam Uj;
ve F;’lerin se¢ciminden bagimsizdir. Simdi pargalamigtan bagimsizhigi gérmek
igin su basit adim yeterlidir: 7y, ...,7, pargalarindan birini, diyelim ki ~;
gezisini t;_1 < s; < t; olmak tizere, v; = vil[ti—1, si] - Vil[si, ti] =: Vi1 yie gibi
pargalarsak, & = ~(s;) olmak tizere, Fj(z;) — Fj(zi—1) = (F;(&) — Fi(zi—1)) +
(Fi(zi) — Fi(&)) oldugundan, 71 - - - vi1y42 - - - yn parcalanmsi i¢in tanimlanan
toplam (2.31)’deki toplama esittir. Simdi gerisi asikardir: Iki farkh parca-
lanigla verilen toplamlardan, her defasinda pargalamiga bir nokta ekleyerek,
sonlu adimda bir ortak parcalanigtaki toplamlara gegilir. Sonuncularin bir-
birine esit oldugunu az énce tartigtik ve gegislerde degerler degismiyor; do-
layisiyla tanim kusursuzdur. n ~ ~ ise fn f= fv f oldugunu gérmeyi okura
birakiyoruz. Boylelikle, bu kavram rotasaldir ve v € G(U) ve f € H(U) igin

/vf:z/nf,nev

Tanim 2.8.2 U C C bir agik kiime, f € H(U) ve v : [a,b] — U bir gezi ol-
sun. Asaqidaki kosul saglandiginda bir sirekli F : [a,b] — C fonksiyonuna f

tanmimi kusursuzdur.
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fonksiyonunun v boyunca bir ilkeli denir: Her ty € [a, b] i¢in ty noktasinin
[a, b] de agik bir Iy komsulugu, v(to) noktasin U’da agik bir Vy komsulugu
ve f'nin Vi 'da bir Fy ilkeli, her t € Iy i¢in F(t) = Fo(v(t)) olacak bigimde
vardar.

Teorem 2.8.3 U C C bir agik kiime, f € H(U) ve v : [a,b] — U bir gezi
olsun.
(i) f’nin v boyunca bir g : [a,b] — C ilkeli vardvr. f’nin v boyunca her-
hangi iki ilkelinin farky sabittir.

(i1) g fonksiyonu f’nin v boyunca bir ilkeliyse, f7 f=g(b)—g(a) saglanar.

Kanit. (i) U’da v boyunca bir Dy, ..., D,, daireler zinciri segelim, dd. [a, b]
arahigiin bir P = {ty, ..., t,} parcalansi, z; = 7(tx) merkezli ve U'’ya diigen
Dy, daireleri, v := 7|[tk—1, tx] olmak tizere, daima v, C Dy_1 N Dy =: By,
olacak bicimde bulunabilirler. Her bir Dj, dairesinde f'nin bir F}, ilkelini
secelim.

Gy := Fj olsun. By bolgesinde bir ¢; sabiti ile Gy — F1 = Fy — F1 = 1
olur. Gy := F} 4 ¢ olsun. Boylece G fonksiyonu Gy’'in D;’e bir dolaysiz
analitik geniglemesidir. Bu iglemle [to, ¢;] araliginda g1 (t) := Go(7y(?)) ile ta-
nmimlanan siirekli g; fonksiyonu, [to, to] araligima, ga|[to, t1] := g1[to, t1] ve her
t € [t1,t2] icin ga(t) := G1(7(t)) ile tanimlanan g siirekli fonksiyonuna ge-
nigletilir. Boylece sonlu adimda bir siirekli g := gy, : [a,b] — C fonksiyonuna
ulasiriz ve bu fonksiyon tanimi geregi v boyunca f’nin bir ilkelidir.

g,h : [a,b] — C fonksiyonlar1 f fonksiyonunun v boyunca iki ilkeli olsun.
f fonksiyonun herhangi bir bolgedeki iki ilkelinin fark: sabit oldugundan,
h— g stirekli fonksiyonu yerel sabittir ve [a, b] baglantili oldugu iginse sabittir.

(ii) Tanim geregi

n

[ £=32(Gue) = Gutan)) = Y (9() = sler1)) = 9(b) — 9@
v k=1

k=1

Lemma 2.8.4 Eger f € H(U) fonksiyonunun U ’da bir F ilkeli varsa, v :
[a,b] — U bir gezi olmak tizere,

Lf:Fw»—ﬂmy

Ozellikle ~ kapals ise, f7 f=0.
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Kanit. Her ¢ € [a, b] i¢in g(t) := F(~(¢)) ile tanimlanan siirekli g fonksiyonu
f’nin v boyunca bir ilkelidir ve

/ f = g(b) — ga) = F(sy) — F(by)

olur; bu, savi kanitlar. |

Buna karsin f fonksiyonunun U’da bir global ilkeli yoksa, v kapali iken
g(b) # g(a) ve dolayisiyla fv f # 0 olabilir. Teorem 2.8.3’iin kanitinda da-
ireler zinciriyle calistik, aciktir ki bolgeler zinciri ile de ¢alisabiliriz. Ornegin
U :=C*ve f(z) = 1 olsun. v : [0,27] — U gezisi ise v(t) = re, r > 0 ile
verilmig olsun. Biz simdiden By := C_,, B; := (C,g, By :=Cy ve By = (Cg
bolgelerinde f fonksiyonunun ilkelleri oldugunu biliyoruz ve sirasiyla

Fo(z) =log_.(z) =ln|z|+iarg_,(z), —7 <arg_,.(z) <,
. m 3T
Fi(2) = g(z) = In|z| —i—zarg,%(z), -5 < arg,%(z) <5
Fy(z) = logy(z) = In |z| + iargy(z), 0 < argy(z) < 2m,
)
Fy(z) = Lz (2) = In|z| +iargs (2), g<argg(z) < 7”

ilkellerini segelim. [0, 27] aralhigmin {tg,...,t1} = {0, 5T, 5 ,27r} parcala-
nigini secelim. v C Bi_1 N By kosulu baglamr [O ”] arahiginda g;(t) =

12
L_z(y(t)) = L_x(re") = Inr+it ve [Z, x| arahginda L_z((t)) = Inr+it ve

L_(re'z) = L_g(re 2) oldugundan, [0, 7]’de g»(t) = Inr + it olur. Benzer
bi¢imde devam ederek [0,27] araliginda ¢(t) = Inr + it fonksiyonunun ~
boyunca f(z) = % fonksiyonun bir ilkeli oldugu kolayca goriiliir. v kapalidir
ancak daha 6nce bagka yontemlerle hesapladigimiz gibi

/ f= / 9(27) — g(0) = 27,

U c C agk ve 7,17 : [a,b] — U iki gezi olsun. [a,b]'nin bir P =
{to,...,tn} parcalamigi ve 1 < k < nicin v = v|[tk—1, tk] ve mk = n|[tk—1, ti]
olsun. U kiimesinde agik Dy, ..., D, daireleri, her k igin v, n C Dy olacak
bi¢imde bulunabiliyorlarsa, v ve 1 gezileri U’da birbirine yakindir denir.

Teorem 2.8.5 v ve n gezileri U agik kimesinde birbirine yakin olsunlar.
Bunlarin ya ikisi de kapaly olsun, ya da aym ba§langzg ve ayn bitis noktala-
rina sahip olsunlar. Bu kosullarda her f € H(U) igin f f= f f-
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Sekil 2.17

Kanit. P parcalanigi, Dy, ..., D, daireleri, 74 ve n; gezileri yukaridaki gibi
segilsinler. 0 < k < n igin 2z = y(tx) ve wr = n(tx) olsun. Dy daire-
leri digbiikey oldugundan, [zp_1, wi_1] ve [z, wy]| araliklar1 Dy dairesindedir
(bkz. Sekil 2.17). f'nin her bir Dy dairesinde bir Fj ilkelini segelim. Bu

durumda . o
Af24:7+lj+lkf
[res L5l

> [ [5)
=/ /f+/ /j

olur. Son esitligin gerekgesi: Ya zp = wg ve z, = w, ve dolayisiyla fjg f+
fw”f—O—i—O—Oyada 20 = 2, ve wy = wy, ve dolayisiyla f;gf—i—f;i"f:
f”f+fmf—0 ]

ve buradan da

Not 2.8.6 Teorem 2.8.5 bize f € H(U) ve v € G(U) igin fvf integralini
bagka tiirlii tanimlama firsat1 verir. U’da ~’ya yakin herhangi bir n € G¢(U)
(veyan € G3(U)) ile —bunlarm var oldugunu biliyoruz—, f,y f= fn f olarak
tanmimlayabiliriz. A

Teorem 2.8.7 U,V C C agk kiimeler ve f : U — V holomorfsa, her
v € G(U) gezisi ve her g € H(V) igin

AWQZAQOﬁﬂ



196 KOMPLEKS ANALIZ I

Kamit. v : [0,1] — U ve ¢ : [0,1] — C ise g fonksiyonunun f o~ boyunca
bir ilkeli olsun. Tamm geregi, her g € [0, 1] i¢in bu noktamn [0, 1]’de bir I
komgulugu ile f(v(¢o9))'m V’ye diigen bir agik Wy komsulugu ve g’'nin Wy’da
bir Gy ilkeli, her t € Iy igin 9 (t) = Go((f o 7)(t)) olacak bicimde vardur.
Simdi £~ (W) agiktir ve her = € £~ (Wp) icin (Go(f(2)))' = g(f(2))f'(2)
olur. Dolayisiyla, G o f fonksiyonu (g o f)f’niin bir yerel ilkelidir. Sonug
olarak, 1) ayni zamanda (go f) f"'niin f o~ boyunca bir ilkelidir. Sav, buradan
gikar. |

Problemler
Problem 2.8.1 Asagidaki savlar birer ciimleyle dogrulayimiz:

(i) v kapah geziyse, fv 322¢7°dz = 0 ve fy 2z cos 22dz = 0 esitlikleri sag-
lanir.

(i) 0<r<lise [ zdz=0.

(iii) f(z) = Z fonksiyonu C’de siireklidir, ancak orada bir ilkeli yoktur.

Problem 2.8.2 (1) Log z'nin C_,’de bir ilkelini bulunuz.
(b) [i3 Logizdxr integralini hesaplayimiz.

Problem 2.8.3 Asagidaki fonksiyonlarin uygun bolgelerde ilkellerini bulu-
nuz:

1. ze* —sinz, 2. zsinhz?, 3. ze* —%

4. zLogz, 5. Lozgz, 6. logyz —log, s 2.

Ardindan, f bu fonksiyonlardan herhangi biri ve 7 ise f’nin ilkelinin

bulundugu bir bélgede bir gezi olmak iizere, f7 f integrallerini hesaplayiniz.

Problem 2.8.4 f(z) = ﬁ%l fonksiyonunun C\ (—o0, 1]’de bir ilkelini bulu-
nuz ve fm ) f integralini hesaplayiniz.

Problem 2.8.5 v : [-%, %] — C gezisi v(t) = €' ile verilmigse f7 ﬁdz =
21/2i oldugunu gosteriniz.

2.9 Evirme (Homotopi)

U C C bir agik kiime ve f € H(U) olsun. f’nin U’da bir F ilkeli varsa, a,b €
U olmak iizere, her v € Q;b(U) i¢in fvf = F(b) — F(a) oldugunu gordiik,
dd. bu kosullarda her n € GH(U) igin fn f degeri yalnmizca n’nin ug noktalarina
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baghdir. f'nin U’da bir ilkeli yoksa bunun bdyle olmadigini biliyoruz. Yine
de sOyleyecegimiz bir gsey var. Bu kisimda su 6nemli teoremi kanitlayacagiz:
feHU) very,ne gé’b(U) olmak {izere, v gezisini, ug noktalar1 koruyarak,
U’da n gezisine evirebiliyorsak fv f= fn f. Ik isimiz evirmenin matematiksel
tanimini vermektir.

2.9.1 Evirme Kavrami

X,Y topolojik uzaylar ve f,g € C(X,Y) iki siirekli doniigiim olsun. J =
[a,b] herhangi bir dejenere olmamig aralik olmak tizere, H : X x J — Y
stirekli doniiglimlerine C(X,Y)’de bir evirme denir. Her s € J igin H; :
X — Y donistimii her z € X igin Hg(x) := H(x,s) olarak tanimlanirsa
H, € C(X,Y) oldugu agiktir. Bu durumda {Hg}secs'ye C(X,Y) de siirekli
parametrelenmis bir aile denir. Ayrica, H doniisiimi H, fonksiyonunu H,
fonksiyonuna evirir denir ve bu durum H : H, ~ H, ile gosterilir. Ozel
olarak f = H, ve g = Hy ise, H evirmesi f'yi g’ye evirir ve bu H : f ~ ¢
olarak gosterilir. f fonksiyonunu g fonksiyonuna eviren bir evirme varsa f
fonksiyonu g fonksiyonuna evrilebilir veya homotoptur denir ve bu f ~ ¢
ile gosterilir. Bizi ilgilendiren f ~ g olup olmadigidir; H’nin kendisi degil
varligi 6nemli olacaktir.

Lemma 2.9.1 H : f ~ g ve J = [d,V] dejenere olmamus herhangi
bir aralik ve ¢ : J — J ise p(a’) = a ve (b)) = b kosulunu sagla-
yan herhangi bir strekli déniistim, oOzellikle bir parametre déoniisimi ise,
H'(z,s") := H(z,0(s)) ile tammlanan H' : X x J — Y donisimi de
f fonksiyonu g fonksiyonuna evirir.

Kanit. Agikar. |

Dolayisiyla, f fonksiyonu g fonksiyonuna evrilebiliyorsa J kapali araligimi
istedigimiz gibi segebilecegimiz evirmelerimiz vardir. Bu nedenle, cebirsel to-
poloji kitaplarinda J olarak daima I = [0, 1] kapali araligi alinir. ~ bagmtis
C(X,Y)’de bir denklik bagintisidir. Gergekten de H(z,s) := f(x) olarak ta-
nimlanan H : X x I — Y doniisimi f’yi f’ye evirir, dd. f ~ f. Simdi f ~ g
ve H : X x[0,1] = Y evirmesi f’yi g’ye eviriyorsa, G(z,s) :== H(xz,1 — s)
ile tanimlanan G : X x [0,1] — Y de bir evirmedir ve ¢’yi f’ye evirir,
dd. g ~ f. Simdi f ~ g ve ¢ ~ h olsun. J kapali araligini istedigimiz
gibi segebilecegimizden J; = [a,b] ve Jo = [b, c] olmak iizere, f’yi g’ye evi-
ren Hy : X x J1 = Y ve ¢g’yi h’ye eviren Hy : X X Jo — Y evirmelerini
segersek, J = Jy U Jo = [a,c| olmak tizere, H|X x J; := H; olarak ta-
nimmlanan H : X x J — Y, Onsav 5.2.4’ten dolay1 siireklidir, dolayisiyla
bir evirmedir ve f’yi h’ye evirir. Eger cebirsel topolojide oldugu gibi da-
ima J = J; = Jp = I = [0,1] olmasimm istersek, bu kez benzer bicimde,
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Hy,Hsy : X x I — X evirmeleri verildiginde

- H1($,28), (.’E,S) e X x [0, l]
H(m,s) = {HQ(QZ,QS — ]_), (13,8) c X x [%’i] (232)

olarak tamimlanan H evirmesine H; evirmesine Hy evirmesinin eklenmesi
diyelim ve bu durumda H = Hy Hj yazalim. Eger [0, 1] zaman arahig1 olarak
yorumlanirsa, cebirsel topolojide evirmelerin daima bir zaman biriminde ta-
mamlanmasi istenir; 6rnegin bir saatte! O zaman (2.32) S6yle yorumlanir:
[k yarim saatte iki kat hizla H; ile f fonksiyonu g fonksiyonuna, ardindan
Hy ile son yarim saatte yine iki kat hizla g fonksiyonu h’ye evrilir. Boylece
olusturulan evirme HjHy evirmesidir.

H : X xJ =Y bir evirme ve f’yi g’ye eviriyor ve Z C Y olmak iizere,
H(X x J) C Z ve bunu vurgulamak 6nemliyse, H, f’'yi g'ye Z’de evirir

der ve bunu f £ g ile gosteririz. £ de C(X,Y)’de bir denklik bagmtisidir.

Simdi X,Y topolojik uzaylar, A C X ve f,g € C(X,Y) olmak {izere,
flA = g|A olsun. Eger f’yi g’ye eviren bir H : X x J — Y evirmesi,
ayrica her s € J i¢in H4|A = f|A = g|A olacak bi¢gimde bulunabiliyorsa f
fonksiyonu A’ya gore g’ye evrilebilir denir ve bu f =~ g rel A ile gosterilir.
Bu da bir denklik bagintisidir.

Biz konumuz geregi rotalarin, ancak aligkanliklara uyarak bunlarin yerine
daha ¢ok gezilerin birbirlerine evrilmesini inceleyecegiz.

Simdi X herhangi bir topolojik uzay ve z,w € X olmak iizere, G, ,(X)
ile izi X’te ve baglangic noktasi z, bitis noktasi w olan gezilerin kiimesini,
R.w(X) ile izi X te ve baglangi¢ noktasi z, bitig noktasi w olan rotalarin kii-
mesini gosterelim. z = w durumunda G, ,(X) ve R, .(X) yerine yalin olarak
sirasiyla G,(X) ve R.(X) yazalim. Izi X’te olan rotalarn kiimesini R(X)
ile gosterelim. Giqp(X) ve Riqp(X) kiimeleriyse, sirasiyla X kiimesindeki
kapali gezilerin ve kapali rotalarin kiimesi olsunlar. Bu kisimda v, n € R(X)
rotalar: verildiginde ~ rotasinin X 'te siirekli bicimde 1 rotasina evrilmesini
inceleyecegiz. Bunun i¢in ise 6nce gezilerin birbirine evrilmesi ile baslayaca-
g17.

[a, b] ve [c, d] bozulmamus iki kapal aralik olmak tizere, H : [a, b] X [c, d] —
X tipindeki evirmelerle ilgilenecegiz. Bu durumda, her s € [¢,d] igin 75 =
H(-, s) bize X ’te bir gezi verir. ¢, ile izi {x} olan sabit geziyi gosterdigimizi
animsatalim.

Biz evirmelerde [, d] i¢in herhangi bir dejenere olmamig araligini kulla-
nabilecegimizi biliyoruz. Genel olarak bu aralik olarak [0, 1] araligi kullanihir
ve bundan sonra biz de genelde 6yle yapacagiz ve zorluk ¢ikarmadigr durum-
larda evirmelerin tanim araliklari olarak [a,b] x [0,1] tipinde dikdortgenler
kullanacagiz. Bu durumda elimizde her s € [0, 1] igin bir Hy : [a,b] — X
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Sekil 2.18: Ug noktalar korunarak evrilme.

gezimiz var, Ho = o ve Hy = 1 ve {Hs}e[o,1] ailesi siirekli parametrelen-
migtir.

Kompleks fonksiyonlar kuraminda bizi X C C, acik kiimelerinde iki
tip evirme ilgilendirir. Birincisi, u¢ noktalar: ayni olan, dd. by, = by, ve
Syy = Sy, Olan 79,71 € G(X) gezileri arasindaki evirmelerdir; bu durumda
her bir H, gezisinin de ayni u¢ noktalara sahip olmasini isteyecegiz. Tkincisi
ise kapali g, 1 gezileri arasindaki evirmedir; burada ise her bir Hy gezisinin
de kapali olmasini isteyecegiz.

Tanim 2.9.2 ~,7n: [a,b] — X geziler ve u¢ noktalar: ayni, ornegin vy,n €
G.w(X) olsun. Bir H : [a,b] x [c,d] — X evirmesi, her bir s € [c,d] i¢in
H, € G, w(X) vey= H., n= Hg olacak bigimde varsa ~y gezisin gezisine X
uzayinda ug¢ noktalar korunarak evrilebilir (homotoptur) denir. Biz bu
durumu v ~u 1, ejer H evirmesini de vurgulamak istiyorsak H @ v >~y 1
ile gdsterecegiz.

v ve n tanimdaki gibi olmak tizere, v ~, n <= v ~ nrel{a, b} oldugunu
belirtelim; dolayisiyla ~,; bagimtisi C([a, b], X )’te bir denklik bagintisidir. Bu
iligkiye kargin niye ~,; gosterimini yegledigimizi ac¢iklamamiz gerekir. Ce-
birsel topolojide gezilerin tanim araligr hep [0, 1] kapal aralig: se¢ildiginden
kargimizda yalmzca ~ rel {0, 1} bagmtisi vardir. Biz ise gezilerimizin tanim
araligl olarak herhangi bir bozulmamis kapali araligi segmek ve parametre
doniigiimleriyle bagka araliklara gegmek istiyoruz; ayrica tanim araligi bir
rotasal kavram degildir. Bu durumda ~,; gosterimi daha uygundur.

(i) 7,7 : [a,b] — X gezilerinin her ikisi de kapali olsun. X te v gezisini 7
gezisine doniigtiiren bir H : [a,b] X [¢,d] — X evirmesi, her s € [c,d]
icin Hy kapali ve v = H., n = H, olacak bi¢gimde bulunabiliyorsa -~
gezisi 1) gezisine kapali gezi olarak X'te evrilebilir denir ve bunu
v~ n ile, H’yi de vurgulamak istersek, H : v >~ 7 ile gosterelim.
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1. v € Grap(X) kapalr gezisi, kapali gezi olarak X'te bir ¢, (z € X)
sabit gezisine evrilebilirse, v gezisi X 'te sifira evrilebilir veya ~
gezisi X’te = noktasina evrilebilir (biiziilebilir) denir ve bu
v >~ 0 ile gosterilir.

Her seyden 6nce H : v ~ nrel{a, b} ve v kapaliysa, H : v ~ n oldugu agiktir.
Diger yandan, ~ rel bagintisinin G, ,,(X)’te ve ~ bagmtisinin Giqp(X)'te
da bir denklik bagintis1 oldugu apagiktir. Her iki kavramin ortak yani, her
ikisinde de H fonksiyonu X’te y gezisini 7 gezisine siirekli bigimde doniigtii-
riir. Bunun diginda istenen ilkinde ~,n ve her Hy gezisinin ug¢ noktalarinin
ayni olmasi, ikincisinde ise her Hg gezisinin de kapali olmasidir. Yalnizca
bu iki tipten evrilmelerle ilgilenecegimizden, baglamdan hangi durumda ol-
dugumuz net ise, kisaca v gezisi 1 gezisine X '’te evrilebilir diyecek ve =~
ve ~ bagintilarinin her birini yalin olarak ~ ile gostermekte bir sakinca
gormeyecegiz.

a1,a92,b1,bs € R gercel sayilart a; < ag ve by < be kosullarini sagla-
smlar; Jy := [a1,a9], J2 := [b1,b2] ve R = J; x Jy olsun. v, : J; — X
gezileri verilsin. Herhangi bir H : R — X evirmesi verildiginde her s € Jo
icin Hs(t) := H(t,s) ile Hy : J; — X gezileri elde ederiz. Burada elimizde
s € Jy ile siirekli parametrelenmis, izleri X te olan bir {Hs}secy, gezi ailesi
var. Eger Hy, = v ve Hp, = n ise, H donlisimi X'te v gezisini siirekli
bicimde 7 gezisine evirir. Bizi v gezisinin X kiimesinde 7 gezisine evrilip ev-
rilemeyecegi ilgilendirir; evrilme s6z konusuysa bunu saglayan H evirmeleri
bizi o kadar ilgilendirmez. Biz J’den bozulmamis herhangi bir Jj kapal ara-
higina gegecegimizi biliyoruz. Ancak gimdi 7y, n geziler oldugu ve denk gezilere
ayni goziiyle baktigimiz icin elimiz daha rahattir ve Ji’den de bozulmamisg
herhangi bir J{ kapali arahgina gegebilecegimizi gorelim:

Simdi @} < @b ve V) < b olmak tizere, J| = [a},a] ve J5 = [b], 5]
olmak tizere, R := J| x Jj olsun. ¢ : [a},a}] — [a1, az] herhangi bir para-
metre doniigiimii ve @g : Jo — Jj ise @a(by) = bj, olan herhangi bir siirekli
doniisiim olsun. 7/ := vy o ¢y ve 1/ := 1o ¢y olmak iizere, 7' ~ v ve ' ~ 1.
Ayrica, kolayca goriilecegi gibi R"’de tamimh H'(',s") := H(p1(t'), p2(s'))
doniigiimii X'te 7/ gezisini 1’ gezisine evirir. Ozetle: v gezisini 1 gezisine
eviren R = J; x Jo dikdortgeninde tanimly bir H evirmesi varsa, bozulma-
mag her R\ = J| x Jb dikdortgeninde tanwvml, v’ya denk bir v : J — X
gezisini n’ya denk bir n' : J| — X gezisine eviren bir H' evirmesi vardar.
Bizi 6ztinde rotalarin evirmeleri ilgilendirdiginden denk gezilere gegerek iste-
digimiz R’ dikdortgeninde galigabiliriz; 6zellikle R’ = [0,1] x [0, 1] alabiliriz
ve baz1 yazarlar, ozellikle cebirsel topolojide, yalnizca bu R’ ile galigr.

Not 2.9.3 Birbirine evrilenlerin, gezilerin izlerinin degil, gezilerin kendile-
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Sekil 2.19: Not 2.9.3’e iligkin gekil.

rinin oldugunun altin ¢izelim. Ornegin 0 < r; < ry < +0o olmak iizere, C*
agik kiimesi H (0;71,72) kapal halkasin igerir. o := k-, B := i, N\ = Koy
olmak iizere, v := aBA\G~ ve n = B3~ olsun (bkz. Sekil 2.19).

v = Cy, U[r1, 2] UC,, kiimesinin C* agik kiimesinde n = [rq, o] araligina
siirekli bicimde déniigtiiriilemeyecegi apaciktir. Buna kargin C* kiimesinde
v gezisini 1 gezisine eviren bir H : [0, 1] x [0, 27] — C* evirmesi

i[2r—4(27—s)t]

rie s (t> S) € [0’ %] X [0,271‘]

e a(t=1) -], (t,5) € [1,5] x [0, 2]
H(t,s) = T2ei[4(27r—s)(t—%;1+s]7 (t,s) € é, % x [0, 27]
e[+ (1-4(t—1) (ra—r)], (ts) € [3,1] x[0,27]

ile tamimlanir. Hy gezisi as8:As8~ gezisidir (bkz. Sekil 2.19). ai, rotast rq
sabit rotasi, Ag, rotasi ro sabit rotasi, B,, rotasi B rotasidir. Dolayisiyla
Hy, =rBr:8~ = BB~ . BB~ gezisinin ise sabit ¢, gezisine evrilecegi apa-
giktir (Sonug (2.9.7)(ii)). Biraz ileride art arda uygulanan evrilmelerin de
bir evrilme oldugunu gérecegiz. Ozetle v gezimiz C*’da c,, sabit gezisine
evrilebilir, ancak v izi C*’da ¢;; noktasna siirekli bicimde otelenemez! A

Bazen evrilme su anlatimla gorsellestirilir: v € G(X) olmak {izere, ~
izine bir lastik gerit yerlestirelim; X kiimesini terk etmeden ve lastik seridi
hi¢bir zaman koparip yapistirmadan, ancak yer yer gererek veya sikigtirarak,
yer yer ige dogru veya diga dogru gekerek n’ya oOteleyebiliyorsak, v gezisi
X’te n gezisine evrilebilir. Ornegimiz, basit kapali geziler icin dogru olan
bu gorsel anlatimin gergegi tam olarak yansitmadigini, basit kapali olmayan
geziler i¢in yanlis olabilecegini gosterir. Bu gorsellestirme su degisimle dogru
kilinir: Lastik seritleri gezilerin izlerine yerlestirmeyelim, onlar1 gezinirken
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by = s,

Sekil 2.20: Kapali geziler olarak evrilmenin ug noktalar korunarak evrilmeye
dontiigtiirilmesi.

izlere doseyelim. Bu sekilde 6rnegimizde v ve 7 i¢in dogenen lastik geritler
bir 6ncekilerin aksine [ri,rs] araliginda iki kathdir ve bu katlarda farkh
zamanlarda gezindigimizden, onlar birbirinden ayrilabilirler.

Not 2.9.4 v kapali gezisi kapali gezi olarak X’te n gezisine evrilebiliyorsa,
tanimdan da goriilebilecegi gibi bu tiir evrilmede digerine gore bir tiir ser-
bestlik vardir. Bu nedenle, kimi yazar bu tiir evrilmeye serbest evrilme de
der. Yine de her iki tiir evrilme arasinda, Sekil 2.20’de gorsellegtirilen bir
iligki vardir. 7,1 € Grap(X) ve v 2 1 olsun. Genellikten bir gey kaybet-
meden H : [0,1] x [0,1] — X doniisiimii v kapal gezisini n kapal gezisine
evirsin. X’te bir ¢ : [0,1] — X gezisi d(s) := Hs(0) = H(0,s) olarak ta-
nimlansin. Hg gezilerinin baslangic noktalart §’nin izini olugtururlar. v’nin
baglangic ve bitis noktasi w ise, 77 := dnd~ gezisinin de baglangi¢ ve bitig
noktalar1 w’dir. Her s € [0, 1] igin d5 := §|[0, s] dersek, X teki 1) := 05 Hs6; !
gezilerinin de baglangig ve bitis noktalar w’dir. W(¢,s) := ,(t) ile tamm-
lanan ¥ : [0,1] x [0,1] — X doniigiimii ug noktalar1 koruyarak ~ gezisini 1
gezisine evirir, dd. 7y ~, 7. A

Simdiye kadar v ve 1 gezilerinin birbirine evrilebilmesinden, ancak bun-
larin tanim kiimeleri ayni ise soz edebildik. Ancak evrilebilme 6ziinde bir
rotasal Ozelliktir. Rotalarin birbirine evrilebilmesinden s6z etmeden 6nce bir
onerme kanitlayacagiz.

Onerme 2.9.5 (i) k = 0,1 olmak tizere, vy : [a, by) — X gezileri birbirine
denk iseler, ¢y : [0,1] — [ag, bg] birer parametre déniisimii ve ny := ~y o
ok olmak tzere, ng,m : [0,1] — X gezileri X ’te, u¢ noktalart koruyarak
birbirine evrilebilir, dd. o ~ v1 4se, Mo ~uk M-

(it) Yo, Y1 € Rzw(X) (veya vy, ¥1 € Riap(X)) rotalarimin herhangi bir
[a,b] araliginda tanymly herhangi iki vo,v1 adaye birbirine X ’te u¢ noktalar
koruyarak (veya kapaly geziler olarak) evrilebiliyorlarsa, herhangi bir [a’, V']
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araliqindaki herhangi iki ), ~] adayr da birbirine X 'te u¢ noktalar: koruya-
rak (veya kapaly geziler olarak) evrilebilir.

Kanit. (i) Verilerden 7 ~ 7 ve varsayimdan 7o ~ 1 oldugundan ng ~ ;.
Dolayisiyla, 1o, n1 : [0,1] — X ve bir ¢ : [0,1] — [0, 1] parametre doniiglimii
ile m1(t) = mo(¥(t)). Simdi

H(t,s) == no[sw(t) + (1 — 5)], (t,5) € [0,1] x [0,1]

ile tanimlanan H doniigiimii siireklidir ve Im H C X. Diger yandan, Hy = ng
ve Hy = n, dolayisiyla H, gy gezisini 17 gezisine dontigtiiriir. g ve 1 denk
geziler olduklarindan ug noktalar1 gakisir; boylece, her s € [0, 1] i¢in Hy de
ayni ug noktalara sahiptir. Eger vy ve v; gezileri kapali iseler H gezileri de
kapalidir. Her iki durumda da ng ~,x 71.

(ii) Ornegin vy,v1 € R2w(X), Y0 ve y1 bu rotalarn [a, b] araliginda ta-
nimli adaylar: olsun ve H : [a, b] X [0, 1] — X ise X te ug noktalar: koruyarak
Yo gezisini 7; gezisine evirsin. ¢ : [0,1] — [a, b] herhangi bir parametre donii-
stimii olmak tizere, ®(t,s) := H(p(t), s) ile tanimlanan & : [0,1] x [0,1] — X
doniisimii vg o ¢ gezisini v o ¢ gezisine ug noktalar1 koruyarak evirir ve
boylece 7o 0 ¢ 2y 71 © ¢. Simdi rotalarimizin bir [/, '] arahginda ~(, v}
adaylar1 verilsin. Herhangi bir ¢ : [0,1] — [d/,b] parametre doniigimii
ile 7, o 9 gezilerine gegersek, 7, 0 1) ~ 7y o ¢ oldugundan, Gnermenin bi-
rinci kismindan dolay1 v, 0 ¢ >, v © ¢ olur. Boylece vy 0 ¥ >~y 70 © @,
V0O uk Y10 Ve Y10p 2y 4 01, Buradan, ~,;, bir denklik bagimtisi oldu-
gundan, y(01) 2, v; ot elde ederiz. ¥ : [0,1]x [0, 1] — X doniisiimii ug nok-
talar1 koruyarak v} o1 gezisini v} 01} gezisine evirirse O(t, s) := ¥ (y~1(¢), s)
ile tanimlanan O : [@/, '] x [0,1] — X doniigtimii ug noktalar1 koruyarak -,
gezisini 7] gezisine evirir. |

Bu 6nermeden dolay1 agagidaki tanim kusursuzdur:

Tanim 2.9.6 a,b € X vev,m € Rap(X) (veya v,m € Riap(X)) olsun. v
ve m rotalarin herhangi bir o, B] araliginda tanvmly herhangi iki ~v,n adaye
birbirine u¢ noktalary koruyarak (veya kapaly geziler olarak) X te evrilebi-
liyorlarsa v rotasr m rotasina X ’te u¢ noktalary koruyarak (veya kapals
rotalar olarak) evrilebilir denir ve bu v ~y, 1 (veya v ~, m) ile gosteri-
lir. v ~ 0 ise, v rotast X ’te sifira evrilebilir denilir ve bu v ~ 0 ile
gosterilir.

Onerme 2.9.7 (i) 1 <i<ni¢ginvn € RIX), Yy =71V, N =
7y - - - M, ve vy’ nin baslangic noktasy a olsun. 1 < i < n i¢in v; ~uk M;
i€ Y1 Yy uk M- My, Saglanar.

(11) ~ man baslangig noktast a ise, Yy~ ~yuk Cq, dolayisiyla vy~ =~ 0 olur.
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(iii) v,m € R(X) u¢ noktalars aymi rotalar ve v ~ m ise YN~ ~uk Ca,
boylelikle ym~ ~ 0 saglanar.

() ~yu bagintist Rqp(X) te bir denklik bagintisidur.

(v) Rotalar kapaly olmak dzere, (i)-(iv) onermeleri —(iv)’te Rqp(X) ye-
rine Rq(X) alinmak kosuluyla—, ~1 yerine ~ alindiainda da dog-
rudurlar.

Kamt. (i) Rotalarmizin ~v,791,..., 9,17, M1, - .., 7, adaylarini, tanim ara-
liklarinmi istedigimiz bir bozulmamig J kapali araligi olacak bicimde sege-
lim. 0 = sp < -+ < s, = 1 ise [0,1] araligimin bir pargalanisi olsun.
R; := J X [sj_1, s;] olmak fizere, 7; gezisini 7; gezisine u¢ noktalar1 koru-
yarak eviren H; : R; — X evirmelerimiz vardir. Bu durumda 1 < ¢ < n igin
H|R; := H; olmak iizere, tammmlanan H : J x [0,1] — X dontsimi X'te
gezisini ug noktalar: koruyarak 7 gezisine evirir.

(ii) v,~4~ ve i := y~~ rotalarimizin v, v~ ve n adaylarii tanim bolgeleri
swrastyla [0, 1], [1, 2] ve [0, 2] olacak bigimde segelim. Bu durumda 7|[0, 1] := ~
ve n|[1,2] :=~~, dd. her t € [1,2] igin n(t) := (2 —1) ile tamimlanan 7 gezisi
7 rotamizin bir adayidir. Simdi

H(t.s) im {n(ts), (t,5) € [0,1] x [0,1] (233)

n(s(2—1)), (¢t s)€[1,2] x][0,1]

olarak tanimlanan H : [0, 2]x[0, 1] — X doniistimi siireklidir ve hep H(0) =
Hy(2) = a oldugundan, ¢, sabit gezisini ug¢ noktalar1 koruyarak n = ~vy~
gezisine evirir, dd. H : ¢ >~y 1, bOylece n = vy~ é 0. Dolaysiyla, ¢, ve n
kapali olduklarindan, ayni zamanda c, >~ 7.

(iii) Onermemizin (i) ve (ii) savlarindan,

Y =uk N % YN Xk NN g YN ~uk Ca,

dolayisiyla ym~ ~ 0.

(iv) =~ bagmtis1 G, ,,(X)’te (ve benzer bigimde Gyqp(X)’te) bir denklik
bagintisidir; sav dogrudan bundan cikar. |

Lemma 2.9.8 a € X, 7;[0,1] — X ve v € Go(X) ise, v ~uk co7y ve
Y Mk YCq Olur.

Kanit. ¢, : [0,1] — X gezisi ¢q(t) = a ve Q = [0,1] x [0, 1] olsun.

0 0, 0<t<s 0 2t, 0<t<i
= ve =
70 2t—1, L<t<1 ! 1, l<t<i



2.9. EVIRME (HOMOTOPI) 205

olmak tizere, ®;(t,s) := v((1 — s)t + sp;(t)) ile tamimlanan ®; : Q@ — X
evirmeleri icin Bo(t,0) = 7(£), Bo(t, 1) = 1(0(t)) = (ca7) (1), ®1(£,0) = 2(1)
ve ®1(t,1) = (7ycq)(t) olur. Boylece ®q : v >~y oy ve Pp iy 2y Y. [

Simdi X bir topolojik uzay ve a € X iken, ~,; bagmtisinin R,(X)’te
bir denklik bagintisi oldugunu biliyoruz. 71 (X,a) 1= Ra(X)/ ~yr olsun.
~y € Ro(X)’in denklik smifin [v] ile gosterelim. [v], [n] € 71 (X, a) igin

[Y[n] == [n] (2.34)

olarak tammlansm. Onerme 2.9.7 ve Onsav 2.9.8’den asagidaki 6nermeyi
elde ederiz:

Onerme 2.9.9 (2.34) ile tanamlanan islemle 71(X, a), birim dgesi [c,] olan
bir gruptur.

Bu gruba X uzaymin a tabanli temel grubu denir. a,b € X ve o €
Rap(X) ise, [7] € m1(X,a) igin ¢ ([7]) = [0 o] ile tammlanan ¢, :
7 (X,a) — w1 (X,b) dontsimi bir esyapr donisimidir; (goa)fl = Pg-
oldugunu belirtmekle yetinelim (Problem 2.9.3). ¢, doniigiimii genelde o’ya
baghdir. X yol baglantiliysa, her a,b € X i¢in w(X,a) = 71 (X,b) olur.
Dolayisiyla, bu gruplardan herhangi biri 7r1 (X) ile gosterilir ve X’in temel
grubu olarak adlandirilir.

2.9.2 Temel Grup

Simdi esnek yolumuzu terk edip, cebirsel topolojide genellikle izlenen yolla
bu konuya yaklasacagiz. X herhangi bir topolojik uzay ve a € X olsun.
Denk gezileri birbirinden ayirt etmeyecegimizden ve her geziye I = [0, 1]
kapali araliginda tanimli denk gezilerimiz bulundugundan, tiim gezilerin ta-
nim bolgesi olarak I kapali araligl ve tliim evirmelerin tanim araligi olarak ise
Q@ = I x I dikdortgeni kullanilabilir ve 6yle yapacagiz. Bu elbette bir yalin-
lagtirmadir, daha dogrusu bir kisitlamadir; bunun kargiligi bagka bir noktada
bir zorluk olacaktir, gérecegiz. To(X) := C(I, X) N Go(X) olsun. 7,(X) nin
ogelerine a tabanh turlar diyelim. Simdi v,7n € 7,(X) turlar verildiginde
~vn’'nin da bir tur olmasini isteyecegimizden, bunun da 7 : [0, 1] — X olacak
bicimde tanimlanmasi gerekir.

v(2t), te0,1/2]

(2.35)
n(2t—1), te(1/2,1]

(ym(t) = {

olarak tammlanir'®. Eger ¢ zaman olarak yorumlanirsa ve kendimizi biitiin
gezilerin bir saatte tamamlanmasina zorlarsak, ilk yarim saatte iki kat hizla

)<« a<lvel = [0,a],I2 = [a,1] olmak iizere, o1 : [1 — I ve w2 : [o — I
parametre doniigiimleri olmak tizere, v« := v 0 1 ve 1y := 1 0 @2 olsun. 7, gezisi dogal
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v ile gezinir, ardindan da son yarim saatte n ile iki kat hizla gezinirsek, vn
ekleme gezintisini elde ederiz. v € T, (X) ise v~ € To(X) olur. Simdi vy, n, A €
To(X) turlan verildiginde (nA) turu su anlama gelir: ilk yarim saatte iki
kat hizla v turu, izleyen g¢eyrek saatte dort kat hizla n turu ve son c¢eyrekte
ise dort kat hizla v turu tamamlanir. Buna kargin (yn) ise su anlama gelir:
Ik ceyrekte dort kat hizla +, izleyen ceyrekte dort kat hizla n turu ve son
yarim saatte ise iki kat hizla A turu tamamlanir. Genelde v(n\) # (yn)A.
Daha onceki yaklasimimizla uygun v/, 7', \ denk gezilerine gegerek kolayca
Y 'N) = ('n)N olmasi, dolayisiyla (2.9.1) ile v(nA) ~ux ¥V (' N) ~uk
(YN ~urk (yn)A oldugu goriilebilir. Simdiyse H : y(nA) ~uk (1) olacak
bigimde bir H : ) — X evirmesinin varhigini kanitlamak zorundayiz. Simdi
v, 1 € To(X) turlar olmak tizere, v ~,x n’dan v’y1 n’ya eviren bir H : Q — X
evirmesinin varligini anlayacagiz.

Benzer bicimde Hi, Hy : Q — X evirmeleri verildiginde, H = Hj;H>
eklemesi (2.33)’teki gibi tamimlanir.

Bir v € To(X) turunun 7,(X)/ ~uk kiimesindeki denklik smifin1 yine
[v] ile gosterelim. Simdi v, 7/, n, ' € To(X) olmak tizere, Hy : vy >~y ' ve
Hy i n =~y ' ise, HiHy : yn >~y v'n’ oldugundan, 71 (X, a) := To(X)/ ~uk
kiimesinde [yn] = [y/'1], dolayisiyla 71 (X, a) kiimesinde [y][n] := [yn] tanim
kusursuzdur.

Teorem 2.9.10 71(X,a) yukarida tanvmlanan isleme gore etkisiz dgesi [cq]
olan bir gruptur ve w1(X,a) = m (X, a).

Kanit. Once 71 (X, a)’daki iglemin birlesmeli oldugunu gorelim:

1 1

1t 0<t<3

o 1 1 3
plt):=qt—1, 3<t<3
260 —1, 2<t<1

ile tanimlanan ¢ : [0, 1] — [0, 1] bir parametre doniigtimidiir. o := (y172)73
ve 8 := 71(y273) olmak tizere, 8 = « o ¢ olur. Ayrica, H(t,s) := a((1 —
s)t + sp(t)) ile tamimlanan H : @ — X bir evirmedir ve ug noktalar1 koru-
yarak o’y1 'ya evirir; dolayisiyla [a] = [5], bu ise tam da ([v1][y2]) [v3] =
[v1] ([2][v3]) anlamma gelir. Islemimiz birlesmelidir.

Onsav 2.9.8°den [c4][7] = [7] = [7][ca] elde ederiz. Dolayisiyla, [c,] etkisiz
ogedir.

bigimde . gezisine eklenerek, dd. (y«n«)|l1 := 7+« ve (v«m«)|I2 = 1« olarak tamimlayarak
v«n« : I — X gezisi elde edilir. Sayilamaz gokluktaki bu seceneklerden (2.35)’teki tanimda
yalmizca a = 1/2 ve ¢1(t) = 2t, p2(t) = 2t — 1 se¢imiyle yetinilmigtir.
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Sekil 2.21: 7(B, zp) grubu [3] ve [y] tarafindan iiretilmigtir.

v € To(X) verildiginde ¥ : @ — X evirmesi

Wit s) im {v@ts), (t.5) €10,1/2] x [0,1]
v(2s(1—1t)), (t,s)€[1/2,1] x[0,1]
ise U, uglar koruyarak ¢, gezisini vy~ gezisine evirir. Boylece [c,] = [v][77]
olur. v ve v ’nin yerlerini degistirerek [c,] = [y7][y] elde ederiz. Boylece
M =0l
Elbette m1(X,a) — m1(X, a), [y] — [v] bir esyapr doniigiimiidiir. [ |

Cebirsel topolojide 71 (X, a) ile ¢caligihr. Bu gruba X uzaymim a tabanlh
temel grubu denir.

a,b € X ve 0 € Gup(X) ise, [y] € m(X,a) icin ¢,([7]) := [0~ 0]
ile tamimlanan ¢, : 71 (X, a) = 7 (X, b) donisimi bir esyapr doniisimi ve
(cpa)fl = ¢,— . Dolayisiyla, X yol baglantiliysa, her a,b € X igin m(X,a) =
7m1(X, b) olur. Boylelikle, bu gruplardan herhangi biri 71 (X) ile gosterilir ve
X’in temel grubu olarak adlandirilir.

Tanim 2.9.11 Bir X topolojik uzaymna, X wyol baglantily ve bir a € X
icin m1(X, a) basitse, dd. 71 (X, a) = {[cq]} ise evrimsel (veya homotopik)
basit baglantilidir denir.

Teorem 2.9.12 X evrimsel basit baglantil, a,b € X ve v,1m € Ggp(X)
tanwm kiimeleri aym olan iki geziyse, v >~ n saglanar.

Kanit. Gerekirse bir parametre doniigimii ile denk gezilere gegerek ~,n
gezilerinin tamm araligin1 I = [0, 1] segebiliriz. 71 (X, a) = {[c,]} ve yn~ €
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To(X) oldugundan, [yn~| = [c4), dolayisiyla vy~ =~k ¢, saglanir. Buradan
ve Onerme 2.9.7(i)’den

Vb Suk YN N uk Call (2.36)

olur. Asagida tamimlanan H : I x I — X doniistimii ile H : y¢p >~y 7y olur:

@=-st), 0<t<i+s
’ 3 T30S

Benzer bigimde, c¢,n ~,; 1 oldugu goriiliir. Boylece (2.36) ile v ~x vcp ~uk
cal ~ur M elde ederiz. |

Not 2.9.4’ten yararlanarak agagidaki onerme kolayca kanitlanir:

Onerme 2.9.13 Yol baglantils X topolojik uzayinan evrimsel basit baglantily
olmasu i¢in gerek ve yeter kosul herhangi tki v, 1 € Grap(X) kapaly gezisinin
kapaly geziler olarak birbirine evrilebilmeleridir.

X,Y kimeler, a € X,b €Y, f: X - Y veb= f(a)ise f: (X,a) —
(Y, b) yazacagiz. Simdi ayrica X,Y topolojik uzaylar ve f : (X,a) — (Y,b)
stirekli olsun. v,n € T,(X) ve H : v~y nise, foH : fory =~ fon saglanir.
Dolayisiyla, her [y] € m1(X, a) icin fx([7]) := [f o 7] olarak tanimlanan

f# : 7T1(X,a) — 7T1(Y,b)

dontigiimii iyi tanimhdir. Simdi (fo~)(fon) = fo(yn) olmasmdan yararla-
narak, fx'nin bir grup yapi doniisiimii oldugunu gérmeyi okura birakiyoruz.
Z bir bagka topolojik uzay ve g : (Y,b) — (Z, c) ise

(9o f)p =940 fu

Id : X — X 0Ozdeslik doniigiimii ise, Idy de ¢zdeslik doniisiimiidiir. Eger
f:(X,a) — (Y,b) bir topolojik doniisiimse fx de bir esyap1 doniigtimiidiir.
Boylece temel gruplarla bir cebirsel yapr karsimiza bir topolojik degismez
olarak cikar.

X yol baglantili, a € X, 7(X,a) grubu sonlu tiretilmis ve [y1],. .. ,[Vn—1]
bu grubun minimal uzunluklu bir tireten sitemi ise, X evrimsel n-baglan-
tilidir denir. Ileride Teorem 2.11.7’de “basit baglantililik” ve “evrimsel basit
baglantililik” kavramlarinin denk oldugunu kanitlayacagiz. Dolayisiyla, bir
B C C bdolgesinin evrimsel basit baglantili olmasi B’nin deliksiz olmas1 de-
mektir (agiklama icin Onerme 2.12.7 ve Teorem 2.12.8’e bakiniz). Kanitina
girmeden su bilgileri verelim: B bolgesinin evrimsel n-baglantili olmasi tam
da n — 1 tane deliginin olmasi anlamina gelir. B bolgemizdeki iki kapali
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A1, A2 gezisinin B’de birbirlerine evrilebilir olmalari, B’nin her bir deligi et-
rafindaki ayni yondeki turlama sayilarinin birbirine egit olmasi demektir. B
boélgemizin n tane deligi varsa ve A1, ..., A, gezileri baglangic ve bitis nokta-
lar1 zg € B olup sirasiyla B’de bu delikleri ¢evreleyen basit kapali gezilerse,
[A1], ..., [An] Ogeleri m(B, zp) grubunun bir minimal {ireten sistemidir. Eger
7(DB, zp) sonlu iiretilemiyorsa B bolgesi evrimsel sonsuz baglantilidir de-
nir. (B, xg) sonlu iiretilemiyorsa iirete¢ sayisinin sayilabilir sonsuz oldugu
kolayca goriiliir. b € B noktasinin koordinatlarini rasyonel olarak segelim.
Her v € Ry(B) rotas1 B kiimesinde kogeleri rasyonel olan bir kapali ¢ 1zgara
rotasina evrilebilir. B kiimesindeki baglangi¢ ve bitig noktasi b noktasi olan
ve koseleri Q?’de olan 1zgara rotalarmim kiimesini Z, ile gosterirsek, Z, ve
dolaysiyla w(B,b) = {[¢] | ¢ € ..} sayulabilir ¢okluktadr.

Uzlagma: Ileride bizi yalmzca ~,; ve =~ evirmeleri ilgilendirecek ve her
zaman bunlardan hangisinin s6z konusu belli olacagindan, bu iki bagint:
yerine yalin olarak ~ yazacagiz.

2.9.3 Homotopik Cauchy Teoremi

X C R"™ kiimesi a merkezli yildiz bicimli ise, X evrimsel basit baglantilidar.
Gergekten de bir yandan X yol baglantihdir, diger yandan v € T,(X) ise
H(t,s) = v(t) + s(a—~(t)) ile tammmlanan H : I x I — X evirmesi i¢in
H : v =~ ¢, gegerlidir. Dolaysiyla, 71 (X, a) = {[c4]}. Ozellikle B C C bélgesi
bir @ € B noktasina gore yildiz bi¢imliyse, evrimsel basit baglantilidir.

C’deki digbiikey bolgeler yildizbi¢imli olduklarindan evrimsel basit bag-
lantilidir. Dolayisiyla, Dy(a), C, Sgp ve S%b seritleri digbiikey olduklarim-
dan ve C, bolgesiyse yildizbi¢imli oldugundan evrimsel basit baglantilidir.
0 < &k < 7 ve O € [0,2n] olmak fizere, B := D,(a)\ [a + 6ye™, a + ret ]
bolgesi a noktasina gore yildiz bigimli oldugundan evrimsel basit baglantili-
dur.

B C C bir digbiikey bolge ise, ug¢ noktalart ayni olan B’deki herhangi iki
gezi birbirine ug¢ noktalar koruyarak evrilebilir. Gergekten de 7,7 : [a, b] —
B ug noktalar1 aym olan iki geziyse, H(t,s) := ~(t) + s(n(t) — v(t)) ile
tammlanan H : [a,b] x [0,1] — B doniigiimii v ile n arasimnda B’de ug
noktalar1 koruyan bir evirmedir. Eger v,n € G(B) gezileri kapali ise, aym
evirme v gezisini B’de kapali geziler olarak n’ya evirir.

U C C bir agk altkiime olsun. v,n € G,.,(U) gezileri U’da birbirine
yakin ise, U’da u¢ notalary koruyarak birbirlerine evrilebilirler, dd. ~ £ 7.
Bu dogrudan Onerme 2.9.7’den cikar.

Bir agik U kiimesinde bir v € G(U) verildiginde Sonug 2.4.9’da U’ya
diigen bir daireler zinciri yardimiyla izleri U’da olan II = %071 - 2, poli-
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gonu ve ¢ = i1 - - Ly 1zgara gezilerini olugturmustuk. Ayrica, v = v1 - Vn
parcalanisi ile ~y, Ze 12k Ve L gezilerinin baglangi¢ ve bitis noktalar1 ayni-
dir ve bunlarin izleri Dy C U dairelerindedir ve Dy, digbilikey oldugundan,
bunlar u¢ noktalar1 koruyarak birbirine Dy ’de, dolayisiyla U’da evrilebilir-

. U U
ler. Onerme 2.9.7’den dolay1 v ~ II ve v ~ ¢ olur. Bagka sozlerle agagidaki
onerme gecerlidir:
Onerme 2.9.14 U C C agik kiimesindeki herhangi bir gezi, u¢ noktalar
koruyarak, U Ekiimesinde bir poligona, hatta bir izgara gezisine evrilebilir.

Teorem 2.9.15 (Homotopik Cauchy Teoremi ) (i) v,n € G(U) ug¢
noktalary ayne iki gezi ve vy £ n ise, her f € H(U) i¢in

e

(ii) ~v,n € G(U) iki kapaly gezi ve y =~ 77 ise, her f € H(U) igin

[r=1y

(iii) v € G(U) kapalv gezi ve ~y £0 ise, her f € H(U) igin

/Wf:O.

Kanit. v,n : [a,b] — U ve H : [a,b] x [0,1] — U ise bu iki gezi arasinda,
iki tipin herhangi birinden bir evirme olsun. H siirekli ve R := [a, b] x [0, 1]
kompakt oldugundan, H(R) kompakttir. U = C ise ¢ = 1 ve U # C ise
e > 0 sayist 2¢ < d(H(R),0U) olacak bigimde segilmig olsun. H diizgiin
stirekli oldugundan, bir 6 > 0 sayist her (¢,s), (¢',s') € R igin

|t—t’<(5 |S—5|<5 |HtS—H(t/S/)‘<€

olacak bicimde vardir. Simdi m,n € N* dogal bayllarlm E<dve <90
olacak bicimde secelim. Simdi ¢; := a + z—“, i =0,...,m, s; 1= fl, j=
0,...,n ve z; := H(t;,sj) olsun. v; = Hj, olarak tammlarsak Yo =
ve v, =nolur. 1 <i<m, 1< 5 < nicgin Rj = [ti—1,t] X [sj-1, 5]
olmak tizere, H(R;j) C D(zi—1,-1,2¢) C U oldugundan, ;1 gezisi U'da ;
gezisine yakindir ve Teorem 2.8.5 ile

/vfz/%f: %f:-'-z/nfz/wf.

Béylece (i) ve (ii) aradan ¢ikar. Sabit geziler tizerinden integraller = 0 oldu-
gundan, teoremin ikinci kismindan {i¢iincii kism ¢ikar. |
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Teorem 2.9.16 B C C evrimsel basit baglantily bir bélge ise
(i) Her kapals v € G(B) ve her f € H(B) igin f,yf =0.
(ii) v,m € G(B) u¢ noktalarr ayn iki geziyse, her f € H(B) igin fvf =
Jo £
(ii1) Her f € H(B) fonksiyonunun B’de bir ilkeli vardur.

Kanit. (i) v € Giep(B) ve f € H(B) olsun. B evrimsel basit baglantil

oldugundan, ~ £ 0 ve Teorem 2.9.15'ten f7 f=0.

(i) v,m € G(B)'nin ug noktalar: ayni ise Y7~ € Giqp(B) ve dolayisiyla
az Once kanitlanandan fv - fn f= f'm‘ f=0.

(iii) f € H(B) verilsin. Bir @ € B noktasin keyfi secelim. Her z € B
icin v € G(B) gezisi baglangig noktasi a ve bitig noktasi z olan herhangi
bir gezi olmak iizere, F(z) := f7 f tanmimi, teoremimizin ikinci kismindan
dolay1 kusursuzdur. F' = f oldugu tipki Teorem 2.6.2 ve Teorem 2.6.4’iin
kanitlarindaki gibi gosterilir. |

Bilinen bir gercegi son kez tekrarlayalim: Teorem 2.9.15 ve 2.9.16'da,
gectigi her yerde 7, n gezileri yerine onlarin «,n rotalarini yazabiliriz.

Teorem 2.9.17 B C C\{a} bir basit baglantils bilge, zo € B ve Oy €
arg(zo —a) keyfi verilsinler. log ¢ok degerli fonksiyonunun B’de logg(29) =
In |z9—a|+1i6y kosulunu saglayan tek olarak belirli bir logg holomorf dali var-

dir. Bulogp fonksiyonu B’de holomorf olan f(z) = (z—a)~! fonksiyonunun
bir ilkelidir.

Kanit. Genellikten bir sey kaybetmeden a = 0 oldugunu varsayabiliriz. Te-
orem 2.9.16(iii)’e gore, f € H(C\{0}) fonksiyonunun B’de bir F' ilkeli vardur.
Ilkeller bir sabit diginda belirli olduklarindan F(zp) = In|zo| + iy varsa-
yabiliriz. Simdi her z € B igin h(z) := zexp(—F(z)) olarak tanimlansin.
h € H(B) ve B’de h/(z) = 0 oldugundan, h fonksiyonu B’de sabittir. Diger
yandan, h(zp) = 1, dolayisiyla h = 1. Boylece her z € B igin exp F(z) = z,
boylece F(z) € log z olur. Biz B’de logp := F olarak tanimliyoruz.

F fonksiyonu B’de log’un bir bagka holomorf dali olsun. Teorem 1.9.4’ten
dolay1, bir k € Z ile B'de Fy — F = 2mik olur. Eger ayrica Fi(z9) = F(zo)
olmasini istersek, k = 0 ve F} = F olur. ]

Problemler

Problem 2.9.1 (X,d) bir metrik uzaysa, a,b € X olmak iizere, G, deki

her v,m : [0,1] — X icin p(v,n) = supyep 1) d(7(t),n(t)) ile Gop'de bir p
metrigi tanmmmlandigimi ve X'te v ve n arasindaki bir H : [0,1] x [0,1] —
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X evirmesinin bize (G,p,p) metrik uzayinda baslangic noktasi v ve bitig
noktasi n olan ve I'(s) := H, ile tammlanan bir gezi verdigini ve tersine,
boyle I' gezilerinin ise X’te v ve i arasinda ug noktalari koruyan bir evirme
tanimladigini gosteriniz.

Problem 2.9.2 X bir topolojik uzay, a,b € X ve m(X;a,b) := G p(X)/ ~uk
olsun. ¢,d € X ve A € G,.o(X) ven € Gy 4(X) olmak fizere, ®([]) := [A"1yn]
olarak tamimlanan @ : 7(X;a,b) — 7(X;c,d) doniiglimiiniin bir tamegleme
oldugunu gosteriniz.

Problem 2.9.3 Sayfa 207’te tammlanan ¢, icin (¢,) ' = ¢~ oldugunu
gosteriniz.

Problem 2.9.4 H := H(0;r, R) halkasinda 7 : [0,1] — H kapal gezisi
verilsin. Her m € Z igin 7y, : [0,1] — H gezisi () = v(0)e* ™ olsun. Bir
m i¢in v'nin H’de v,,’e evrilebildigini gosteriniz.

Problem 2.9.5 U C C4 bir agik kiime, a,b € U ve « ise U’da baglangig
noktasi a, bitig noktasi b olan bir gezi olsun. y’nin U’da ug noktalar1 koruya-
rak bir parcal tiirevlenebilir 1 gezisine evrilebilecegini gosteriniz. co’da tiirev
i¢gin Tamim 3.6.7’ye bakimz. «, 3 € C olmak fizere, Ay g oo : [0, +00] = Coo
dontigiimii ¢ € [0, +00) igin Y(t) := a + (5 — a) ve y(4+00) = oo olarak ta-
nimlansin. Once, Co.’da poligonal gezilerin Aa,B00 VE )\; 5,00 tipinde gezileri
de igermesine izin verirsek, v’ya poligonlarla yaklagabilecegimizi gosteriniz.

2.10 Donme Sayilar:

Altkisim 1.7.2'de z,w € C* olmak {izere, <(w, z) = arg Z olarak tanimla-
dik ve < (w,2) = —<(z,w) oldugunu biliyoruz. Herhangi farkl iki w,z € C
noktalar1 i¢in “baglangic noktasi w olup z noktasindan gegen 1s1n” yerine
kisaca wz 1sm1 diyecegiz. Bize bir v : [a,b] — C\{w} gezisi verilsin. Simdi
t parametresi a’dan baglayip b’ye giderken w(t) 1g1m1 w’nin gevresinde, sa-
atin ters yoniinde tarananlar pozitif ve saat yoniindekiler negatif alinmak
tizere, < (y,w) ile gosterecegimiz bir yonlenmis a¢i tarar. Biz <(y,w)nin
once analitik tanimini verip, ardindan geometrik yorumunu verecegiz.

VcCveg:V — P*C) ise gok degerli bir fonksiyon olsun. v : [a, b] —
V' gezisi verildiginde g'nin v boyunca bir (siirekli) dalindan g o 4’nin
[a, b)’de (bir siirekli) dalin1 anlayacagiz.

Teorem 2.10.1 (i) log(z — w) ve arg(z — w) fonksiyonlarinin her ~ :
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[a,b] = G(C\{w}) gezisi boyunca sirekli dallar: vardur ve bunlar her-
hangi bir ¢ € [a,b] noktasindaki degerleriyle tek olarak belirlidir.

(i1) 0 : ]a,b] — R fonksiyonu arg(z —w) nin v € G(C\{w}) gezisi boyunca
bir strekli dalysa, 6(b) — 0(a) sayisi 0 siirekli dalinan segiminden ba-
gemsizdur ve ayrica vy kapalysa,

0(b) — 6(a)
2m
Kanit. f(z) := 1 fonksiyonu U := C\{w} agik kiimesinde holomorftur.

zZ—w

Teorem 2.8.3’ten f’nin v boyunca bir g : [a,b] — C ilkeli oldugunu, herhangi
iki ilkelin bir sabit kadar fark ettigini ve

[250= =m0

oldugunu biliyoruz. Her ¢t € [a, b] i¢in, f(z) nin ilkelleri yerel olarak log(z—w)
oldugundan, aymi zamanda g(t) € log(v(t) — w) olacagindan, bir 0(t) €
arg(y(t) —w) ile g(t) = In|y(t) — w| + i0(t) olur. Buradan

e Z.

dz () —wl .
=In +1(0(b) —0O(a 2.37
| R RRICORC) (237
elde ederiz. Sonugta g fonksiyonu log((t) — w)’nin, € ise arg(v(¢) — w) nin
[a, b]’de siirekli dallaridir. Teorem 1.9.4’ten dolay1, g ve 6 birer sabit diginda
tek olarak belirlidirler. Dolayisiyla, 0(b) — 0(a) sayis1 § dalinin se¢iminden
bagimsizdir. v kapali ise, (2.37) esitligi

/ o) - 6(a))

Z—w

seklini alir. v(a) = ¢ = v(b) ise, 6(b),0(a) € arg(c — w) olduklarindan, bir
k € Z ile (b) — 0(a) = 2k olur. [ |

Tanim 2.10.2 v : [a,b] — C\{w} bir gezi ve 0 : [a,b] — C fonksiyonu
arg(v(t) — w) 'nin bir sirekli dalv ise,

I(y,w) :=0(b) — 0(a) = Im/

~

dz

zZ— W

(2.38)

sayisina v’nan w cevresinde taradigr yonlenmis acr diyelim't. Eger
ayrica vy bir kapaly geziyse,

n(y,w) = 2O =0@) 1/ iz cq (2.39)
v

o 2w ),z —w

tam sayisina v 'nan w cevresindeki donme sayist denir.'?
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0]
0 = Arg(22/21)

b:zn \ a = 2o

Sekil 2.22: Yonlenmis agt ve bir gezinin taradig agi.

Not 2.10.3 < (vy,w)’nin geometrik yorumu: [a,b] kapal araliginin bir
a=1ty <ty <---<t,="bparcalamgim alalim ve Dy, D1, ..., D, dairelerini
Teorem 2.8.3’teki gibi segelim. Ayrica, 0 : [a,b] — R fonksiyonu arg(y(t) —
w)’nin bir siirekli dal olsun. {w} ve v ayrik kompakt kiimeler oldugundan,
bu daireleri w ¢ Dy, olacak bigimde segebiliriz. zp := 7(tx) olmak iizere,
wzy, 1511 baglangic noktast w olan z; — w yoniindeki yaridogrudan bagkasi
degildir. g := 7|[tk—1, tx] olsun. Dy, dairelerinde log(z — w) logaritmasinin
tiirevlenebilir log;, dallar1 vardir. Bu dallar, yine Dy, dairesinde arg(z—w) nin
bir stirekli arg;, dali ile logy, (z —w) = In|z — w|+i argy, (# —w) seklindedir. Bu
durumda [t_1, t;] araliginda 0 ve arg;, (y(¢) —w) fonksiyonlar: arg(z—w)’nin
siirekli dallar1 olarak birbirlerinden bir sabit kadar fark ettiklerinden,

O = 0(tx) — O(tp—1) = argy (2 — w) — argy(zx—1 — w)

olur. w~y(t) wmn [tx_1, 1] araliginda taradigr yonlenmis ag1, dd. bu aralik-
taki argiiman degisikligi

Zk —w
Oy = argy,(zr —w) — argy(zx—1 — w) € arg o I(2p—1 — W, 2, — W)

"arg(vy(t) — w)’nin v boyunca degigimi de denilir.

120 = k] k] K1k1K1 Ve ) = K1 i¢in n(7,0) = 1 = n(n,0); ancak v gezisi 0'in gevresinde
Once saat yoniinde iki kez turlar, ardindan saatin ters yOniinde {i¢ kez turlarken buna
kargin 7 yalnizca bir kez saatin ters yoniinde turlar. “Dénme sayis1” bunlar1 ayirt etmez.
“Donmeler toplam1” veya bagka bir uygun isim verilmesi gerekir; ancak Oylesine yerlegmis
bir kavram ki, Sylece biraktik.
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d
olur. L log; (z —w) = L ve i =30 ka Z Zw oldugundan,

2= [ dlog(e—w) = Y lor(as — w) ~ log (11 — w)
Tk k=1

=1
Z <1n |2 — wl +19k>
—1 |2k—1 — w|

9

elde ederiz. Boylece v boyunca wy(t) 1ginin taradigl ag

o

ln

n

Z[argk(zk —w) — argy(zx—1 —

k=1

7, w)

olur. Eger burada her bir 4 gezisi w’den gegen bir Ly dogrusunun belirledigi
bir Hy, yaridiizlemindeyse, 6 = argy -~ almabilir (bkz. Problem 2.10.4).
A

w ¢y ven ~yise s(n,w) = %(y, w) oldugu apaciktir. Dénme say1si
rotasaldir ve < (v, w) = <(n,w) tanim kusursuzdur. (2.38) ve (2.39)’dan
asagidaki 6nerme agikardir:

Onerme 2.10.4 (i) v bir sabit geziyse, <(y,w) =0 olur.
(1) S(v",w) = —=%(v, w). )
(iii) Her a € C igin <(v,w) = (v + a,w + a). Ozellikle x(y,w) = (v —
w,0).
(iv) yn tanamh ve w ¢ yUn ise, S(yn,w) = L(v,w) + L(n, w).
(v) (v, w) fonksiyonu C\vy’da kompleks tiirevlenebilir.
(vi) 7y kapahysa, n(vy,w) fonksiyonu C\v’nan baglantils bilesenlerinde sabit-
tar.
(vii) v kapalysa, C\7y’mn bir tek sinwrsiz bileseni vardir ve o bilesende
n(y,w)=0.
(viii) v ven gezileri C\{w} 'de birbirine u¢ noktalar koruyarak evrilebiliyor-
larsa I(y,w) = <(n,w); ejer yve n’nan her ikisi de kapal ve C\{w} 'de
kapaly geziler olarak birbirine evrilebiliyorlarsa n(vy,w) = n(n,w).

Kanit. Problem 2.10.2. [ |

Elbette yukaridaki kanitlar analitik olarak verileceklerdir. Ancak savlarin

cogu geometrik olarak agikardir. r > 0 olmak tizere, v,.,(t) := legg ] ola-

rak tammlarsak, wy(t) ve wyy ., (t) ayni igmlardir, y ve v, siirekli gezileri w
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c d c
(%\ 0 1
a — b a b
v = abca v = abeda
0 0
Y= FKypgsn €N Y= FKpg,n €N

Sekil 2.23: Baz1 basit rotalarin i¢ ve diglar.

cevresinde ayni agilar1 tararlar, dd. <(y, w) = < (7w, w). Bu esitlik analitik
olarak C\{w}'de v gezisi ., gezisine evrilebildigi icin gegerlidir. §imdi ise
v(b)—w
v(a)—w
X (Yrw, w) taranan agisiin ¢+ 2wm tipinde olmasi gerektigi apagiktir. Gezi-

miz kapaliysa, ¢ = 0 olacagindan, taranan a1 2wm tipinde olmak zorunda-
dir. Dolayisiyla, v kapale gezileri i¢in < (v, w) fonksiyonu C\vy’da sirekli ve
degerleri 2nZ ayrik uzaymda oldugu igin, C\ry nin baglantily bilesenlerinde
sabittir.

Simdi  bir kapali gezi olsun. v bir kompakt kiime oldugundan bir D, (a)
icine almabilir, C\D,(a) baglantih oldugundan, U := C\y’nm bir baglan-
til bilegeni icine diiger. Dolayisiyla, U'nin tek bir sinirsiz baglantily bileseni
vardir; buna B diyelim. w,{ € B ve ¢ € C\D,(a) olsun. Bir yandan (v, 2)
fonksiyonu B’de sabittir, diger yandan ~ gezisi ¢ noktasinin etrafinda turla-
yamayacag i¢in < (v, w) = %(v,¢) = 0 olur.

Yrw gezisinin izi Cy(w) ¢emberi oldugundan, ¢ = arg olmak iizere,

Ornek 2.10.5.

k1 pozitif yonlenmis D siir1 ve n € N igin 7y := k7 olsun. Her @ € D i¢in n(v,a) = n,
dolayisiyla n(y~,a) = —n ve her b € C\D iginse n(y,a) = n(y~,a) = 0 olur. Gérsel olarak
v ve v~ gezilerinin iginden D’yi ve bu gezilerin digindan ise C\ D kiimesini anlariz. Bu ve
Sekil 2.23’te verilen gezilerin dénme sayilari, agagidaki tanimin mantigini agiklar:

Tanim 2.10.6 ~ bir kapalr gezi olmak tizere,
I(7) :={z € C\n|n(y,2) # 0} ve D(7) := {z € C\y[n(y,2) = 0}
kiimelerine siraswyla v kapaly gezisinin igi ve disr denir.

Biraz yukarida soylenenden biliyoruz ki v C D,(a) ise, kapal v gezi-
leri i¢in C\D,(a) C D(v) olur ve bunun bir sonucu olarak I(vy) i¢i D,(a)
dairesinin bir alt kiimesidir, dolayisiyla sinirlidir.
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73
0 0 M
Y2 0
Y4
Y= 71727374

Sekil 2.24

Doénme sayis1 bir rotasal kavram oldugundan, i¢ ve dig, rotasal kavram-
lardir. Bir € « ile tammlanan I(vy) := I(n) ve D(v) := D(n) kavramlar
adaydan bagimsizdirlar. Ayrica, her kapali v gezisi icin acikca

C=1(y)UyUD(y)

C’nin bir pargalanigidir. Sekil 2.23 ve Sekil 2.24’te bazi rotalarin i¢ ve diglar:
belirtilmistir. Dénme sayisimin 0 oldugu bolgeler beyaz birakilmistir. Ozel-
likle Sekil 2.24 6greticidir; yukaridaki tanim verilmeden, oradaki gezilerin igi
olarak diisinebilecegimiz bazi bolgelerin bu tanima gore bu gezilerin disinda
oldugu gortliir.

Onerme 2.10.7 ~,7 : [a,b] — C iki kapal gezi, w ¢ v vew ¢ n olsun. Her
t € [a,b] digin |y(t) —n(t)| < [v(t) — w ise, n(y,w) = n(n,w) olur.

Kanit. Once bu énermenin sevimli bir yorumunu verelim: Bir kisi kopegini
[a, b] zaman araliginda bir parkta geziye gikarsin ve sonra birlikte ¢ikig nok-
talarina donstinler. Her t € [a, b] aninda kopegin sahibine uzakligi, parktaki
bir w agacina olan uzakligindan daima kiic¢iik kaliyorsa, dd. sahibine agag-
tan daha yakinsa kopegin ve sahibinin w agaci etrafindaki donme sayilari
birbirine esittir.

U := C\{w} olsun. Verilerden her ¢ € [a,b] icin w ¢ [y(t),n(t)] oldugun-
dan, H(t,s) := ~(t) + s(n(t) — y(t)) doniisiimii v gezisini U’da n gezisine
evirir. Sonug olarak, (2.10.4)(viii) ile n(y,w) = n(n, w) olur. [ |

v asir1 karmagik olmayan bir kapal gezi ve w ¢ + ise, n(v,w) dénme
sayisin hesaplamanimn anlagilir bir yolu vardir. w noktas: C\y kiimesinin bir
B baglantil bileseninde olsun. w noktasindan co noktasma giden herhangi
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Sekil 2.25: Donme sayisinin pratik hesaplanmasi. n(y,a1) = 1, n(y,az) =
—1, n(y,a3) = =2, n(y,a1) = n(y,a5) = n(v,a8) = 2, n(y,a6) = 3,
n('.y’ CL7) =0.

bir [,, 1gimin1 alalim. Gezimiz bu 1511 kesmiyorsa B bilegeni C\~v kiimesinin
simirsiz bilegeni olur ve bunun sonucu olarak n(y,w) = 0. Gezimizin yolu [,
1siin1 kessin. w noktasindan [, boyunca sonsuza dogru baktigimizda, v yo-
lundaki gezimiz sirasinda bu dogruya sagdan yaklagip sola veya soldan yakla-
s1p saga gecislerimiz olacaktir'®. Gezimizin [,, dogrusunu kestigi bir a = (t)
noktasinda [,, dogrusunun sagindan soluna gegiyorsak signa := +1 ve solun-
dan sagina gegiyorsak signa := —1 olarak tamimlayalim. Elbette farkl ¢, to
igin y(t1) = y(t2) ve signy(t1) # signy(t2) olabilir. Izleyen 6nermede bu sign
sayilarmin toplamimin n(vy, w) oldugunu kanitlayacagiz (bkz. Sekil 2.25). Ge-
zimizin agir1 karmagik olmamasindan anladigimiz ise bu gegislerin izlenebi-
lecek kadar sonlu olmasidir. B bileseninde dénme sayisi sabit oldugundan,
w € B noktasi ve [, isinin1 bu gegisler az olacak sekilde se¢gmeye galigiriz.
lw 1511 yerine w noktasindan oo noktasina giden herhangi bir basit gezi de
alabiliriz. Bu, asagidaki 6nermeden cikar:

Onerme 2.10.8 7~ : [a,b] — C\{w} gezisi bir dow = WHdo yardogrusunu,

13Elbette gezimiz sirasinda 1sina rastladiktan sonra su secenekler de vardir: Bir siire
151n lizerinde gezindikten sonra iki taraftan birine yonelebiliriz. Bu durumlar da kusur-
suz incelenebilir. Ancak biz ana fikri vermek i¢in 1simmimizin uygun secildiginde boyle bir
durumla kargilasmadigimiz durumlar: inceleyecegiz.
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gezisel siralamayla ag, a1, ..., a,_1noktalarnda kesiyorsa

n—1
n(vy,w) = Zsignai.
i=0

Kanit. y’'nin parametrelenmesini bir a = ¢y < t; < -+ < t, = b par-
calamsiyla y(a) = v(b) = ap ve k = 1,...,n — 1 igin y(tx) = ai olarak
secebiliriz™. a, := ag olsun. @ ise arg’mn v boyunca bir siirekli dali olsun

(bkz. Teorem 2.10.1). Biz
O(tr) — 0(tx—1) = m(signag + signag_1), k=1,2,...,n. (2.40)

oldugunu savunuyoruz. Doért farkli durumla karsilasabiliriz.

(1) signay = signagy_1 = 1. Bu durumda ¢;_; aninda ax_; noktasindan
dq,w dogrusunun sagindan soluna geceriz. Sonra (t5_1,t;) zaman diliminde
C\dq,'de gezinir ve tj, aninda aj noktasindan dy, ,, dogrusunun yine sagin-
dan soluna gegeriz. C\dq,,,’de arg fonksiyonunun arg, ,, stirekli dali oldu-
gunu biliyoruz ve orada daima o < arg,, ,,(2) < a+27. §imdi 6 ve arg,, , nin
her ikisi de, yeterince kiigiik £ > 0 degerleri i¢in, arg'in v|[tx—1 + &, — €]
boyunca siirekli dallar1 oldugundan,

B(t) — 0ty 1) = lim (Ot — £) = O(t5 1 + <))

= ;I_Hil) (arga,w V(tk’ - 5) —argy W(tk—l + 5))
= arg, ., a; — arg, ., ay_; = (@ +2m) —a = 2m.
Boylece (2.40) esitligi saglanir.
(2) signay = signag—1 = —1 durumu benzer bi¢imde irdelenir ve 6(t) —
O(tp—1) = —27 oldugu kanitlanir.
(3) signax_1; = 1 ve signay = —1 olsun. Bu kez benzer hesaplamayla
O(tk) — O(tr—1) = arg, ,, a, — arg, ., a;_; = @ — a = 0 elde ederiz. Boylece
(2.40) esitligi kamtlanmigtir. Buradan

n

2mn(y,w) = 0(b) — 0(a) = Z (O(tr) — O(tp—1))

k=1
n n—1
= m(signay + signag_1) = 2w Z signay,.
k=1 k=0

MKapal gezimizin baglangic noktasmi degistirmek dénme sayisim degistirmez.
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(4) signag—1 = —1 ve signay = 1. Bu durum (3)’e benzer bigimde kanit-
lanir. |

Pratikte geziler 6nermemizin kogullarini saglar. Okura bir takim basit
kapali olmayan geziler ¢izip olugan bolgelerin donme sayilarini bulmasin
oneririz. Aym gezi i¢in farl d, 4, se¢ip sonucun degismedigini goriiniiz.

Problemler

Problem 2.10.1 K C C kompakt ise, C\ K nin sonlu sayida baglantil bi-
leseni oldugunu ve bunlardan tam bir tanesinin sinirsiz oldugunu gosteriniz.

Problem 2.10.2 Onerme 2.10.4’{in savlarmi kanitlaymiz.

Problem 2.10.3 B C C bir yildiz bigimli bolge, a € C\B olsun. B’deki
her kapali gezi i¢in n(v,a) = 0 oldugunu gosteriniz.

Problem 2.10.4 ~ : [a,b] — C gezisi verilsin ve w € C\{w} olsun. a =
to <ty < --- <ty = b parcalamigima, her k = 1,...,n icin v := ¥|[tx_1, tx]
olmak tizere, i gezisi w’den gegen bir Ly, dogrusunun belirledigi bir acik Hy,
yaridiizlemindeyse uygun diyelim. Asagidakileri kanitlayiniz:

(i) H, w’den gegen bir L dogrusunun belirledigi bir agik yaridiizlem ve
C1,Co, (3 € H ise, Arg 8=% = Arg 8=% 4+ Arg 2=% oldugunu gosteriniz.

CG1—w Ca—w ¢G1—w
(ii) (i)’den yararlanarak [a, b]'nin her uygun P = {to,t1,...,t,} parcala-

nist igin zx = y(tx) ve O = arg, z:fl_i“w olmak iizere,

n n
ZE — W
ALy, w) = E O = E argy ——— -
k=1 k=1 k—1

Problem 2.10.5 v : [a,b] — C\{w} bir piiriizsiiz gezi olsun, dd. C!-
siifindan ve daima «/(t) # 0 olsun. Bir v € Sile L := {w+tv|t € [0,400)}
olsun. ygezisi L dogrusunu sonlu kez capraz kesiyorsa

n(y,w)= Y sgaldet(v,y(1))]

tey=1(L)

oldugunu gosteriniz.
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2.11 Homolojik Cauchy Teoremi

Simdiye kadar geziler ve rotalar {izerinden integrallerle ilgilendik. v € G,
feC(y) vey =17 ise

[ bl

oldugunu biliyoruz. Ancak bu formiiliin sag ve sol yanlar1 arasinda gdyle bir
uyumsuzluk vardir: Sol yan ancak 1 < i <n — 1 igin ;41 gezisi v; gezisine
eklenebiliyorsa anlaml iken, sag yan kogulsuz anlamhdir. o : {1,...,n} —
{1,...,n} herhangi bir permiitasyon oldugunda sol yanda VYo(1) " Vo(n) &€
nelde tanimlanmamigtir ancak sag yanda f%(l) f+-- f%(n) f daima anlam-
lidir ve tiim bu degerler birbirine egittirler. Sol yandaki bu kisitlamalardan
kurtulmak i¢in 4y'nin v, - - - v, pargalanig: yerine biraz ileride agiklayacagimiz
Y1 + - - - + Vn zincirini alacagiz.
Serbest Abel Gruplari: X # () herhangi bir kiime olmak iizere,

S(X):={f|f:X —Z, f~Y(Z")sonlu}

kiimesi fonksiyonlarin toplamina gore bir Abel grubudur. f € S(X) olmasi
f: X — Z ve f'nin X'te sonlu nokta disinda 0 olmasiyla es anlamlidir. Her
n € Zigin n- f € §(X) fonksiyonu, her z € X i¢in (n - f)(z) := nf(z)
olarak tanimlansm?®® . Bu iglem S(X)’i bir Z-modiilii yapar. Béylece S(X)
cebirsel terimlerle X kiimesinin tirettigi serbest Abel grubudur (veya serbest
Z-modiilidiir). Tanim geregi 1 - f = f. Ayrica, f'nin tersi —f olmak tizere,
her z € X igin

(n- (=f)(z) =n((=f) (@) =n(=f(z)) = —nf(z) = (-n) - [)(z)
oldugundan, n - (—f) = (-n) - f oldugli asikArdir. n € N* icin n - f 6gesi n

—_—~~

tane f’nin toplamidir, dd. n- f=f+--- 4+ f.
Her z € X igin §, € S(X) fonksiyonu d,(z) = 1 ve her z # y € X i¢in
0:(y) = 0 olarak tamimlanmig olsun. f € S(X), x1,...,2, € X birbirinden

farkli ve f~Y(Z*) = {z1,..., 21} ise, n; := f(z;) olmak iizere,
f=n1-Gp 4 dng o= Y flx) b (2.41)
zef=1(Z")

15Sag yanda iki tam saymin carpimi, sol yanda ise bir n tam sayisi ile bir f fonksiyo-
nunun ¢arpimi s6z konusudur!
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Bu gosterime f’'nin normal gosterimi diyelim. Verilen her o : {1,...,k} —
{1,...,k} permiitasyonu igin f = ny() - Oz,q) + " F Ng(k) " Oz, Oldugu
apaciktir, dd. normal gisterim terimlerin sirasi diginda tek olarak belirlidir.

f'nin normal gbsterimine katsayilar1 0 olan sonlu sayida 0-6,, tipi terimler
ekleyerek bagka gosterimlerini elde ederiz. Ozetle S(X) uzaymin égeleri z; €
X, m € N ve p; € Z olmak {izere, Y ;" p; - 0z, tipinde ifadelerdir.

Bu agiklamalardan sonra iki uzlagmayla yalin gosterimlere gececegiz: d,,
yerine x yazacak ve - imini yazmayacagiz, 6zetle n -, yerine yalin olarak nx
yazacaglz. Bu gosterimlerle (2.41) yerine

f=nmx+ -+ ngag

yazacagiz; bu ifadelere bigimsel toplamlar da denir. y1,...,yn, € X ol-
mak iizere, f = Zle nix; = Zle n;x; + Z;nzl 0Oy; oldugu apaciktir, ancak
bu artik normal gosterim degildir. f, g € S(X) keyfi verildiginde bu ikisinin
normal gosterimlerinde gegen noktalar sonlu tanedir: Bunlar x4, ..., x,, ise,
Pi, @i € Zsayilan f =" pjx; ve g =Y ;" gix; olacak bicimde vardir. Bun-
larin artik normal gosterim olmasi gerekmez. Bu durumda f+¢g = > 7" (pi+
qi)x; olur. Genel olarak f =3 _+ f(x)x yazabiliriz (bu toplam 6ziinde son-
ludur). Dolayisiyla, her f,g € S(X) igin f +g =" cx(f(z) + g(z))z.

Daha 6nce de belirttigimiz gibi degisik kitaplarda yazarlar GH(U), G1(U),
vs. gibi farkh gezilerden yola gikarlar, dolayisiyla da bunlara uygun olarak
S(GY(U)), S(GL(U)) vs. kiimelerini segerler. Biz kendi yaklagimimiza uygun
olarak bu kisimda S(G(U)) ile ¢alisacagiz.

Tanim 2.11.1 U C C olmak dizere, C1(U) := S(G(U)) 'nun dgelerine U da
1-(integral) zincirleri denir.

Verilen herhangi bir I' € C1(U) integral zinciri v1,...,7, € G (U) ve
mi, ..., My € Z olmak tizere, I' = myvy; +- - - +my 7y, olarak yazilabilir. Eger
Y,y € GH(U) ise, I"ya U’da bir C'-zinciri denir.

Tanim 2.11.2 T'=myy + -+ mpyn € C1(U) olsun.

(i) ' == U1 1,07 kiimesine I' zincirinin izi ve L(I") := U/, [mi| L(v:)
sayisina ise I' zincirinin uzunlugu denir. denir.

(ii) I' € C1(U) bir integral zinciri ve f : ' — C siirekliyse,

/f::m1 f+-4+my | f (2.42)
T Y1

Tn

ve || fllp := sup.erp [f(2)]
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Geziler ve rotalara iligkin yaklagimimizi burada da siirdiirecegiz. Oziinde
bizi integraller ilgilendirdiginden, denk gezilere ayni olarak bakip rotalarla
caligmak gerekirken ¢ogu yazarlar gezilerle calisir, gerek gordiikleri her yerde
herhangi bir geziden ona denk olan herhangi birine gegerler. Benzeri bir
durum zincirler i¢in de gegerlidir.

'y, Ty € Cl(U), mi,me € Z, a1,a9 € C ve fl,fg S C(U) ise

/ (a1 fi +azf2) = mlal/ fi +m2az/ f2,
mil'1+mol's I o

olur. Dolayisiyla, (T, f) := [;. f ile tammlanan ¢ : C;(U)xC(U) — C donii-
siimii birinci faktorde Z-dogrusal, ikinci faktorde ise C-dogrusaldir. Ozellikle
her I' € Cy(U) bize, T(f) := Jr f ile tammlanan C-dogrusal bir r:c(U)—
C doniigtimii verir. Biz fl = fg kosulunu saglayan iki zincire ayni gozii ile
bakacagiz, dd. onlar1 birbirine denk olarak tanimlayacagiz:

FleQ:@erC(U):/f: f.
r Ty
Bu tamma gore I' = )" | m;7y; olmak {izere, agagidakiler agikardir:
1.i=1,...,ni¢n n ~ ~; ise, > iy myyi = >y min;, dd. parametre
degigimleri bizi denk zincirlere gétiiriir. Bu istegimiz aslinda S(G(U))
zincirleriyle degil S(R'(U)) zincirleriyle calismanin daha dogru olaca-
gini gosterir. O durumda bu istek diiger!
2.0 :{1,...,n} — {1,...,n} bir permiitasyon ve I' = Y"I" , m;7; ise,
L= Moo vel = Z?:Lmﬁéo m;7i, dd. = bagintis1 Cq (U)’daki
esitlige sadiktir.

3. y; gezileri v; = ;1 - - - ik, gibi parcalara boliindiigiinde
n n k;
I'= Zmz‘% = Zmiz%‘j~
i=1 i=1 =1

4. I"nin ifadesinde birbirine eklenebilen geziler varsa, bunlarin bir kismini
veya tamamini birbirine ekleyerek IV zincirini elde etmissek I' = I".

5. Her ne kadar, v € G¢(U) i¢in zincir olarak —v ve v~ farkl zincir iseler
de —y =~7; dolayisiyla T' = Y00 myy; ise =1 = D700 myy; olurS,
Bunun bir diger sonucu sudur: I' = Y"1 | m;y; ifadesinde negatif olan

Y—y=—6,vey” =4,- oldugundan, — ve vy~ iki farkh zincirdir. Ancak, her f € C(U)

icin =v(f) = =7(f) == [, f = [,- f =7~ (f) oldugundan, —y =~
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her veya baz1 m; katsayilari i¢in m;7; terimi yerine |m;|v, yazarak
elde edilen I zincirleri i¢in T' = I'. Ozellikle

. >0 ) >0
pi = {m“ T2 e N = {% i (2.43)

lmi|, m; <0

olmak tizere, I' = Y7 | p;A;. Bu iglemi I"'nmin normal gésterimine uy-
gularsak, her I' zinciri katsayilar1 pozitif olan bir zincire denk olur. Bu
nedenle, zincirlerimize sonlu sayida gezilerin, her birinin sonlu sayida
tekrarlar1 olarak bakabiliriz. Y ;" | p;A; gosterimine I' = Y~ | m;;
zincirinin pozitif gosterimi diyelim.

6. I'"da gegen tiim A + A~ tipindeki terimlerden bazilarini veya tiimiini
atarak elde ettigimiz zincirler I’ya denktir.

7. X = af olmak iizere, I'dan oo+ 8+ A~ tipindeki terimlerden bazilarim
veya timiini atarak elde edilen zincirler I''ya denktirler.
Denk zincirlere ayni gozii ile bakacagiz. (2.42) tamimindan dolayi, f7 integral-
leri igin gegerli olan teoremlerin ¢ogu oldugu gibi fF integrallerine aktarilir.
Bir 6rnek olugturmak iizere, agagidaki teoremi verecegiz:

Teorem 2.11.3 U C C agik, T' € C1(U) bir integral zinciri ve f, f, € C(T)
olsunlar.

(i) |Jp f| < L@) - | fllp-
(i) (fn) dizisi L da f’ye dizgin yakwnsaksa [ f =lim [5 fn.

(i) Y fn serisi L’da fye diizgiin yakmsaksa [ f = [¢ fn-

v € G bir kapal gezi ve vy = 1 ..., olsun. v ve y1 + - - - 4+ 7, zincirleri
birbirine denk olduklarindan, v = ~; + - - - + 1, yazmakta bir sakinca gérme-
yecegiz. v bir kapali integral gezisi ve v = 7; ..., olmak iizere, v1 +-- -+
zincirine bir basit ¢evrim denir. o : {1,...,n} — {1,...,n} herhangi bir
permiitasyon olmak tizere, y(1) + -+ + Yg(n), Ozellikle v'nin kendisi aym
basit gevrimi temsil eder. 1y, ...,n; € C1(U) basit ¢evrimler olmak iizere,

k
I'= mei =mim + -+ mENk (2.44)
i=1

tipindeki zincirlere ise U’da bir ¢evrim denir. U’daki ¢evrimlerin kiimesini
Z1(U) ile gosterelim.

A bir gezi ve a = by ve b = s olsun. p € N olmak {izere, a noktas1 pA’da
p kez baslangi¢ noktasi ve b ise pA’da p kez son nokta olarak geger
diyecegiz. Ayrica, z € C\{a,b} noktalar ise pA'da 0 kez baglangig noktasi
ve sifir kez son nokta olarak gegerler. Bize herhangi bir T' = Y~ | m;~;
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zinciri verilsin. I'nin bir ¢evrim olup olmadigina, dd. (2.44)%in sagindaki
gibi yazilip yazilamayacagima nasil karar veririz? p; ve A;’ler (2.43)’teki gibi
olmak tizere, I' = Y1 | p;A; zinciri I'nin pozitif yazilimi olsun. I'min bir
¢evrim olmasi I'’niin bir ¢evrim olmasina denktir. I''’niin bir ¢evrim olmasi
i¢in gerek ve yeter kosul ise herhangi bir 2 € C noktasimin I'’de toplamda
kag kez baglangic noktasi olarak geciyorsa toplamda bir o kadar da son nokta
olarak gecmesidir. Ozetle I'nin bir ¢evrim olmasi icin gerek ve yeter kosul

VzeC Z p; = Z Dj

i:z:bxi j:z:s,\j
olmasidir.

Not 2.11.4 B bir bolge ise, her I' € Z1(B) ¢evrimi B’de bir v kapali gezisine
denktir. Genellikten bir sey kaybetmeden I' ¢evrimini pozitif yazihimda ve-
rilmig varsayabiliriz. Boylece 71, ..., v, kapal geziler ve p; > 0 olmak {izere,
I' =", pivi olsun. Bir a € B noktasim keyfi segelim. «; ise izi B’de, bag-
langic noktasi a ve bitis noktasiysa «y;’nin baglangic noktasi olan bir integral
gezisi olsun. Bu durumda v := a1y a] - ap i a;, gezisi B'de bir kapal
gezidir ve I' = . A

Tanim 2.11.5 I' € Z;(C) bir ¢evrim olsun.

(i) a € C\L ise

1 d
n(r,a) = T _Z
™ Jr % a

saypsina I' gcevriminin a etrafindaki donme sayist denir.
(ii)

I(T):={ze€ C\I'|n(T",a) # 0}, D(T') := {z € C\I'|n(T',a) = 0}
kiimelerine siraswyla I' ¢evriminin i¢i ve disr denir. U C C agik ve
TUIT) C U ise, I' gevrimi U’da sifira homologdur (veya sifir
gibidir) denir ve bu T’ 20 ile gosterilir.

(iit) T ve I izleri U da olan iki ¢evrim olsun. T —T” < 0, dd. her z € C\U
icin n(T, z) = n(I", z) ise, T' ¢cevrimi U’da T" ¢evrimine homologdur

U
(veya T' ¢evrimi U’da T” gibidir) denir ve bu T’ = T’ ile gésterilir.

U
Demek ki, izi U agik kiimesinde olan I' ¢evrimi igin I' &~ 0 olmasi diizlem-
deki her a ¢ U igin n(I',a) = 0 olmasidir. 71, ..., 7, kapal integral gezileri
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olmak tizere, I' = 37" | m;7; bir ¢evrim ve a ¢ T ise

n(l,a) = me(%, a) (2.45)
i=1

oldugu apaciktir.

e Soru: Izi U acik kiimesinde olan bir I' ¢evrimi verilsin. Ne zaman
Vf € H(U) /f:O?
r

Olumsuz érnek: I(T') ¢ U, dd. T’ gevrimi U’da sifira homolog olmasin. Bu
durumda Ja € I[(T'), a ¢ U, ayrica,

f(z) = L 1 EH(U)Ve/Ff:n(F,a);AO

2mi z — a

U
Sorumuzun yanitinin evet olabilmesi i¢in “I(I') € U, dd. I' = 0" gerekli
koguldur. Teorem 2.11.7’de bunun yeterli oldugunu da kanitlayacagiz.

Onerme 2.11.6 U C C agik, f € H(U) ve her (z,w) € U x U igin

f(z)=f(w)
g(z,w) = { o FFU (2.46)

[ R
ise, g€ C(U x U).

Kanit. g fonksiyonunun U x U’'nin kosegeni diginda siirekliligi apagiktir.
a € U keyfi verilsin. Simdi ¢g’nin (a, a) noktasinda siirekli oldugunu gorelim:

e > 0 keyfi verilsin. f’ fonksiyonu U’da siirekli oldugundan, bir D,.(a) C
U agk dairesi, her £ € D,.(a) i¢in |f'(£) — f'(a)|] < e olacak bi¢imde segile-
bilir. Simdi z, w € D,(a) keyfi secilsinler. v := w# gezisi v(t) = w+ (z — w)t,
0 <t <1 ile parametrelenmigtir.

1 1
Fe = fw) = [ 1= [ Fam)e—wit =) [ Fow)
oldugunu animsarsak, buradan
1
£ wigng(z0) = [ £ OO

1
z=wigin g(z,2) = f'(z) = /0 f'(z)dt
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elde ederiz. Buradan ise, her z,w € D,(a) igin:

z #wise |g(z,w) — aa\—/ s — f'(a))] dt <e,
z=wise |g(z,2) — aa]—/‘f f(a)|dt <e
olur. Dolayisiyla, ¢ fonksiyonu (a, a)’da siireklidir. |

Teorem 2.11.7 (Homolojik Cauchy Teoremi) U C C agik ve T’ g 0
olsun. Her f € H(U) igin:

(i) V2 € U\D f(2)n(T, 2) = 5k fp L% dw,
(i) o f=
mwnwea@UngFwa&fzkj

U U
Sonug 2.11.8 v € G(U) bir kapalr geziyse, v ~ 0 = v ~ 0 saglanar.

Kanit. (i) g fonksiyonu (2.46) ile tanmimlanan fonksiyon olsun.

h(z) = 5 1“g(z,w)dw

fonksiyonu Teorem 2.5.1’den dolay1 U’da siireklidir. Her z € U\ ve her
w € I i¢in z # w oldugundan,

h(z) = F(2)n(T, 2) — % /F f)(_“’)zdw. (2.47)

Dolayisiyla, her z € U\L i¢in h(z) = 0 oldugunu gosterirsek igimiz biter.
Biz 6nce Morera Teoremi yardimiyla h € H(U) oldugunu kamtlamak
istiyoruz. U’daki her kapali A ii¢geni i¢in Teorem 2.5.5 ile

/aA h(z)dz = /6A <21m/rg(z,w)dw) dz

_ Qim [ < /a . g(z,w)dz> dw (2.48)

Sabit tutulan her w € U i¢in g(-, w) fonksiyonu U\{w} kiimesinde holomorf-
tur ve w noktasida ise siireklidir. Goursat Teoremi’'nden 6tiirii (2.48)’deki
i¢ integral 0’dir; dolayisiyla faA z)dz = 0. Morera Teoremi’'nden h € H(U)
olur.



228 KOMPLEKS ANALIiZ I

Uy := D(TI") olmak iizere, Teorem 2.5.4’ten dolay1

hi(z) :== ;m/rij(_w)zdw

ile tanimlanan h; fonksiyonu U;’de holomorftur. (2.47)’den dolayi, her z €
UNU i¢in hi(z) = h(z) olur. Diger yandan, C = U U U; oldugundan
©|U := h ve ¢|Uy := hy tammu kusursuzdur ve ¢ € H(C).

/1l 1
lim |h1(2)] < lim L(I) =0 (2.49)

200 z—00 2T d(z,T)

oldugundan, ¢ smirhdir, dolayisiyla sabittir. (2.49)’dan dolayi ise, bu sabit
0 olmak zorundadir. Oyleyse h = 0.

(ii)) a € U\L ve her z € U igin F(z) = (z — a)f(z) olsun. F € H(U) ve
F(a) = 0. Teoremimizin ilk kismindan,

L peaz= = [ 22

2mi Jr 2 Jr 2z —a

dz=F(a)n(T;a) =0

elde ederizl.] .
(i) T=T = I-TI'=20 = [ o f=0= [f=[uf

Sonucun kanatr: Her a ¢ U igin f(z) := 5~ olarak tanimlanan f fonk-
siyonu U’da holomorftur. Boylelikle, v £ 0 oldugundan, n(vy,a f f=
U
buradan ise a € D(7) elde edilir. Dolayisiyla, v =~ 0 olur. [ |

Homolojik Cauchy Teoremi igin verdigimiz kanit son yillarda ¢ok tutulan
Dixon’un kanitidir [19]. Bu kamt Goursat Teoremi’'nden gikarilan Morera ve
Liouville Teoremleri gibi fonksiyonlar kuramina iligkin teoremleri ve integras-
yon teorisinden Fubini Teoremi’ni kullanir. Fubini Teoremi i¢inse gezilerimiz
en azindan integral gezileri olmak zorundadir. Artin’e dayanan, fonksiyonlar
teorisinden yalnizca Goursat Teoremi’ni ve bunun yani sira dénme sayilarina
iligkin basit baglangig bilgilerini kullanan kanit1 [39]’da bulabilirsiniz. Bunun
degisik bicimlerini, érnegin [5] ve [30]’da bulabilirsiniz. Asagidaki kamt [5]1
izler ve yukaridaki kanittan hem daha kisa hem de daha az bilgi gerektirir:

B
Teorem 2.11.9 B C C bir bolge ve I' = 0 bir integral ¢evrimiyse, her
f € H(B) igin [ f =0 esitligi saglanr.

Kanait. [ kompakt oldugundan, r» > 0 sayisi yetermce biiyiik secilirse I’ C D,

saglamr. B’ := B N D, dersek, agik¢a F 0 olur. Biz 6nce B”de bir I
¢evriminin
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(1) VCEIn(F C)—O ve
(ii) Vz €L f(z) = 5 f[ f(C

olacak bi¢imde bulunablleceglm gosterecegiz. Once boyle bir I ¢evriminden
savimizi nasil elde edecegimizi gorelim: ¢ € [ igin

1
21 FC—Z

=-n(l,¢)=0

oldugundan,

o [ (o [ E55) = 0 (o [ e52) o

(1) Her z € I igin n(T", z) = 0 oldugunu savunuyoruz. Tanim geregi bir
Q € Qile z € 9Q. Diger yandan, z noktasini @’'nun kenarlarindan birinin
i¢ noktasiysa, bu kenar ayni zamanda 1zgaramizda bir bagka @’ karesinin
de kenandir ve ' ¢ Q. Eger z noktasi Qnun bir koge noktasi ise, kogesi
oldugu kenarlardan en az birini igeren 1zgaramizda bir @’ karesi Q' ¢ Q

olacak bi¢imde vardir. Simdi bir w € Q'\B’ noktasim segebiliriz. T’ £ o
oldugundan, n(T', w) = 0 olur. Diger yandan, Q"'niin ¢ap1 d(Q’) olmak {izere,

d(z,0B") < d(Q') < V26 < d(L,0B'). (2.50)

Bu ise [z, w] araliginmin I''y1 kesmedigini séyler. n(T", ¢) fonksiyonu [z, w] bag-
lantili kiimesinde sabittir dolayisiyla n(T", z) = n(I',w) = 0 olur.

Simdi §'y1 0 < § < %d(L 0B') olacak bigimde segip diizlemde §-
1zgarasin olusturalim. B’ smirli oldugundan, bu 1zgaraya ait sonlu sayida
Q kapali karesi B’ye diiger; bunlarin ailesine Q diyelim. I := ZQGQ oQ
olsun. I ¢evrimi sonlu sayida d-uzunluklu ve eksenlere kogut % tipinde gezi-
lerden olusur. I’da hem ab hem de ba gegiyorsa I'nin ifadesinden her ikisini

de ¢ikaralim.
(2) Her z € I i¢in

5 = 5 [ g

27 J; (— 2

oldugunu savunuyoruz. z € I keyfi verilsin. (2.50) esitsizliklerinden z € K :=
UQEQQ olur. Her Q € Q i¢in z ¢ 0Q ise, tam bir Qy € Q ile z € @y olur
ve biz dikdortgenler i¢in Cauchy Teoremi ve integral formiiliinden

1 f(Q)
. d
Q;?:EQQTFZ/aQC—Z 2 3Q0C—z<
=0+ f(z) = f(»)

27 C—z



230 KOMPLEKS ANALIiZ I

Yo

Sekil 2.26: Sinirli bolgelerin pozitif sinirlari.

elde ederiz. Savimiz aslinda her z € UQeQ Q i¢in kanitlanmigtir ve siirek-
lilikten dolay1 UQEQ 0Q i¢in de, dolayisiyla, her z € T i¢in de gegerlidir.
|

Teorem 2.11.10 U C C bir agik kiime ve I' € Z1(U) bir ¢evrim olsun.
Asagidaki onermeler denktirler:

(i) Vf € H(U) igin [ f=0.
(ii)) Vf € H(U) ve her z € U\L igin

) = 5 [ e

(iii) T R 0.
Kamt. (i)==(ii): f € H(U) ve z € U\L olsun.

f(O-f()
_ ) = ¢eU\{z}
9(¢) : {f@% (=2

fonksiyonu U’da holomorf oldugundan, varsayimdan

0= [o= [ L6 [ 2= [ Hac— spminr,2)

elde edilir.

(il)=(i): z € U keyfi verilsin. U’da h(¢) := (¢ — 2z) f(¢) ile tanimlanan
h fonksiyonu U’da holomorftur. Integral formiiliinii A fonksiyonuna uygular
ve h(z) = 0 oldugunu gozetirsek, [ f =0 olur.

(iii)==(i) Teorem 2.11.7, (i)==(iii) ise, Onerme 2.11.6’dan énce verilen
0zel durumdan karst konum ilkesi ile ¢ikar. |
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Tanim 2.11.11 B C C bir ssmrl bélge olsun ve 0B swniri sonlu sayrda
ayrk Yo, V1, - ,Vn basit kapaly integral gezilerinin izinden olussun. I' :=
Yoo i olmak izere, eger

B={zeC|n(l,2) =1}
C\B =1{z€C|n(T,z2) =0}

ise, I''ya B bélgesinin pozitif yonlenmis swnare veya I' cevrimi B bolgesini
pozitif yonde cevreler denir ve I' yerine OB yazilir.

Eger B C I(9) ise, kolayca goriilecegi gibi 7o gezisi saatin ters yoniinde
ve Y1, ...,V gezileri ise saat yoniinde yonlenmigseler, B’nin pozitif yonlen-
mig siir:1 I' = yg+71 + - - - + 75, zinciridir. Biz, yalinlik agisindan, B’yi pozitif
cevreleyen bu T' zincirini de dB ile gosterecegiz'”.

Teorem 2.11.12 U C C bir agik kiime, T' € Z1(U) ise U’da sifira homo-
log olsun. U\IL''da sonlu sayda ay,...,a, noktalar: verilsin. a; merkezli D;
daireleri, kapanislars U\L "da ve i # j igin Eﬂﬁ] = 0 olacak bigimde segil-
sinler. D; dairesinin pozitif yonlenmis basit sinir gezising k; ile gosterelim.
i=1,...,ni¢in m; :==n(l,aq;), I" :== 31" mik; ve U* := U\{ai,...,an}
olsun.

Bu kosullarda T — T %0 ve her feHU") igin

Afzgmiéif=§n<r,ai>/Nif.

Kamit. A :=T —T' =T — 3" | myx; olsun. a ¢ U* verilsin. Tki durum soz
konusudur: a ¢ U veya 3i : a = a;. Eger a ¢ U ise, varsayimdan n(I',a) =0
ve her ¢ i¢in a € D(k;) ve dolayisiyla n(k;,a) = 0 oldugundan, (2.45) ile
n(A,a) = n(l,a) — >y min(ki,a) = 0 olur. Eger a = a; ise, j # i icin
n(kj,a;) = 0 ve (K4, a;) = 1 oldugundan,

n
n(A,a;) =n(T,a;) — ijn(/ij, a;)=m; —m; =0
j=1

U*
olur. Boylece, A ~ 0 ve Homolojik Cauchy Teoremi’nden

Oz/Afz/Ff—émi/mf

elde edilir. [ |

1"Bglgenin topolojik siirmi 8B ile yénlenmis sinirimi 8B ile gosterdigimizi bir kez daha
belirtelim.
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U*
Sekil 2.27: T' =1 + 79 = 2k1 + kg + 0Kk3 + 2Kk4 + K5 — Kg + Ok7.

Teoreme 6rnek olusturmak tizere, Sekil 2.27°de bir 6rnek verilmistir. Ci-
zim kolaylig1 agisindan I' bir 1zgara ¢evrimi olarak alinmigtir; x; gezilerini
kesmeyecek bigimde QU, 1 ve 72’yi biraz deforme ediniz.

Teorem 2.11.13 U bir a¢ik kiime OB ise B bélgesinin sonlu sayida integral
gezisinden olusan pozitif cevrelenmis sinary ve B C U olsun. Bu durumda

(i) Vf € H(U) igin [, f = 0.
(ii) Vf e H(U),Vz€ BveVn e N

FO () = n!/a ﬂdw

T 2mi Jop (w— )Pt

U
Kamt. 9B = 0 oldugundan, sav, dogrudan Teorem 2.11.7’den ¢ikar. |

Bu teorem, teoremin kogullarinda, f € H(U) fonksiyonunun her bir z € B
noktasindaki degerinin f|0B ile tek olarak belirlendigini ve bu degerleri-
nin nasil hesaplanabilecegini de bildirir. Ayrica, daha 6nce de Cauchy Te-
oremi'nde (Teorem 2.7.2) belirttigimiz gibi bu teorem i¢in f € H(U) olmasi
gerekmez, f € C(B) NH(B) olmasi yeterlidir.

Problemler

Problem 2.11.1 T bir ¢evrim, a,b € C\I" ve n(T",a) = n(T,b) ise

1
A(z—a)(z—b)dzzo

oldugunu gosteriniz.
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Problem 2.11.2 f € H(Dy) ise, 0 < 0 < r < R i¢in f027r f(oe?)do =

027r f(re??)dh oldugunu gosteriniz.

Problem 2.11.3 v € G{(C\{-1,0,1}) kapal ise, f
alacagi tiim degerleri bulunuz.

(2 0 integralinin

Problem 2.11.4 U C C agik, v € G'(U) kapali, h € H(U) fonksiyonunun
U’da sifir yeri olmasin Ve bir @ € U ile U'da f(z) = (2 — a)™h(z) olsun
(m € N). Eger ayrica vy £0vea ¢ v ise, ﬁ f fT = m - n(v,a) oldugunu
gosteriniz.

Problem 2.11.5 f € H(C\D) ve lim, o f(2) =0 ve 1 <r < |2| ise

O,
o C—z

oldugunu gosteriniz.

2.12 Basit Baglantihihik

Basit baglantili bolgeler, fonksiyonlar teorisinde isimizin en kolay oldugu bol-
gelerdir. Holomorf fonksiyonlarin yerel ilkelleri oldugunu biliyoruz. Eger B
bolgesi basit baglantiliysa, her f € H(B) fonksiyonunun bir F' € H(B) ilkeli
vardir. Bunun tersi de dogrudur: Bir B bélgesinde her holomorf fonksiyonun
bir ilkeli varsa bu boélge basit baglantilidir; bunu biraz ileride kanitlayacagiz.
Bu nedenle, basit baglantili bolgeleri yakindan taniyalim. Ancak gimdilik
elimizde fi¢ farkli basit baglantililik tanimi var. Once onlarin denkligini ka-
nitlayalim:

Daha 6nce bir B bolgesine Co.\B baglantili ise basit baglantilhidir de-
mistik. Yine B bolgesindeki her siirekli kapali gezi B’de sifira evrilebilirse,
dd. 71(B) temel grubu yalmizca etkisiz 6geden oluguyorsa B bolgesine ev-
rimsel basit baglantili demistik.

Tanim 2.12.1 B C C bolgesine her I' € Z1(B) ¢evrimi B’de sifira homo-
logsa homolojik basit baglantilidir denir.

Biz Sonug 2.11.8’de
£ 0= v= 0 (2.51)
oldugunu gordiik. Buradan a§ag1dak1 onerme elde edilir:

Onerme 2.12.2 B bélgesi evrimsel basit baglantilysa, homolojik basit bag-
lantiladar.
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L0y 245 210

Sekil 2.28: C\{a, b}’de sifira homolog ancak sifira evrilemeyen rota.

Kanit. B bolgesi evrimsel basit baglantili olsun. ~y; gezileri kapali integral ge-
zileri olmak tizere, I' = > "' | m;y; € Z1(B) ¢evrimi keyfi verilsin. (2.51)’den
dolayi, her z € C\B i¢in n(I',z) = > mn(y,z) = yrym; -0 = 0,

dolayisiyla I’ R 0 olur. |

Ornek 2.12.3. (2.51)’in tersi dogru degildir, dd. 2 0 ise g 0 olmas1 gerekmez!

a,b € C iki farkli nokta olmak iizere, B := C\{a,b} olsun. v ise Jekil 2.28deki
rotamiz olsun. zp < z1 < -+ < 210 Ve 7k ise y'nin zx_1’den z;’ye giden kismi olmak {izere,
v ="1---y10. 9imdi v’'nin B’de sifira evrilemedigi apagiktir; ¢iinkii a ve b noktalarindan
gegmeden +’y1 B’de bir noktaya eviremeyiz. 1(7y) ise gekildeki tarali bolgedir ve B’dedir,

dolayisiyla v 2 0.

Not 2.12.4 Simdi érnegimizdeki bir noktaya odaklanacagiz. Ornegimizde
~'nin i¢i By ve By gibi iki ayrik bolgeden olugur. Ay := 7y1v7787v37y4 gezisi
By bolgesini pozitif Ao := 5767279710 ise Be bolgesini negatif yonde gev-
reler. Zincir olarak v = A1 + Ao. Bu Ornegimizde B’de sifira homolog ~
zincirini B’de sifira evrilebilen A1 ve Ao zincirlerinin lineer kombinasyonu
olarak yazdik. U C C herhangi bir agik kiime ve Aj,..., A, gezileri U’da
sifira evrilebilen kapali gezilerse, m; € Z olmak tizere, 1" ; m;A; ¢evriminin
U’da sifira homolog oldugu apagiktir. Bunun tersi de dogrudur; 6rnegimizde
oldugu gibi, U’da sifira homolog zincirler, U’da sifira evrilebilen \; kapali
gezileri ile Y 7 | m;A; olarak yazlabilirler; kanitlamayip belirtmekle yetine-
cegiz. A

Sonug 2.12.5 B ’nin homolojik basit baglantily olmas:

W € 7,(B) Vf € H(B) /f:()
I
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olmasina denktir.

Kanit. =: Dogrudan Homolojik Cauchy Teoremi’nden ¢ikar.
<=: B homolojik basit baglantih degilse I(I') ¢ B olan bir I' € Z;(B)
cevrimi vardir. Gerisi (2.11.6) éncesindeki olumsuz 6rnek gibidir. n

Teorem 2.12.6 B C C bélgesi i¢in asagidaki dnermeler denktirler:
(i) B homolojik basit baglantilidur.
(i) Her f € H(B) ve her T' € Z1(B) igin [ f = 0.
(i1i) Her f € H(B) nin bir F € H(B) ilkeli vardur.
(iv) f € H(B) ve f’nin B’de bir sifir yeri yoksa log f’nin B’de bir g €
H(B) dalv vardur, dd. €9 = f. Bunun bir sonucu olarak, her n € N*
icin /T ’'nin B’de holomorf daly vardar.

Kanit. (i)=(ii) denkligi dogrundan Sonug 2.12.5’tir. (ii) gegerli f € H(B)
ve a € B olsun. Her z € B ve her v, € G,.(B) i¢gin yn~ € Z1(B) ve
fw, f = 0, dolayisiyla fyf = fnf olur. Boylece F(z) := fazﬁf tanimi
kusursuzdur ve daha 6nce defalarca gosterdigimiz gibi F/ = f olur. Sonugta
(ii)==(iii). Simdi (iii) gegerli olsun ve f € H(B) fonksiyonun B’de bir sifir
yeri olmasin. Bu durumda f’'/f € H(B) ve bu fonksiyonun bir g € H(B)
ilkeli vardir. Bir a € B noktasini sabit segelim. Gerekirse bir sabit ekleyerek
€9 = f(a) saglamr. h := e 9f € H(B) ve ¢’ = f'/f oldugunu gozetirsek,
Bde W = (f' — fg')e 9 = 0 elde ederiz. B bir bolge oldugundan, orada
h sabittir ve bu sabit ise h(a) = =9 f(a) = 1 oldugundan, f = 9 elde
ederiz. Boylece (iii)==(iv). Simdi (iv) gegerli olsun. zp € C\ B keyfi verilsin
ve g(z) := z — zp olarak tamimlansin. g'nin B’de bir sifir yeri olmadigindan,
log g'nin B’de holomorf bir f := logg dah vardwr. f* € H(B), f'(z) =
1/(z—z0) ve f"niin B’de bir holomorf ilkeli oldugundan, her I € Z;(B) i¢in

1 dz 1
F = — = — / d = 0
(T, 20) 271 /p z—zp 2w Jp flz)dz

B .
olur. Dolayisiyla, I' = 0. Oyleyse, B homolojik basit baglantilidir. |

Bir T' ¢gevrimine n(T, z) fonksiyonu yalnizca 0 ve 1 degerlerini aliyorsa
uygun diyecegiz. I uygun ve I(I") bir bolge ise, K := ' UI(T") bir kompakt
kiimedir ve I' gevrimi K kiimesinin pozitif yoénlenmis K sinirindan bagka
bir sey degildir. Ornegin B C C bir simirh bélge ve 9B topolojik siir1 sonlu
sayida basit kapali gezinin izi ise, pozitif yonlenmis @B ¢evrimi uygundur.
Onerme 2.12.7 U C C bir agik kiime K # 0 bir kompakt kiime ve K C U
olsun. Bu durumda U\K de bir T uygun izgara ¢evrimi K C I(T') c U

U
olacak bicimde vardwr. Bu I' i¢in dolayisiyla I' =~ 0 olur ve her z € K i¢in
n(T, z) = 17dir.
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V3

Sekil 2.29: K'yi cevreleyen uygun g¢evrim. U acik kiimemiz kesikli ¢izilmig
egriler arasindaki kiimedir. K kompakt kiimemiz koyu gosterilmis iki ayrik
kompakt kiimenin birlegimidir.

Kamit. U = C ise ¢ herhangi bir pozitif say1; U # C ise § := d(K, 0U) olmak
lizere, € pozitif sayisi € < % olacak bicimde secelim. Diizlemimize karesel
e-1zgarasinl doseyelim. Her m € Z i¢in x = me noktalarindan y-eksenine,
y = me noktalarindan ise x-eksenine kogut dogrular ¢izelim.

Boylece olusturdugumuz () kapali karelerinin sonlu tanesi K'’y1 keser;
bunlar Q1,...,Q, olsunlar. Bu kogullarda Ky := |J;_; Q; kiimesi de kom-

pakttir ve K C Ky C U. Sonlu sayida dQ); ¢evrimlerinin toplami olarak

A= OBQZ'

=1

bir ¢evrimdir. Q); ve Qi karelerinin bir a ortak kenar1 var ve bu kenar 9Q); 'nin
« parcasinin iziyse, o~ gezisi Q) 'nin bir parcasidir. A’dan o+ a~ ¢evrimini
attigimizda elimizde A’ya denk olan bir ¢evrim kalir. Boylece A’dan, tiim
ortak kenarlar icin bu islemi yaparsak I' = A olan bir ¢evrim elde ederiz
ve bu ¢evrim @Q1,...,Q, karelerinin yalnizca birinde gecen kenarlar igerir.
Aslinda okur kolayca I' = 8 Ky oldugunu gosterebilir.

Her gseyden énce I' € U\K. Aksini varsayalim ve z € K N[ olsun.
z noktasi en az bir @); karesinin bir kenar: tizerindedir. Ancak diizlemimize
dogedigimiz karelerden bu kenari kenar kabul eden bir bagka kare daha vardir
ve tamim geregi sectigimiz karelerden biridir. Bu ortak kenar A’da karsimiza
gikar, ancak I’da atilmigtir, dolayisiyla z € K NI olamaz!
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z ¢ Ky ise, her i i¢in z ¢ @; olacagindan, n(8Q;,z) = 0 saglanir ve
dolaysiyla n(T', z) = n(A, z) = > n(8Q;,z) = 0 olur. Boylece I(T') C
Ky C U elde edilir.

Simdi bir 7 ile z € @Q; olsun. n(8Q;,z) = 1 ve k # i igin n(0Q,z) =0
olacagindan n(I',2z) = n(A,z) = >70_; n(90Q;,2) = 1 saglanw. Eger z €
0Q;\I ise, donme sayisinin siirekliliginden yine n(T", z) = 1 olur. |

Teorem 2.12.8 B C C bélgesi i¢in asagidaki dnermeler denktirler:
(i) B evrimsel basit baglantilidr.
(i1) B homolojik basit baglantilidr.

(1ii) B basit baglantilidar.

Kanit. (i) = (ii) Dogrudan Onerme 2.12.2.

(i) =>(i) Bu yon i¢in genelde KA II'de kanitlayacagimiz Runge Teoremi
kullanilir (bkz. [55]). Biz de KA II'de kamitlayacagimiz bagka bir teoremi
kullanacagiz. KA II’de homolojik basit baglantili kavraminit B C C,, bol-
gelerine aktaracagiz. Orada kamtlayacagimiz Riemann DoOniisiim Teoremi
B C C homolojik basit baglantiliysa, B bolgesinin C,, C ve D’den birine
biholomorf —o6zellikle topolojik— resmedilebilecegini séyler; béylece bunlar
evrimsel basit baglantili oldugundan, B de evrimsel basit baglantilidir.

(ii) == (iii) Kars: konum ilkesi ile kamitlayacagiz. B basit baglantili olma-
s, dd. Co\ B kiimesi bostan farkli iki kapali kiimenin ayrik birlesimi olsun.
Bunlardan biri co 6gesini igerir, buna C' diyelim, icermeyen K kiimesi olsun.
K kiimesi sinirh ve kapali oldugundan, kompakttir. U := C\C C C bir agik
kiime K # () kompakt ve K C U oldugundan, 2.12.7 ile izi B = U\K'de
olan bir uygun I 1zgara ¢evrimi K C I(I") C U olacak bigimde vardir. Tanim
geregi ' C Bve ) # K C I(T") olmasindan dolayiysa, BNK = ) oldugunu da
gozetirsek, I(I') € B olur; dolayisiyla B’deki I' ¢evrimi B’de sifira homolog
degildir, dd. B homolojik basit baglantili degildir.

(iii) ==(ii): B basit baglantili olsun. B bolgesinde I' ¢cevrimi keyfi veril-
sin. Co\ B baglantili ve oo burada oldugundan, her z € C\ B i¢in n(I', z) = 0,

dd. T £ 0 olur. B homolojik basit baglantilidir. n

Bu ti¢ farkli kavramin —daha 6nce de belirttigimiz gibi— denk oldukla-
rin1 kanitladik. Herhangi bir topolojik uzayda basit baglantililiktan “evrimsel
basit baglantililik” anlagilacaktir. Daha 6nce de belirttigimiz gibi artik yal-
nizca “basit baglantili” diyecegiz.

Onerme 2.12.9 Bir B C C bélgesinin basit baglantily olmasi deliksiz olma-
swla es anlambdir.
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Kanit. (1) B basit baglantili olsun. Tamm geregi K, := Cy\ B baglantili-
dir. Dolayisiyla, C\ B'nin bir tek baglantili bilegeni vardir; o da K \{oo} dir
ve o da kompakt degildir. Sonug olarak, B deliksizdir.

(2) Kargt konum ilkesini uygulayacagiz. B’nin basit baglantili olmadigin
varsayalim. Teorem 2.12.8’den B’de en azindan sifira homolog olmayan bir I"
gevrimi vardir. I(T') ¢ B olur. Dolayisiyla, C\ B'nin en az bir K # () bilegeni
icin K C I(T") olur ve K agik¢a B’de bir deliktir. |

(2.12.6), (2.12.8) teoremleri ve (2.12.9) 6nermesi asagidaki teoremi verir-
ler:

Teorem 2.12.10 Bir B C C bolgesi i¢in asagidaki dnermeler denktirler:
(i) B evrimsel basit baglantilidur.
(i) Coo\B baglantilidur.
(iii) B homolojik basit baglantilidur.
(w) Her f € H(B) ve her T’ € Z1(B) igin [, f = 0.
(v) Her f € H(B) nin bir F' € H(B) ilkeli vardar.
(vi) f € H(B) ve f’nin B’de bir sifir yeri yoksa log f’nin B’de bir g €
H(B) daly vardir, dd. €9 = f. Bunun bir sonucu olarak, her n € N*
icin /f 'nin B’de holomorf dal vardar.

(vii) B deliksizdir.

Not 2.12.11 B C C bir bolge, a € C ve f € H(B) olsun. Eger log :
f(B) — C fonksiyonu log fonksiyonunun bir holomorf daliysa, f(z2)* :=
exp(a - log(f(z))) fonksiyonu B’de holomorftur ve bu f* ¢ok degerli fonk-

siyonunun B’de bir holomorf dalidir. Eger n € N* olmak {izere a = % ise,

s6z konusu olan £ = VF cok degerli fonksiyonunun bir holomorf daldir.
Teorem 2.12.10’dan dolayi, G C C 01 igermeyen bir basit baglantili bolge
ve f(B) C G ise, log'un G'de, dolaywsiyla f(B)’de holomorf dallar1 vardir.
Bunun sonucu olarak, her a € C i¢in f*’nin B’de holomorf dallar1 vardir.
Ozel olarak G = C_, ve log’un holomorf dali olarak Log secilmisse, B’deki

f(2)* = exp(a - Log(f(2)))

holomorf fonksiyonu f*'nin B’deki anadalidir. A

Not 2.12.12 Basit baglantililik kavramina ilk Riemann’da rastlariz. Bunu
B C C bolgeleri i¢in dile getirelim: Riemann, B bolgesinde bir ¢apraz kesit-
ten yalnizca ug noktalar:t 0 B’de, izinin diger noktalar1 B’de olan basit gezileri
anlar. B bolgesinin basit baglantili olmasindan ise B’deki her capraz kesitin
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B’yi iki parcaya ayirmasini anlar. B’yi parcalara bélmeden B’de ¢izebilece-
gimiz maksimal ¢apraz kesit sayis1 NV ise, B bolgesi n = N + 1-baglantihidir
der. Bu tanmimlarin diger tanimlarla denkligine girmeyecegiz. A

Problemler

Problem 2.12.1 C’de agik bir U kiimesinde her kapali v € G(U) igin ~y 4 0
ise, U'nun bir bolge olmas1 gerekmedigini ornekleyiniz.

Problem 2.12.2 K C C kompakt ve B := C\ K ise agagidakileri kanitla-
yiniz:

(1) B’nin tek bir smirsiz bilegeni vardir.

(2) B’nin baglantili bilesenleri sonlu sayidadir.

Problem 2.12.3 B C C bir bolge ve Co\B baglantihi olsun. K C C
kompakt ise K ile K'nin kendi delikleriyle, dd. C\K’nin smirh baglantil
bilegenleriyle birlesimi gosterilsin. Agagidakileri gosteriniz:

(1) K C B kompaktsa K C B’dir.

(2) K’nm baglantili ve kompakt oldugunu gosteriniz. Eger K baglanti-
liysa, K deliksizdir.

Problem 2.12.4 U,V C C basit baglantili bolgeler olmak tizere, U NV
de bir bolge olsun. Ayrica, v : [0,1] — U UV ise bir kapal gezi olsun.
Asagidakileri kamitlayiniz:

(i) 0=ty <ty <--+ <tp_1 <t,=1saylar, her p=0,1,...,n— 1 igin
Y([tp, tp+1]) U’da veya V'de olacak ve ayrica y(t1),...,v(th—1) € UNV
olacak bicimde bulunabilirler.

(ii) 7 gezisi U’da veya V'de bir n kapali gezisine evrilebilir.
(iii) U UV basit baglantilidir.

Problem 2.12.5 B C C bir bolge, f € C(B) ve bir n € N* igin f™* € H(B)
ise, f € H(B) oldugunu gosteriniz.

Problem 2.12.6 ~ gezisi k1,1 gezisinin 0 noktasimi 1+4 noktasina baglayan
kismi olmak tizere, f a + (FE 1ntegralln1 hesaplayiniz.

Problem 2.12.7 Diizlemde, 8B sinir1 n + 1 basit kapali geziden olugan bir
takim sinirh bolgeler ¢izip, her biri integral gezisi olan ve birbirini kesmeyen
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M,-..,Nn Gapraz kesitle B’den B\ (U?:l &) gibi bir basit baglantili bolge
elde edileceginden, geometrik olarak ikna olunuz.

Problem 2.12.8 B := C\ ((—o0, —1] U [1, 4+00)) olmak iizere, w = Arccosz
fonksiyonunun B bolgesini w-diizlemindeki Sy dikey seridine biholomorf
resmettigini gosteriniz.

Problem 2.12.9 B := C\ ([¢, +i00) U [—4, —ico)) olmak tizere, w = Arctanz
fonksiyonunun B bolgesini w-diizlemindeki S_gg bolgesine biholomorf res-
mettigini gosteriniz.



Bolum 3

Holomorf ve Meromorf
Fonksiyonlar

3.1 Eklemeler

Bolim 1’de Weierstrass’in yolunu izledik. Orada elde ettigimiz teoremle-
rin kanitlarinda hichbir yerde integral kullanmadik. Buna kargin hizli bi-
¢imde temel fonksiyonlar: kazandik ve ardindan analitik fonksiyonlara ilig-
kin 6nemli teoremler kamtladik. Analitik fonksiyonlar i¢in gecerli olan her
teorem, artik biliyoruz ki ayni zamanda holomorf fonksiyonlar i¢in de bi-
rer teoremdir. Orada, Ozdeslik Teoremlerimi (Teorem 1.8.4,1.8.5), analitik
fonksiyonlarin, dolayisiyla holomorf fonksiyonlarin yerel 6zelliklerine iligkin
Dal Sayis1 Teoremleri'ni (Teorem 1.8.13,1.8.14), Agik Doniisiim Teoremi’ni
(Teorem 1.8.16), Maksimum Ilkesini (Teorem 1.8.18), Minimum Ilkesi'ni
(Sonug 1.8.20), Schwarz Onsavi'ni (Teorem 1.8.24) kanitlamigtik. Tekrar da
olsa bu teoremleri holomorf fonksiyonlar i¢in yineleyecek ve baz eklemeler
yapacagiz. Yalnizca eklemelerin kanitlar: verilecektir.

Teorem 3.1.1 B C C bir bélge ve M C B kimesinin B’de bir ypgilma
noktast bulunsun. Her f,g € H(B) i¢in asaqidaki onermeler denktirler:

(i) f=g9,
(i) fIM = g|M,
(ii)) 3a € B Yn € N (f(”)(a) = g(”)(a)).

Onerme 3.1.2 B C C bir bélge ve f € H(B) sabit degilse her ¢ € C igin
Se(f)=f"{c}) ={z € B| f(2) = ¢}

saplary B’de kapaly ve ayriktur.

241
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Sonug 3.1.3 f fonksiyonu B béolgesinde holomorf ve sabit dejilse herhangi
bir ¢ degerini her kompakt K C B altkiimesinde en fazla sonlu noktada, B de
1se saylabilir coklukta alur.

Kanit. S.(f) ayrik oldugundan K kompaktsa K N S.(f) sonlu olmak zo-
rundadir. Onerme 5.2.33’e gore B kiimesini sayilabilir coklukta kompakt
kiimelerle tiiketebiliriz. Dolayisiyla, S.(f) kiimesi sayilabilir coklukta sonlu
kiimenin birlesimi olarak sayilabilirdir. |

U C C agik kiimesi verilsin. U'nun bir boélge olmasini, yani bir topolojik
ozelligini H(U)'nun bir cebirsel ozelligi ile belirleyecegiz.

Teorem 3.1.4 U C C agik kiimesinin bir bolge olmast i¢in gerek ve yeter
kosul H(U ) 'nun bir tamlik bolgesi olmasidor.

Kamt. 1. U bir bélge ise H(U)nun tamlik bolgesi oldugu Sonug 1.8.6’da
kanitlandi.

2. U bir bolge olmasin. Birden fazla baglantili bilegeni vardir. Bu du-
rumda U kiimesini bogtan farkli iki ayrik B ve V agik kiimelerinin birlegimi
olarak yazabiliriz. f|B := 1, f|V := 0 ve g := 1 — f olarak tanimlanirsa
f,g € HU), f #0, g # 0 ve fg = 0 olur. Dolaywsiyla, H(U)bir tamhk
bolgesi degildir. [ ]

Ozdeslik Teoremi bize bir kalicilik ilkesi verir: B bir bolge, fi,...,
fnyg € H(B) ve M C B kiimesinin B bolgesinde yigilma noktast olsun.
Simdi P € Clz1,...,2,] olmak tzere, ejer M kiimesinde P(fi,...,fn) = ¢
ise, o zaman B bolgesinde de P(f1,..., fn) = g’dir. P(f1,...,fn) € H(B)
oldugundan bu sav, Ozdeslik Teoremi’nin bir sonucudur.

Bir érnekle acalim: R’de tamiml e* fonksiyonu e*Y = e%e¥ ozelligine
sahiptir. Biz bu fonksiyonu C’ye holomorf genisletip her z,w € Ci¢in e* ™% =
e”e" oldugunu seriler igin garpim teoremi {izerinden kanmitladik. Kalicilik
ilkesi ile bu goyle de kanitlanabilir: y € R sayisim keyfi secip sabit tutalim.
f(z) :== e*e¥ ve g(z) := e*1¥ fonksiyonlar1 C’de holomorfturlar ve C’de bir
yigilma noktasi olan M := R kiimesinde ise f(z) = e%e? = e = g(x)
oldugundan, Ozdeslik Teoremi ile her z icin f(2) = g(2), dd. e*e¥ = e**V.
Bastan y keyfi secildiginden her z € C ve her y € R icin e®e¥ = e*Y
kamtlanmigtir. Simdi z € C keyfi se¢ilip sabit tutulsun. Bu kez F(w) := e*e¥
ve G(w) := e*T* fonksiyonlar1 C’de holomorfturlar ve az énce kanitlanandan
R’de cakisirlar, dolayisiyla C'de cakigirlar. Ozdeslik Teoremi ile her w icin
eV = ¥ elde ederiz. Burada z keyfi oldugundansa her z,w € C icin
eV = e*T olur.

Teorem 3.1.1(ii) ve (iii) ifadelerindeki karakter farkimin altim gizelim.
(iii)’'te bir noktadaki tim tirevler soz konusu iken (ii)’de yalmizca bir M
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kiimesindeki degerler s6z konusudur. Diger yandan, Cauchy integral formiilii,
Ozdeslik Teoremine yeni bir 151k diisiiriir.

Teorem 3.1.5 B C C bir ssmarl bolge ve OB simart sonlu sayrda basit kapals
integral egrisinden olussun. f : B — C siirekli ve f fonksiyonu B de holomorf
1

VzeB f(z)= / f(©)

2 Jop (— 2

Sonug 3.1.6 B C C bir stnarl bélge ve OB sinary sonlu sayida basit kapalr
integral egrisinden olussun. f,g € C(B), f|B,g|B € H(U) ve f|OB = g|0B
ise, B’de f = g olur.

dc.

Kanit. f fonksiyonu B’de holomorf ise, o bolgede her mertebeden siirekli
tiirevlere sahip oldugundan (2.7.2) sonucunun kogullarimi saglar, dolayisiyla
faB f =0. z € B sabit tutulsun.

FO=f(=) ¢ € B\{z}
MO =1
f'(2), (==z
ile tamimlanan h fonksiyonu B\ {z}’de holomorf ve B’de siirekli oldugundan,

(2.6.14) Riemann genigletme teoreminden, B’ye holomorf genigletilebilir. h
fonksiyonu da (2.7.2) sonucunun kogullarini saglar, dolayisiyla

YA Y R (GESC SRR Ry (O]

27 9B 27 5B (—z T omi o ¢ — %

d< - f(Z)’I’L(’y, Z)

ve n(0B, z) = 1 oldugundan, bu, savimizdir.
Sonucun kaniti: Teoremden her z € B igin f|0B = g|0B ise

f(z) = 1 / f(©) dc = 1 9(9) dc = g().

S 2mi JopC—2z 0 2mi Jop (-2

f : U — C holomorf ve a € B olsun. Tanim 1.8.11°de oldugu gibi

fl@) =0, f'(a)=---= fED(a) =0ve fF(a) £0

ise, f’nin a’da k. dereceden bir b-yeri vardir denir. Birinci dereceden yerlere
yine basit yerler denir.

Onerme 3.1.7 U C C agik, f € H(U) ve a € U olsun. f fonksiyonunun
a noktasinda k. dereceden bir b yerinin olmasi i¢in gerek ve yeter kosul bir
g € H(U) fonksiyonunun her z € U igin f(2) = b+ (2 — a)*g(2) ve bir
D,(a) C U dairesinde g(z) # 0 olacak bigimde bulunabilmesidir.
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Kanit. 1. Bir g fonksiyonu 6nermedeki gibi varsa f’nin a’da k. dereceden
bir b yeri oldugu apagiktir.

2. U\{a}'da g(2) := (f(2) — b)(z — a)~F ve g(a) := %f(k)(a) # 0 olarak
tanimlarsak ¢ fonksiyonunun U\{a}’da holomorf oldugu agikardir. a nok-
tasindaki holomorflugu ise bir D,(a) C U dairesinde f ve g'nin (1.48)’de
verilen ifadelerinden agikardir. g holomorf ve g(a) # 0 oldugundan, r yete-
rince kiiglik segilerek her z € D, (a) igin g(z) # 0 saglanir. |

Teorem 3.1.8 [ € H(Q) fonksiyonunun a € ) noktasinda k. dereceden bir
b yeri bulunsun. a noktasiman bir U ag¢ik komsulugu, a noktasinda bir basit
sufur yeri olan bir h € H(U) holomorf fonksiyonu

VzeU: f(z)=b+ (h(z)"
olacak bicimde bulunabilir.

Teorem 3.1.9 (Dal sayis1) f € H(U) fonksiyonunun a noktasinda k. de-
receden bir b yeri bulunsun. Bu durumda bir eg > 0 sayist sunlar dogru olacak
bicimde bulunabilir: Her 0 < & < g¢ i¢in a noktasimn oyle bir acik Us komsu-
lugu bulunabilir ki, f(U;) = D.(b) ve her w € DX(b) degeri Uskomsulugunda
tam k farkl z1, ...,z noktalarnda alinir ve her bir z; bir basit w yeridir.

Sonug 3.1.10 U C C agik, f € H(U) ve f birebirse her z € U i¢in f'(z) #
0.

Onerme 3.1.11 U C C agik ve f € H(U) birebirse V := f(U) kiimesi de
agiktir ve f : U — V' biholomorftur.

Teorem 3.1.12 (Maksimum ilkesi) f fonksiyonu bir B C C bélgesinde
holomorf ancak sabit degilse |f| fonksiyonunun B bélgesinde bir yerel mak-
simumu olamaz.

Sonug 3.1.13 f fonksiyonu bir B C C bilgesinde holomorf, ancak sabit
degilse Re f fonksiyonunun B bilgesinde bir yerel maksimumu olamaz.

Sonug 3.1.14 (Minimum Ilkesi) f fonksiyonu bir B C C bélgesinde
holomorf, sabit degil ve 0 degerini almwyorsa |f| fonksiyonunun B bolgesinde
bir yerel minimumu olamaz.

Onerme 3.1.15 U C C agk ve surh, f : U — C siirekli ve f|U € H(U)
ise, |fllg = [[flloy olur.

Sonug 3.1.16 B C C bir sumrh bélge f : B — C siirekli, f|B € H(B) ve
f fonksiyonu B’de sabit degilse her z € B icin |f(2)| < || flls5-
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Kamnit. Onerme 3.1.15’ten dolay1 || f|jg < |||l esitsizligi saglanir. Dolay:-
siyla, bir a € B icin |f(a)| = || f||55 olsayd1 | f| fonksiyonu maksimumunu a
noktasmda alir ve Maksimum Ilkesi ile sabit olurdu! |

Simdiye kadar bu kisimda siraladigimiz teoremler, Teorem 3.1.5 ve 3.1.6
disinda, analitik fonksiyonlar i¢in integral kullanmadan kamitladigimiz te-
oremlerdir; biz onlar1 holomorf fonksiyonlar i¢in dile getirdik.

Ikinci béliimde Cauchy integral teoremi ve (2.20) Cauchy integral formiil-
leri ve bu formiillerden gikarilan (2.23) Cauchy esitsizlikleri ile giiglii araglar
elde ettik. Biz Kisim 1.8’de Maksimum Ilkesini acik déniisiim tizerinden ka-
nitladik. Cauchy egitsizliklerini genellegtirebiliriz.

Her seyden 6nce m,n € Z igin

2
1 eilm=m)e g, = {0’ m#n (3.1)

2w 1, m=n
oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 3.1.17 (Gutzmer Formiilii) f(2) = Y12 a,(z — 20)" kuvvet
serisinin yakinsaklik yaricapr R ise, her 0 < r < R i¢in

n 1 o %
Sl = o [t e < Wl (32)

Sonug 3.1.18 Teoremin kosullarinda bir 0 < r < R ve bir m igin |ap|r™ =
[fllc, (o) i€ f(2) = am(z — 20)™

Kanit. > a,(z — 29)™ kuvvet serisi Dg(zp)'de kompakt normsal yakinsak
oldugundan (bkz. Onerme 1.6.1), 6zellikle her 0 < r < R icin C,(2g)de
mutlak diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla, z(¢) := 2o + re’? olmak iizere,
f(z(p)) = 3 apr™e™ serisi [0,27]'de diizgiin yakinsaktir. Béylece, integ-
ralle toplamin yerini degistirebilecegimizden, her m € N i¢in (3.1) ile

1
—'L (n— ) o
o f( (p))e "™Pdp = Z anr" ™Mdp = amr™,
1 27 )
amr'™ = ), f(z0 + 7re¥)e™Pdp. (3.3)
T

Simdi f(z0 + re®) = > @,rme ¥ serisi [0,2n]’de normsal yakinsak ve
f (20 + re*?) fonksiyonu [0, 27]’de siirekli, dolayisiyla sinirh oldugundan,

|f(20 +re™)|? = f(20 + rei®) f(z0 +re'?) = Z@rmf(zo + relP)eime
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serisi de [0, 27]’de normsal yakimsaktir (bkz. Teorem 1.5.2(ii)). Dolayisiyla,
agagida toplam ve integral yer deéi@tirebilir ve (3.3) ile

27
/ |f (20 + 7€) |Pdep = Zamr f 20 + re"?)e” M dop,
0
= 2772 \am\QT‘Qm,

m 1 27 i
S larim = o [ 1S Go+ re®) o < 111 -

Sonug 3.1.18 dogrudan (3.2)’den gikar: Bir m igin |ap,|r™ = HfHCT(zO) ise,
(3.2) esitsizliginden, her m # n € N i¢in a,, = 0 olur. |

|an|r™ < |[fllc, (s Cauchy esitsizlikleri, (3.2)'nin dogrudan bir sonucu-
dur. Diger yandan, Sonug 3.1.18’den maksimum ilkesinin kisa bir kanitini
elde ederiz. B bir bolge, f € H(B) ve |f]| ise bir Dg(a)’da maksimumunu a
noktasinda alsin. Sonug 3.1.18’den f fonksiyonu Dg(a)’da f(z) = ap mono-
mudur, dd. f fonksiyonu Dg(a)’da sabittir. Ozdeslik Teoremi’nden, f fonk-
siyonu B’de sabittir. Dolayisiyla, B bélgesinde holomorf olan f fonksiyonu
sabit degilse B’de yerel maksimumunu alamaz!

Teorem 3.1.19 U C C bir agk kiime, f € H(U), ||f|ly < +oo0, z € U ve
=d(z,C\U) ise

Vn e N )f(”)(z)‘ §n!”£J@|U. (3.4)
Ayrica, K C U bir kompakt altkiime ve o := d(K,C\U) ise
Vn e N Hf(") < n!”({lU. (3.5)

Kanit. Eger U = C ise, Liouville Teoremi’'nden f sabit olur ve sav agikardir.
Simdi U # C olsun. Bu durumda r bir pozitif gergel sayidir. 0 < p < r ise
D,(z) C U oldugundan, (2.23) Cauchy esitsizliklerinden, her n € N igin

VWQW<MW%quMmm
olur ve (3.4) buradan p 7 r limitiyle elde edilir. Ote yandan her z € K icin

= d(K,C\U) < d(z,C\U) oldugundan, (3.4)’te r yerine o yazdigimizda o
esitsizlik her z € K i¢in saglanir; bu bize (3.5)’1 verir. |

Onerme 3.1.20 U C C agik ve K C U bir kompakt alt kime ise, bir L C U
kompakt kiimesi K C L, r = d(L,C\U) ve M, = f—; olmak tizere, her n € N
1¢IN

Vn e N Vf e H(U) Hﬂ“)

<Ml (3.

olacak bicimde bulunabilir.
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Kanit. Bir L C U kompakt kiimesi K C L olacak bigimde segilsin. Her
feHU)igin || f|l; < ||fll;, < +oo oldugundan, (3.5)ten, r < p oldugunu
gozetirsek,

< S F =Ml £l

n!
n

Vn e N Vf e HU) Hf<”>

elde ederiz. [ |

Teorem 3.1.21 (Alan Teoremi) B C C bir sinurl bilge ve f : B — C
holomorf, birebir ve ssmirliysa f(B) nin Va(f(B)) alan

Jij )|*daxdy.

Kamit. z = z + iy ve f = u + iv olmak lizere, f : B — C doniislimiini
(z,y) — (u(z,y),v(x,y)) ile tammlanan B — R? doniisiimii olarak diisiiniir
ve det J¢(x,y) = |f'(2)|? oldugunu gozetirsek, gergel analizden

Va(f( If dudv = jf det J¢(z, y)dzdy = ff | (2)|*dzdy.
f(B)

Problemler

Problem 3.1.1 B C C bir bolge, f € H(B) ikisi birden 0 olmayan ¢y, ¢y €
Cile B'de ¢1f + cof = 0 ise, f'nin sabit oldugunu gosteriniz.

Problem 3.1.2 f =u+iv € H(C) ve her z = = + iy i¢in u(z,y) < x ise,
f(2)'nin en fazla birinci dereceden bir polinom oldugunu gosteriniz.

Problem 3.1.3 ~, C'de bir integral gezisi ve P,Q : v — C siirekliyseler,

Z—w

f(w) ::/ P dm—%—/z?wdy, (z =x+1y)
¥ ¥

fonksiyonunun C\y’da holomorf oldugunu gosterip f’(w) degerini hesapla-
yiniz.

Problem 3.1.4 D C B C C, B bir bdlge, f € H(B)ve f(0D) C R ise, fnin
sabit oldugunu gosteriniz.
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Problem 3.1.5 B C C bir bélge, f € H(B), |f| € C(B) olsun. Ayrica,

0 ¢ f(B), m :=inf.cop|f(2)| ve M = sup,eop|f(2)| ise, her z € B igin
m < |f(z)| < M oldugunu gosteriniz.

Problem 3.1.6 f € C(D,)NH(D,) ve bir M > 0 ile ||f||c, < M ise, her
z € D, igin |f(2)] < % oldugunu gosteriniz.

Problem 3.1.7 B C C bdlgesi a € B noktasina gore yildiz bigimli ve
f € C(B,C) olsun. Bir kégesi a olan her A C B iiggeni igin [, f = 0 ise,
her z € B igin F(z f? f ile tamimlanan F’nin B’de bir ilkeli oldugunu
gosteriniz.

Problem 3.1.8 fﬁz dz integralini hesaplayiniz.

2( z2+4)
Problem 3.1.9 p derecesi > 2 olan bir polinomsa ve bir R > 0 ile her
|z| > R igin p(z) # 0 ise, f 7(5@% = 0 oldugunu gosteriniz.

Problem 3.1.10 Alan Teoremi: f : D — D holomorf, birebir ve I’deki
seri agilmi ), - an2™ ise, f(ID)'nin alanmim

+oo
D) == Z nlan|*
n=1

oldugunu, buradan ise Z 1n|an|2 < 1 esitsizligini kamitlayiniz. Buradan
Cauchy esitsizliklerini kanitlayimiz ve eger f bir monom degilse bu esitsizlik-
lerin kesin oldugunu gosteriniz.

3.2 Tam Fonksiyonlara Tk Bakis

C yerel kompakt uzayimmizi bir oo noktasi ekleyerek kompaktlagtiracagiz
(bkz. Altkisim 5.2.3). Boylece elde ettigimiz kompakt uzayimizi Co, ile gos-
terecegiz. Burada oo noktasini oo noktalarindan farkl sectigimizi ayrica
belirtelim. Bir dizinin veya bir fonksiyonun oc’a yakinsamasindan so6z etti-
gimizde bunlar C,, uzayindaki anlamlariyla alinacaktir. Ayrintili bilgi i¢in
Kisim 3.6’nin bag kismina bakabilirsiniz.

C’de holomorf fonksiyonlara tam fonksiyonlar demistik. Polinomlar
elbette tam fonksiyonlardir. Bunlar diginda e® ve cos z, sin z gibi trigono-
metrik fonksiyonlar da tam fonksiyonlardir. Ancak tanz ve cotz tam de-
gillerdir. Yine logaritmanin tam olan bir dali yoktur. Liouville Teoremi’yle
(Teorem 2.6.19), siurh tam fonksiyonlarin sabit oldugunu gordiik. Gergel
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cosx ve sinx fonksiyonlar: sinirli iken, sabit olmayan cos z ve sin z fonksi-
yonlar: siirl degildirler.

f € H(C) bir tam fonksiyon olsun. f’yi C’de yakinsak bir » a,, 2" kuvvet
serisine agabiliriz. Agilimi ) a,, 2" olan tam fonksiyonlar katsayilarin davra-
niglarina gore iki gruba ayirabiliriz: Sifirdan farkli katsayilar: sonlu olanlar,
ki bunlar polinomlarimizdir, onlara tam rasyonel fonksiyonlar da denir ve
digerleri, ki onlara tam agkin fonksiyonlar diyecegiz.

Her r > 0 i¢in [|f]], := [|fllc, dersek, (2.23)ten |a,|r™ < [|f]|, oldugunu
biliyoruz. Ayrica, Sonug 3.1.18’de bir n icin |a,|r™ = ||f||, ise, her m # n
i¢in a,, = 0 ve f(2) = a,2" oldugunu gordiik.

Teorem 3.2.1 f tam fonksiyonu i¢in R, M pozitif sayilart ve bir n € N
dogal sayist
V2eC (|2 = R—> [f(2)| < M- |2|")

olacak bi¢imde bulunabiliyorsa f fonksiyonu en fazla n. dereceden bir poli-
nomdur.

Kanit. » > R ve k > n icin varsayimimizdan Cauchy egitsizlikleriyle

M -r® M
rk T pken

lax| < ”f,y” < =0 (r— +o00)

T
elde ederiz. Dolayisiyla, her & > n igin ar = 0 ve fonksiyonumuz en fazla
n. dereceden bir polinomdur. |

Teoremin n = 0 6zel durumu bize Liouville Teoremi’ni verir: f tam
fonksiyonu sinirhysa, sabittir.

€?, cos z, sin z fonksiyonlarimiz ise tam agkindirlar. Tam fonksiyonlarin
z — o0 i¢in aldiklar1 degerleri inceleyecegiz ve buradan hangi tiirden olduk-
larma iligkin Olgiitler elde edecegiz. Teorem 3.2.1 buna bir 6rnektir.

Ornegin f(z) = e* fonksiyonunun davramsina bakalim: z = x + iy olmak
tizere, |f(2)| = €® oldugundan, su tablo kargimiza gikar: x-eksenine kogut
dogrular boyunca z — oo iken lim, 4o f(2) = 00 ve lim,—_o f(2) = 0.
Diger yandan, y-eksenine kogut dogrular boyunca |f(z)| sabittir ve f(xg +
iy) = e™e¥ = ce oldugundan, y — +oo ve y — —oo0 icin f(z)’nin limiti
yoktur. C’de siirekli e fonksiyonu Co’a siirekli genigletilemez.

p(z) =10 2" polinomu n. dereceden olsun, dd. a, # 0 olsun. z # 0
igin

Anp—1 1 ag 1
p(z) :anzn <1+ a z++anz”> :anzn(1+kn(z))
Burada lim, o kn(2) = 0 oldugundan, p(z) polinomu asimptotik olarak

a2 monomuna esittir denir ve bu p(z) &~ a,z" ile gosterilir.
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0 1 00
Yy
0 \ / )
0 00
0 " o0
0 o0

1

Sekil 3.1: z — oo i¢in |e*|'nin davranigi.

Teorem 3.2.2 p(z) = >.1_,arz"® polinomu verilsin ve a, # 0 olsun. Her
e > 0 saypsina karsilik bir r > 0 sayist

VzeC <\z|>r:>’p(z) —1‘<€>

anz™

olacak bicimde bulunabilir.

Kamnit. Yukaridaki gosterimlerle 575721 — 1 = kp(z) olur. Okur
M = an—1 et ao
an an

olmak {izere, |z| > 1 igin |k, (z)| < ﬁ - M oldugunu kolayca gorebilir. Simdi
r > max{l, %} secmek yeterlidir. [ |

Basit bir doniisiimle agsagidaki teoreme ulagilir:

Teorem 3.2.3 n. dereceden bir p polinomu verilsin ve n > 0 olsun.
Ve >03r >0z (Jz] >r = |ap2"| (1 —¢) < |p(2)] < |anz"| (1 +¢€)).

Bu teoremlerden goriiyoruz ki, p polinomu sabit degilse lim,_,o p(2) =
0o. Bu ileride meromorf fonksiyonlar: inceledigimizde kanitlayacagimiz bir
teoremin Ozel halidir: Bir a noktastmn f meromorf fonksiyonun bir kutup
yeri olmasuy i¢in gerek ve yeter kosul lim,_,, f(z) = oo olmasidur(bkz. So-
nug 3.8.3)!. oo noktasiysa derecesi > 1 olan polinomlarin bir kutup yeridir.

“Kutup” ve “meromorf” kavramlar: i¢in Kisim 3.8 ve 3.9’a bakimz.
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Teorem 3.2.4 f € H(C) i¢in bir n dogal saysi ve C, p pozitif sayilar
Vz ([2| > p = |f(2)[ > C - |2]") (3.7)
olacak bicimde bulunabiliyorsa f, derecesi > n olan bir polinomdur.

Kanit. (3.7)’den dolay1, f fonksiyonunun tiim sifir yerleri Ep’da olmak zo-
rundadir ve orada da en fazla sonlu sayida sifir yeri olabilir. Aksi halde sifir
yerlerinin Ep’da bir yi1gilma noktas: olurdu ve Ozdeslik Teoremi'nden f =0
elde ederdik! Bu ise (3.7) ile gelisir. fnin D,’daki sifir yerleri 21,. ..,z ve
bunlarin dereceleri sirasiyla v1, ..., v olsun. m := Zle v; ve

p(z) = (z—z)" - (2 — 2)"

olsun. Bu durumda g := p/f olarak tammlayacagimiz g fonksiyonunun
C\{z1,...,2,} kiimesinde holomorf oldugu ve orada sifir yerleri olmadig
apaciktir. Diger yandan, Onerme 3.1.7’den her bir z; i¢in bu noktanin bir U;
komsgulugu ve orada holomorf ve sifir yeri olmayan p; ve f; fonksiyonlar1 her
z € U; i¢in p(z) = (2 — z;)""pi(z) ve f(z) = (2 — z;)" fi(z) olacak bicimde
bulunabilir. Dolayisiyla, U;’de g(z) = pi(2)/fi(z) holomorftur ve orada da
sifir yeri yoktur. Sonucta g sifir yeri olmayan bir tam fonksiyondur.

Teorem 3.2.3’ii p(z) polinomuna ¢ = 1 igin uygularsak, simdi a,, = 1
oldugundan, bir » > 0 sayisin1 her |z| > r igin |p(2)| < 2|z|™ olacak bi¢imde
bulabiliriz. R := max (p,r) alirsak her |z| > R igin

9()] < el (33)

elde ederiz. m—n > 0 ise, Teorem 3.2.1°den g derecesi en fazla m —n olan bir
polinomdur. Ancak biz diger yandan ¢’'nin sifir yerleri olmadigimi biliyoruz.
Dolayisiyla, g sabittir, dd. g(z) = a, a # 0. Bu durumda f(z) = %p(z)
polinomudur. Simdi m —n < 0 oldugunu varsayalim. Bu kez her |z| > R i¢in

2 2
9)| < G < g

olacagidan, g tam fonksiyonumuz C\Dp’de siirhdir; ancak g fonksiyonu-
muz elbette Dp’de de siirhidir. Sonucta g tam fonksiyonumuz smirh oldu-
gundan, sabittir ve bu a sabiti sifir degildir. Ancak m < n igin 0 < |a| <
Z|z|™~™ seklini alan (3.8) esitsizligi her |2| > R i¢in dogru olamaz. Dolay1-
siyla, m > n olmak zorundadir. |

z — 00 igin €* fonksiyonunun davramiginin p(z) polinomlarimin davranig-
larindan farkli oldugunu gordiik. Bu yalmzca e® fonksiyonuna 6zgii degildir.
Agagidaki teorem aslinda, ileride kamitlayacagimiz, Casorati-Weierstrass Te-
oremi’nin (Teorem 3.8.5) dogrudan bir sonucudur:
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Teorem 3.2.5 f € H(C) bir tam askin fonksiyonsa her wy € C sayisina
karsilik zp, — oo olan bir (z,) C C dizisi lim f(z,) = wo olacak bigimde
bulunabilir.

Kanit. Savimizin dogru olmadiginmi varsayalim, dd.
Jwg € C Fe >0 Ir>0VzeC (Jz]| >r=|f(z) —wo| >¢).
Simdi g(z) := f(z) — wp dersek, g € H(C) ve
>0 Ir>0VzeC (Jz| >r=lg9(2)| >¢)

olur. Boylece p = r, C' =& ve n = 0 olmak {izere, (3.7) esitsizligi tam agkin
g icin saglanir, dolayisiyla Teorem 3.2.4 ile g bir polinom, dolayisiyla f bir
polinom olur. Bir geligkiye ulagtik! Varsayim yanhs, sav dogrudur. |

f(z) = €* tam agkin fonksiyonunun bir sifir yeri yoktur, buna kargin
diger tiim degerleri alir. e* fonksiyonu bu 6zellige sahip fonksiyonlarin temel
modelidir.

Teorem 3.2.6 f € H(C) sufir yerleri olmayan bir tam askin fonksiyonsa
bir h € H(C) tam fonksiyonu ile f = e".

Kanit. g := L bir tam fonksiyondur. g tam fonksiyonunun C’de bir G ilkeli
vardir; g'nin 0’daki seri agiliminda terim terim integral alhimz. Her z € C igin

/
(f(2)e7C@) = (F(2) = F(2)E(2)) €76 =0
olur. Dolayisiyla, fe~¢ 0’dan farkli bir sabittir ve bir A = e® € C ile

f(z) = AeCB) = eTECE) ve h(z) :=a+ G(2).

Problemler

Problem 3.2.1 f: C — C ve f(x +iy) = u(z) + tv(y) olsun; burada
u = Re f ve v = Im f. Bu kogullarda f € H(C) olmasi i¢in gerek ve yeter
kogulun a,b € C ile f(z) = az + b oldugunu gosteriniz.

Problem 3.2.2 f € #H(C) ve

"+ f=0, f(0)=0, f(0)=1
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ise, f = sin oldugunu kanitlayiniz.

Problem 3.2.3 Sabit olmayan bir f € H(C) tam fonksiyonu f(C) C H
(veya f(C) c C*, veya f(C) C C\D) olacak bi¢imde var midir?

Problem 3.2.4 f € H(C) ve a € R ise, agagidakileri kanitlayimiz:

(a) Re f < aise f sabittir.

(b) Re f > a ise f sabittir.

(c) (Re f)? < (Im £)? ise f sabittir.

(d) (Re f)? > (Im f)? ise f sabittir.

(e) Ayrica, g € H(C) ve bir 0 < a € Rile Ref < aRegise, f =ag+
olacak bigimde «, 8 € C sayilarinin varligini gésteriniz.

Problem 3.2.5 f € H(C) ve her z € C i¢in |f(2)| < In(]z| + 1) ise, f'nin
sabit oldugunu gosteriniz.

Problem 3.2.6 Bir p > 0 sayis1 ve bir 7 > 0 sayst ile her z € C\D, i¢in
|f'(2)] < ple?| kogulunu saglayan tiim tam fonksiyonlar1 belirleyiniz.

Problem 3.2.7 Bir f tam fonksiyonu, o € R nasil verilirse verilsin,

lim |f(2)] = +o0

2€dq,|z|—+o00

olacak bicimde var midir?

Problem 3.2.8 Bir tam fonksiyonun gergel kismi veya sanal kismi sinirhiysa
sabit oldugunu gosteriniz.

Problem 3.2.9 Her n € N* i¢in f”(n~!) + f(n~!) = 0 kosulunu saglayan
tiim tam fonksiyonlar1 bulunuz.

Problem 3.2.10 p € C|[z] sabit olmasin,0 <r e RveU = {z € C||p(z)| <
r} olsun. U’'nun her baglantili B bilegeninde p’nin en az bir sifir yeri oldugunu
kanitlaymiz. Bu Cebirin Anateoremi’ni genellegtirir ve bir sonucu ise, U'nun
baglantili bilegenlerinin sayisinin en fazla p'nin derecesi kadar oldugudur.

Problem 3.2.11 f fonksiyonu a noktasinin bir komgulugundan holomorf
ve D 5o £ (a) serisi yakinsaksa Y n>0 %(z — a)" serisinin yakinsaklik

yarigapimin +oo oldugunu gosteriniz; dd. f 6zlinde bir tam fonksiyondur.
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Problem 3.2.12 f € H(C) ve her r € (0,+00) i¢cin M¢(r) = ||f]|c, ise,
M fonksiyonunun monoton artan ve stirekli oldugunu gosteriniz.

3.3 Holomorf Fonksiyon Dizileri ve Serileri

Holomorf fonksiyon dizilerinin limitleri, gercel analizde tiirevlenebilir fonk-
siyonlarin limitlerine gore daha iyi ozelliklere sahiptirler. Gergel analizde
tiirevlenebilir fonksiyonlarin limitlerinin, diizgiin yakinsaklik da bile tiirev-
lenebilir olmalar: gerekmez. Kompleks analizde tiirevlenebilme, yerel diizgiin
yakinsaklikta korunur.

Teorem 3.3.1 (Weierstrass Yakinsaklik Teoremi) U C C agik ki-
mesindeki holomorf fonksiyonlarin (f,) dizisi U’da f fonksiyonuna kompakt
diizgiin yakinsaksa f fonksiyonu da U’da holomorftur ve her k € N* i¢in

( f,(Lk)> dizisi de U’da ) ye kompakt diizgiin yakinsaktr.

Kamt. [lk kanit: 1. Her seyden 6nce f € C(U). Eger A C U herhangi bir
tiggense fp 28 f oldugundan, Goursat Teoremi ile

oldugundan, Morera Teoremi ile f € H(U).
2. K C U kompakt kiimesi ve k£ € N keyfi verilsin. L C U kompakt
kiimesini, M}, sabitini (3.6)’daki gibi segersek, her n € N igin

egitsizliklerinden, 0 < lim Hf,(Lk) — f(k)HK < My lim || fn, — f||;, = 0 oldugun-

10 = 10| < Ml = Sl

dan, " L pk),
Ikinci kanat: Bu teoremin Cauchy integral formiiliine dayanan bir kanit
da verilebilir. D,.(a) C U olsun. Her n ve her z € D,(a) igin

o =g [ Iawve s = o [ A

T omi (w

oldugunu biliyoruz. C,(a) C U kompakt kiimesinde f, Crz(a) f oldugundan,
sabit tutulan z icin f,,(w)(w — 2)~! dizisi C,.(a)’'da f(w)(w — 2)~! fonksiyo-
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nuna diizgiin yakinsaktir. Dolayisiyla,

fn(w)
) =t fo(2) = tim g [
! - fulw) 1 flw) .
T 2mi ,{T?ahmw—zdw 2i aw—z (39)

olur. (3.9)'un sag yan1 C\C,(a)’da bir holomorf fonksiyon tanimlar. Boy-
lelikle, f fonksiyonu D,(a)'da holomorftur. a € U keyfi se¢ildiginden, f
fonksiyonu U’da holomorftur. Benzer irdelemelerle her z € D, (a) igin

lim f/(2) = 1/ lim(fn( w) dw = 1 f(iwkdw:f/(z).

271 w— 2)? 271 (w—z)

Kr,a

Dolayisiyla, (f}) dizisi f”’ye U’da noktasal yakimsaktir. Simdi 0 < o < p
olsun. Her z € D,(a) i¢in
5 I1f = falle, @)

2m/ f ) ﬁ

ve lim||f — fullg, (@) = O oldugundan, lim [[f* — fill5 ) = 0. Boylece (fy,)
dizisi D,’da f’ye diizgiin yakinsak, boylece U’da f'’ye yerel diizgiin, dola-
yistyla kompakt diizgiin yakinsaktir. Gerisi basit bir tiimevarim isidir.? B

1f'(2) = fal2

w| <

Bu teoremin gercel analizdeki karsihginin dogru olmadigini biliyoruz. Or-
negin fo(z) = Lsinnz(n € N*) fonksiyonlar1 R'de 0 sabit fonksiyonuna
diizgiin yaksarlar. Buna kargin (f](z)) = (cosnz) dizisi R’de noktasal
yakinsak bile degildir! Weierstrass Teoremi seriler i¢in su sekli alir:

Teorem 3.3.2 (Seriler i¢in Weierstrass Teoremi) U ag¢ik kiimesinde
holomorf olan f,, fonksiyonlarin Y fy, serisi U’da f fonksiyonuna kompakt
diizgiin yakinsaksa f fonksiyonu da U’da holomorftur ve ayrica her k € N*

igin Y, f,(Lk) serileri de ) ye U’da kompakt0 diizgiin yakmsaktor.

Bu teorem kuvvet serilerinden tanidik olan bir durumu genellestirir. Biz,
> an(z — z0)™ serisinin yakinsaklik dairesi D, (zp) ise, fn(2) := an(z — 20)"
olmak iizere, Y f,,’in D, (2¢)’da kompakt diizgiin yakinsak, f'nin D, (zp)da
holomorf ve her k € N*icinse ), f,(lk)’mn f%)ye D, (2)’da kompakt diizgiin
yakinsak oldugunu biliyoruz.

2Bu kamit yontemi Poisson integral gosteriminden yola ¢ikarak harmonik fonksiyonlar
i¢gin benzer bir teorem ve kanitini verir.
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Teorem 3.3.3 U C C sumrh agk kiimesinde (f,) € C(U) NH(U) olsun.
(fn) dizisi OU ‘da diizgiin yakinsaksa U’da da bir f € C(U) N H(U) fonk-
siyonuna dizgin yakmsaktir. Ayrica, her k € N* icin ( fp) dizilert U’da

%) fonksiyonuna kompakt diizgiin yakinsaktor.

Kamt. Onerme 3.1.15 ile || f, — fullg = IIfa — fmlloy oldugundan, (f»)
dizisi B’de diizgiin yakinsaktir. Savimizin kalan1 Teorem 3.3.1’den ¢ikar.

Burada f, N f, ancak f, N f' olmasi gerekmez! Seriler icin elimizde
bir 6rnegimiz simdiden var: anl n~22" serisi D’de diizgiin yakinsak ancak
Y on>1 (n_Qz”)/ = > o n 12" serisi gergi D’de kompakt diizgiin yakin-

saktir, ancak D’de yakisak bile degildir!

Teorem 3.3.4 U C C agik ve (fn) C H(U) olsun. Y fn serisi U’da kom-

pakt normsal yakinsaksa her k € N* igin ) f,(lk) serisi de U’da kompakt
normsal yakinsaktir ve toplama f&) dur.

Kanit. Y f, serisi U’da kompakt normsal yakinsaksa U’da kompakt diizgiin
yakinsaktir. Weierstrass Teoremi’'nden (Teorem 3.3.1) biliyoruz ki f € H(U)
ve her k € N* icin ) f}tk) serisi U’da f*)’ye kompakt diizgiin yakmsaktlro.
K C U kompakt kiimesi keyfi verilsin. . C U kompakt kiimesini K C L
olacak bigimde secelim. Varsayimimizdan ) || f»||;, < 4o00. Simdi her k£ € N*
i¢cin M, sabitlerini (3.6)’daki gibi segersek ) ||f,(lk)||K <My, fnlly <
+o0. Dolayisiyla, > f,(Lk) serisi U’da normsal yakinsaktir. |

Teorem 3.3.5 B C C bir bélge olsun ve (f,) C H(B) dizisi B’de f € H(B)
fonksiyonuna kompakt diizgiin yakinsasin. Her n igin F,, € H(B) fonksiyonu
fn 'nin bir ilkeli olsun. Eger (Fy(a)) yakinsak olacak bi¢imde bir a € B nok-
tasy varsa (Fy,) dizisi B’de f’nin bir F ilkeline kompakt dizgiin yakinsaktur.

Kanit. Gerekirse F,, — F},(a) ilkellerine gegerek her n i¢in F),(a) = 0 varsa-
yabiliriz. Onsav 2.8.4’ten dolay1, B’deki baslangic noktas1 a ve bitis noktasi
w olan her ~y gezisi i¢in

Fp(w) = Fo(w) — Fy(a) = /w fn-
ayy

fo == f ve f € H(B) oldugundan, lim [ f, = [ lim f, = [ f. Dola-
yisiyla, (Fp,(w)) dizisi yakinsaktir.

w

F(w) = lim Fy,(w) = / f (3.10)

a,y
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olsun. F' fonksiyonu B’de f'nin bir ilkelidir. zgp € B keyfi verilsin. Bir r > 0
saywisint K := D, (z9) C B olacak bi¢imde segelim. Her z € K igin

F(z) - Fo(z) = / [ (= )+ Fz0) = Fi(eo)

20

1F = Fallg < = fullx -7+ [F(20) = Fa(20)]-

Simdi lim || f — fy|/ , = 0 olmas1 ve (3.10)’dan lim |F'(29) — Fy(20)| = 0 elde
ederiz; boylece lim ||F' — F, ||, = 0 esitligi saglanir. Dolayisiyla, (F3,) dizisi
B’de F’ye yerel diizgiin, béylece kompakt diizgiin yakinsaktir. |

Tanmim 3.3.6 X bir topolojik uzay ve A C F(X,C) olsun. Eger bir pozi-
tif M sabiti ile her f € A ic¢in ||f|lxy < M ise, A ailesi X ’te (diizgiin)
swnarlidir denir. Her x € X noktasimn bir V. komsulugu ve bir My > 0
pozitif sayisy her f € A igin ||f|l,, < My olacak bigimde bulunabiliyorsa A
ailesi X ’te yerel (dizgiin) swnarlidir denir. Her K C X kompakt altkii-
mest i¢in bir Mg > 0 sabiti her f € A icin || f|l, < Mg olacak bigimde
bulunabiliyorsa A ailesi X ’te kompakt sinarlidar denir.

Bazi kaynaklarda kullanilan “diizgiin” sifatini biz kullanmayacagiz. Bu-
rada s6z konusu olan F(X, C) vektor uzaymda ||-|| y pseudonormuna ve ||||;,
pseudoyarmormuna gore sinirliliktan bagka bir sey degildir. Yerel kompakt
uzaylarda yerel sinirlilik ve kompakt sinirlilik kavramlar: értiisiirler.

Bir (f,) € F(X,C) dizisinin simirh olmasindan {f,|n € N} ailesinin
X’te smirli olmas: anlagilir.

Analizin en temel teoremlerinden biri Bolzano-Weierstrass Teoremi’dir:
Bir (z,) C C dizisi verilsin. Eger (z,) C C yakinsaksa smirhdir; ancak bu-
nun tersi dogru degildir. (z,) siirhysa, yakinsak olmasi gerekemez. Yine
de Bolzano-Weierstrass Teoremi her sinirli (z,,) dizisinin bir yakinsak altdi-
zisi oldugunu soyler. Biz 6ziinde U C C bir acik kiime olmak {izere, hangi
kogullarda (f,) C H(U) dizilerinin U’da belli bir anlamda yakinsak alt-
dizilerinin oldugunu aragtirmak istiyoruz. Amacimiz fonksiyon dizileri i¢in
Bolzano-Weierstrass Teoremi benzeri teoremler elde etmek. Ilk is olarak K
bir kompakt topolojik uzay olmak iizere, (C, |- |) normlu vektoér uzaymdan
(C(K,C), |||l ) normlu vektér uzayma gecip su soruyu soruyoruz: Her si-
nirh (f,) C C(K,C) dizisinin yakmsak bir altdizisi var midir? Bu soruya
yanitimiz, hayir!

K :=[0,27] ve her n € N i¢in f,(z) := sinnz olsun. Bir an icin (fy, )
altdizisinin K’de noktasal yakinsak oldugunu varsayalim. Bu durumda her
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z € K igin
lim (sinngz — sinngiiz) = 0, buradan da
k—+o0
lim (sinngz — sinngy12)* =0 (3.11)
k—4o00

olur. (3.11) ve Lebesgue simirlandirilmig yakinsaklik teoreminden,
2
lim/ (sin npa — sinnyy12)%de =0 (3.12)
0

elde ederiz. Ancak basit bir hesaplama ile fo% (sinnpx — sinng,q)%de = 27
oldugu goriiliir ve bu, (3.12) ile ¢eligir. Dolayisiyla, (fy) dizisinin (fy,,) gibi
noktasal yakinsak bir altdizisi olamaz!

Biz genellikle kompleks analizde kompakt diizgiin yakinsaklikla ilgilen-
digimizden bizim i¢in anlaml bir soru da sudur: K bir kompakt metrik uzay
olmak tizere, noktasal yakimsak her (f,) C C(K,C) dizisinin K’de diizgiin
yakinsak bir altdizisi var midir? Bu soruya da yanitimiz hayir olacaktir.
K := 0, 1] olmak tizere, her n € N*igin

132

Jul) = 22 + (1 — nx)?

olsun. (f,) C C(K,C), her n i¢in || f, || = 1 ve her z € K i¢in lim f,(x) = 0.
Strekli fonksiyon dizimiz sinirli, noktasal yakinsak ve limit fonksiyonumuz
da f = 0 siirekli fonksiyonudur. Ancak f,(1) = 1 oldugundan, (f,) dizisinin
diizgiin yakinsak bir altdizisi olamaz! Diizgiin yakinsakhigin simdi tanimla-
yacagimiz egsiireklilikle bir iligkisi vardir.

X bir topolojik uzay ve (Y, d) bir metrik uzay olsun. Herhangi bir f €
F(X,Y), 2z € X ve Z C X verildiginde su kavramlara sahibiz: f fonksiyonu
x noktasinda siireklidir veya Z kiimesinde stireklidir veya ayrica X de bir
metrik uzaysa, Z’de diizgiin siireklidir. Simdi bize bir F C F(X,Y) ailesi ve-
rildiginde bu ailenin x noktasinda egsiirekli, Z kiimesinde egsiirekli ve ayrica
X de bir metrik uzaysa, Z’de diizgiin egsiirekli olmalarini tanimlayacagiz.

Tanmim 3.3.7 X bir topolojik uzay, Y bir metrik uzay ve F C C(X,Y) ve
Z C X olsun.

(a) Her e > 0 saysina karsilik x’in bir U = U(z,e) komsulugu
VieF vyeU d(f(y), f(x)) <e

olacak bigimde bulunabiliyorsa F atlest x’te egstireklidir.
(b) F ailesi her x € Z de essiirekliyse F ailesi Z ’de egstireklidir.
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(c) X de bir metrik uzay olsun. Her € > 0 sayisina karsilik bir § > 0
VfeF Voye Z (dz,y) <d=d(f(z),f(y)) <e)

olacak bigimde bulunabiliyorsa F ailesi Z’de diizgiin egstireklidir
denir.

Eger F = {f} ise, dd. ailemiz bir tek f fonksiyonundan oluguyorsa bu
kavramlar f icin x’te siireklilik, Z’de siireklilik ve Z’de diizgiin siireklilik
kavramlariyla ortiiglirler. Buradaki “eg” sozciigiinlin anlami apagiktir; orne-
gin x’te egsureklilikte “es”, € > 0 verildiginde her f € F i¢in ayni U’yu sege-
bilmedir. “ X te egsiirekli” veya “ X ’te diizgiin egsiirekli” yerine sirayla kisaca
“egsiirekli” veya “diizgiin egsiirekli” diyecegiz. Bu kavramlan (f,,) C F(X,Y)
dizisi igin kullandigimizda { f,, }nen ailesi i¢in olan anlamlar1 anlagilacaktir.

X ve Y metrik uzaylar ve K C X bir kompakt alt kiime ise, her si-
rekli f : K — Y fonksiyonunun K’de diizgiin siirekli oldugunu biliyoruz
(bkz. (5.2.17)). Bu teoremin kaniti neredeyse aym kalarak agagidaki oner-
meye aktarilir:

Teorem 3.3.8 X,Y metrik uzaylar ve X kompakt ise, her es stirekli F C
C(X,Y) ailesi diizgiin egstreklidir.

Teorem 3.3.9 X bir kompakt metrik uzay, Y bir metrik uzay ve (f,) C
C(X,Y) dizisi X 'te dizgiin yakinsaksa (fy) dizisi X ’te diizgin esstreklidir.

Kanit. € > 0 keyfi verilsin. (f,,) diizglin yakinsak oldugundan, bir ng € N
her n > ng i¢in dx (fn, fny) < § olacak bi¢imde segilebilir.
0 <i<ng—1igin f; diizgiin siirekli oldugundan, 9; > 0 sayilar

Vo,y € X d(z,y) < 8 = d(fi(2), fily) < g (3.13)

olacak bi¢imde segilebilir. Simdi 0 := min{do, ..., dp,—1} olsun. d(z,y) < §
icin (3.13)’in sag yanindaki esitsizlik her bir fo,..., fn,—1 fonksiyonu i¢in
saglanir.

Diger yandan, d(z,y) < ¢ ise, her n > ng i¢in

d(fn(), fn(y)) < d(fn(2), fro(2)) + d(fno (€); Fro (4) + d(fro (9); n(y))

< E.
Sonugta her € > 0 i¢in bir § = §(g) > 0 says1
Ve,y € XVn e N (d(z,y) < 6 = d(fu(x), fn(y) <e)

olacak bi¢gimde vardir ve bu, savimizdir. |
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Lemma 3.3.10 A sayuabilir bir kime ve (f,) C F(A,C) dizisi verilsin.
Hera € A igin (fn(a)) dizisi ssnarlhysa, (fy,) dizisinin A’da noktasal yakinsak
bir altdizisi vardar.

Kanit. 1. A sayilabilir sonsuz olsun. A’nin 6gelerini ag, a1, as,... olarak
siralayalim. (f,,(ap)) C C simrh bir dizi oldugundan, yakinsak bir (fo,(ag))
altdizisi vardir. (fon(a1)) smirh oldugundan, yakinsak bir (f1,(aq)) altdizisi
vardir. Tiimevarimla her v € N i¢in (fun)nen dizileri

(fn) 2 (fon) 2 (fin) 2 (fon) 2 --- ve (fun(ay)) yakinsak

olacak bigimde olusturulur. Cantor késegen yontemiyle g, := fn, olarak
tanimlanan (g,,) altdizisi A’da noktasal yakinsaktir.
2. A sonlu ve ogelerini aq, ..., a, olarak siralamis isek yukaridaki yon-

temle n adimda A’da yakinsak bir altdiziye ulagiriz. Veya A’nin 6gelerini
tekrarlara izin vererek ilk durumdaki gibi siralariz ve ayni kanit simdi de
gecerlidir. |

Teorem 3.3.11 X wve Y metrik uzaylar ve Y tam olsun. (f,) C C(X,Y)
dizisi X 'te egstirekli ve X in bir yogun A altkiimesinde yakinsaksa (fy,) dizisi
X ’te yerel diizgiin yakinsaktur.

Kanit. x € X ve € > 0 keyfi verilsinler. z noktasinin bir U komgulugunu
her n ve her y € U i¢in d(fn(y), fu(x))| < § olacak bigimde segersek, her n
ve her y,y' € U igin

AUa): 2 ) < A(Faly), Ful@)) + d(ful@), Jal) < 5

olur. (fn(a)) yakimsak olacak bigimde bir a € U N A noktas: vardir. Bir ng
dogal say1s1 her m,n > ng igin d(fn(a), fm(a)) < § olacak bicimde segilebilir.
Bu ve yukaridaki esitsizlikten her m,n > ng igin

d(fn(2), f(x)) < d(fn(2), fua)) + d(fn(a), fm(a)) + d(fm(a), fm(2)) <€

elde ederiz. Dolayisiyla, (f,,(z)) bir Cauchy dizisidir ve bir f(x)’e yakinsar.
Ozetle (f,,) dizisi X uzayimmizda noktasal yakisaktir.

Simdi € > 0 verildiginde U yukardaki gibi secilsin. (f,(z)) yakmsak

15

oldugundan, bir mg dogal sayisi her m,n > my icin d (fn(z), frm(x)) < §
olacak bicimde secilsin. Bu durumda her m,n > mg ve her y € U igin

2e
3 )
dolayisiyla dy(fp, fm) < € elde ederiz. Boylece (f,) dizimiz U’da diizgiin
yakinsaktir. Sonug olarak, ( fn) dizimiz X'te yerel diizgiin yakinsaktir. |

d(fn(y)s fm(y)) < d(fu(y), fo(2)) +d(fo(@), fin(2)) + d(fin (), fin(y)) <
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Teorem 3.3.12 (Arzela-Ascoli Teoremi) K bir kompakt metrik uzay,
(fn) C C(K,C) essiirekli ve (f,) noktasal swmarh, dd. her x € K igin
{fn(z) |z € K} sumrl olsun. Bu durumda

(1) (fn) dizisi (C(K,C),||||x) vzayinda sinerldur ve

(ii) (fn) nin K’de dizgin yakinsak bir altdizisi vardur.

Kanzit. (i) £ > 0 keyfi verilsin. Teorem 3.3.8’den dolay1, ( f,,) diizgiin egsiirekli
oldugundan, bir 6 > 0 sayisi

Vn e N Ve,y € K (d(z,y) < 6 = |fu(x) — fuly)] <€) (3.14)

olacak bigimde vardir. K kompakt kiimesi sonlu sayida Bs(p1), ..., Bs(pm)
agik topu ile ortiiliir. Varsayimdan (f,,(p;)) dizleri simirli oldugundan, M; >
0 sabitleri her n € N ic¢in |f,(p;)| < M; olacak bigimde segilebilir. Simdi
M = max{M,..., My} alirsak keyfi verilen z € K bir Bs(p;) topunda
olacagindan, (3.14) ile

[fn(@)| < [fuz) = fulpo)| + | fn(pi)| <&+ M,

dolayisiyla || fp || < e+ M < oo olur.

(ii) K kompakt metrik uzay oldugundan, Onerme 5.2.13’e gore sayilabilir
yogun bir A altkiimesi vardir. Onsav 3.3.10’dan dolay1 (f,,) dizisinin A’da
yakinsak bir (g,,) altdizisi vardir. Teorem 3.3.11’den otiirii (gy,) dizisi K’de
yerel diizgiin yakinsaktir. Ancak K yerel kompakt oldugundan, (g,) dizisi
K’de kompakt diizgiin yakinsaktir, 6zellikle K’de diizgiin yakinsaktir. W

Teorem 3.3.13 U C C agik olmak tzere, (f,) C C(U,C) dizisi U 'da nokta-
sal sinawrl ve esstirekliyse, U da kompakt diizgiin yakinsak bir altdizisi varder.

Kamit. Onerme 5.2.33’e gére U’yu tiiketen bir (K,) kompakt kiimeler di-
zisi secelim. Bir kompakt kiimede egsiirekli bir aile orada diizgiin egsiirekli
oldugundan, Teorem 3.3.12 ile 6nce (f,) dizisinin Ky’'da diizgiin yakinsak
bir (fon) altdizisini, ardindan (fo,)nin K;’de diizgiin yakinsak bir altdizi-
sini, dolayisiyla her m € N igin (fyn)nen dizilerini (f,) D (fon) D (fin) D

- ve her (fmn) dizisi K,,’de diizgiin yakinsak olacak bigimde segebiliriz.
Ky C K; C --- oldugundan, (fmn)n>0 dizisi 0 < k < m icin her Kj'de
diizgiin yakinsaktir. Cantor kégegen yontemi ile g, := fpm olarak tanimla-
nan (gnm) C (fn) altdizisi her K, kompakt kiimesinde diizgiin yakinsaktir.
U’daki her kompakt kiime bir K, ’nin igine distiigiinden, (g,,) dizimiz U’da
kompakt diizgiin yakinsaktir. ]

Onerme 3.3.14 U C C agik ve F C H(U) yerel simarhysa, F ailesi U’da
esstireklidir.
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Kanit. a € U keyfi verilsin. r > 0 sayism1 D,.(a) C U olacak bicimde
secelim. U yerel kompakt oldugundan, F ailesi U’da kompakt sinirhidir. Do-
layisiyla, bir M, > 0 sayist her f € F igin ”fHﬂ.(a) < M, olacak bigimde
vardir. Her z € Dz (a) ig¢in D¢ (2) C Dy(a) oldugundan, (2.23) Cauchy esit-
sizliklerinden, n = 1 ile her f € F ve her z € Dz (a) i¢in

M, M,
If(2)] < 27, dolaysiyla || f'|| 5 (@) <2 .

5
elde ederiz. Buradan her f € F ve her z € D;(a) i¢in

M
< Hf/H[a’z] lz—al <2 TT |z —al.

7(2) — Fla)] = \ L

Aﬁé < £ olacak

Simdi e > 0 keyfi verildiginde § > 0 say1sim1 5 den kiigiik ve 2
bicimde secersek,

VfeF Vze Ds(a) |f(z)— fla)| <e

elde ederiz, dd. F ailesi a noktasinda egsiirekli olur. a € U keyfi segildiginden,
F ailesi U’da egsiireklidir. [ |

Teorem 3.3.15 (Montel Teoremi) U C C bir agk kime olsun. Yerel
simarly her (f,) C H(U) dizisinin U’da yerel dizgin yakinsak bir altdizisi
vardar.

Kanit. Onerme 3.3.14’ten dolay1 (f,) ailesi U’da essiireklidir. (f,) ailesi
U’da yerel sinirh oldugu i¢in U’da noktasal sinirhidir. Sav, Teorem 3.3.13’ten
gikar. |

Teorem 3.3.15 reel analitik fonksiyonlar i¢in yanligtir (bkz. [52]).

Teorem 3.3.16 (Montel Yakinsaklik Olgiitii) U C C bir agik kiime,
(fn) C H(U) yerel sinwrly ve f € H(U) olsun. (f,) dizisinin U’da kompakt
diizgiin yakinsak olan her altdizisi f ye yakinsworsa (fy,) dizisi de U’da f’ye
kompakt diizgiin yakinsaktur.

Kanit. (f,,) dizisinin U’da kompakt diizgiin yakinsak olan her altdizisi f’ye
yakinsasin, ancak (fy,) dizisinin f’ye U’da kompakt diizgiin yakinsak ol-
madigin varsayalim. Bu durumda en az bir K C U kompakt kiimesi i¢in
(| fn — fll ) bir 0 dizisi olmayacaktir. Bu durumda bir € > 0 sayis1 ve (fy)
dizisinin bir (g,,) altdizisi her m i¢in ||gn, — f||x > € olacak bigimde bulun-
malidir. (gy,) dizisi de U’da yerel siirh bir dizi oldugundan, Teorem 3.3.15%
gore U’da kompakt diizgiin yakinsak bir (hy) altdizisi vardir. Ancak her k
i¢in ||h, — fllx > € olacagindan, (hy) dizisi f’ye yakinsak olamaz. Bu ise
teoremin hipotezi ile celigir! |
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Teorem 3.3.17 (Vitali Teoremi) B C C bir bilge, (fn) C H(B) yerel
siarle ve M := {z € B|3lim f,(2)} kimesinin B’de bir yqilma noktast
olsun. Bu durumda (fy,) dizisi B’de kompakt diizgiin yakinsaktur.

Kamt. (g,,) ve (hg) dizleri (f,,)'nin B’de kompakt diizgiin yakimsak olan iki
altdizisi olsun. Bunlarin g ve h ile gosterecegimiz limitleri Weierstrass Yakin-
saklik Teoremi'nden B’de holomorfturlar ve her z € M iginse lim g,,(z) =
lim f,,(z) = lim hg(2) oldugundan, g|M = h|M olur ve dolaysiyla Ozdeslik
Teoreminden g = h elde ederiz. Montel Yakinsaklik Olciitii'nden (f,,) dizisi
B’de g(= h) fonksiyonuna kompakt diizgiin yakinsaktir. |

Problemler

Problem 3.3.1 (f,) C H(U) ve fn == f ise, f) 2% # ancak f =% f/
olmasi gerekmedigini 6rnekleyiniz.

Problem 3.3.2 f,(z) := zexp(—in%z?) olmak iizere, (f,) dizisinin R’de
diizgiin yakinsak, buna kargin hicbir D,. dairesinde kompakt diizgiin yakinsak
olmadigini gosteriniz.

Problem 3.3.3 Y ., 2"[(1 - 2")(1 — z"*1)]~! serisinin D’de z(1 — 2)~2
fonksiyonuna, C\D’de ise (1 — z)~2 fonksiyonuna kompakt diizgiin yakinsa-
digin1 gosteriniz.

Problem 3.3.4 f € H(D) ve f(0) = 0 ve D’de g,(2) := f(2") olarak tanim-
lansin. > g, serisinin D’de kompakt diizgiin yakinsak oldugunu gosteriniz.

Problem 3.3.5 f(z) := Y, -oexp(n®z) ile C~’de bir holomorf fonksiyon
tanimlandigini gosteriniz. B

Problem 3.3.6 f € H(D), f(0) = 0 ve her n € N ve her z € D i¢in
gn(2) == f(2") olsun. > -, gn serisinin D’de kompakt diizgiin yakinsak
oldugunu gosteriniz ve bu serinin ID’de diizgiin yakinsak olmas1 gerekmedigini
ornekleyiniz.

Problem 3.3.7 U C C agik, (z,) C U yakinsak ve ¢ = lim z,, € U olsun.
(fn) C H(U) dizisi U’da f fonksiyonuna kompakt diizgiin yakinsaksa f'(c) =
lim f] (x,,) oldugunu gosteriniz.

Problem 3.3.8 Her n € N* i¢in f,(z) = n™3sinnz, x € R olmak {izere,
R’de > fn ve > flserilerinin diizgiin yakinsak, Y f/ serisinin kosullu ya-
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kinsak ve > f/” serisinin ise raksak oldugunu kanitlayiniz. Dolayisiyla, Wei-
erstrass Yakinsaklik Teoremi gercel analize aktarilamaz! >~ n3 sin nz serisinin
Im 2z # 0 igin raksak oldugunu kanitlayiniz; dolayisiyla yukaridaki sonuglar
Weierstrass Yakinsaklik Teoremi ile gelismez.

Problem 3.3.9 B C C bir bélge ve f : B X [a,+00) — C siirekli ve her
z € B igin limy_, 4 fabf(z,t)dt var ve

o= [ s :bggnoo/ Fet)d

olsun. Her kompakt K C B ve her ¢ > 0 i¢gin A = A(K,¢) ve B = B(K,¢)
sayilar: her a < A < b < B igin
B
/ f(z,t)’ <e
b

olacak bi¢cimde bulunabiliyorsa f;roo f(z,t)dt integrali B’de kompakt diiz-

Ve K

gilin yakmsaktlr diyelim. Eger % var ve B X [a,+00)’da siirekli, ayrica

N 20 f(2,t)dt integrali B’de kompakt diizgiin yakinsaksa g € #(B) oldu-
gunu gosterlmz.

Problem 3.3.10 B C C bir bolge, —oo<a<b<+oo f:Bx]ab] = C
ve f fonksiyonlar1 B X [a, b]'de siirekli olsunlar. g(z f f(z,t)dt integ-

rali B de kompakt diizgiin yakinsaksa g € H(B) ve ¢'(z) == []5 b 8f (z,t)dt
oldugunu gosteriniz.

Problem 3.3.11 Her z € CT icin f0+°° e#dt = 1 oldugunu gosteriniz.

Bundan yararlanarak [ 0 e—iwt cog ytdt = 1 Ve f0+°° e lsinytdt =

pom +y2 oldugunu gosteriniz.

Problem 3.3.12 z € C\{0,1} igin
1 1
f@= 3 —= > =
welog z weC,eW=z

serisinin C\{0, 1} {izerinde kompakt normsal yakinsak oldugunu, dolayisiyla
C\{0, 1} kiimesinde bir holomorf fonksiyon tanimladigini gosteriniz.

Problem 3.3.13 Vitali Teoremi’'nden yararlanarak
VzeC e = lim (14—3)
n—-+oo n

oldugunu gosteriniz.
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3.4 C(U,Y) ve H(U)’nun Topolojileri

U C C bir agik kiime olsun. Bir &nceki kisimda holomorf fonksiyonlarin
dizileri s6z konusu oldugunda “U’da yerel diizgiin yakinsaklik” ve ona denk
olan “U’da kompakt diizgiin yakinsaklik” kavramlarinin énemli oldugunu
gordik.

Bu kisimda bu uzaylarda bu yakinsakligi bize verecek bir metrik tanimla-
yacagiz. (Y, d) daima bir metrik uzay1 gosterecektir. Bizi ilgilendiren 6ziinde
(C,d) ve (Cro, doo) metrik uzaylaridir. (Co, dso) igin Kisim 3.6’ya bakiniz.

Kisim 1.5’te diizgiin yakimsaklik pseudo(yari)metrikleriyle tanigmigtik.
Oradan bizi gimdi ilgilendirenleri buraya alalim: X bir topolojik uzay olsun.
Her ) # A C X ve her f,g € C(X,Y) igin

da(f,g) =supd(f(2),9(2))

z€A

tanimini vermistik. d4 bir metrikten iki noktada ayrilir: ilki da(f, g) = +o0
olabilir, ikincisi d4(f,g) = 0’dan ancak f|A = g|A ¢ikarlabilir. Fakat K
bir kompakt topolojik uzaysa, dg bize C(K,Y’) uzaymda bir metrik verir.

(fn) CC(K,Y) ve f € C(K,Y) olmak iizere, lim dg ( fn, f) = 0 olmas1 f,, £
f olmasina denktir. Bu durumda C(U,Y")’de kompakt diizgiin yakinsaklig
saglayan bir metrik tanimlayacaksak sunu saglamak yeterli olacaktir: Bu
metrige gore yakinsaklik U’yu tiiketen bir (K,,) kompakt kiimeler dizisi i¢in
dg, metriklerine gore C(K,,Y) uzaylarinda yakinsakliklar: vermelidir.

U’yu tiiketen bir (K,,) kompakt kiimeler dizisinden, U 'nun kompakt alt-
kiimelerinin

n=-+oo +00
U= U Kn ve elbette U = U K,
n=1 n=1
kosulunu saglayan genigleyen bir K1 C Ky C K3 C --- dizisi anlagilir.

Teorem 5.2.33’te her U C C agik kiimesini kompakt kiimelerle tiiketebilece-
gimiz kanitlanmistir. U’'nun farkh tiiketen dizileri vardir, Onerme 5.2.33’te
verilenden farkli bir tiiketen dizi verelim. A := U N Q? olmak iizere,

A:={D,(a)|a€ A, reQveD,(a) CU}

ailesi sayilabilirdir. A'min 6gelerini A1, Ao, As, ... olarak siralayalim. K, :=
U;<,, An olarak tammlarsak (K,) kompakt kiimeler dizisi U’yu tiiketir.

“Simdi bize U acik kiimemizi tiiketen herhangi bir (K,) kompakt kiimeler
dizisi verilmis olsun. Bu durumda d,, := dg,,’ler C(U,Y)’de yarimetriktirler.
Onsav 5.2.10°dan, her n icin

pn(f,9) = % (3.15)
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ile C(U,Y)’de bir yarimetrik tanimlandigini ve daima 0 < p,,(f, g) < 1 oldu-
gunu goruruz.

Tanmim 3.4.1 p,, n > 1, (3.15) tekiler olmak iizere, her f,g € C(U,Y) i¢in

+o0

p(7.0) = Y oonlF.0) (3.16)

n=1

Her n E N* igin daima 0 < pp(f,g) < 1ve 3, oy 2% yakinsak oldugun-
dan, 32 sk pn(f, 9) yakmsak ve p(f,g) tanimm kusursuzdur.

Onerme 3.4.2 (C(U,Y),p) bir metrik uzaydar.
Kamt. f,g,h € C(U,Y) keyfi verilsinler. 0 < p(f, g) < +oo agikar.

p(f,9) =0<+=VneN" p,(f,g)=0ve
pn(f,9) =0 <= f|K, = g|K,, (¥neN")

ve U = J,>1 Ky oldugundan, p(f,g) =0 <= f = g olur. p(f,9) = p(g, f)
apagiktir. Her bir n € N* i¢in p,(f,h) < pn(f,9) + pn(g,h) oldugundan,

p(f,h) < p(f,9) + p(g,h). L
Her kompakt K C U, her f € C(U,Y) ve her € > 0 i¢in
V(f,K,e) ={g€CUY)|dk(f g) <e}
B(f,e) :={g€CU,Y)|p(f,g9) <e}

olarak tamimlayalim. B(f,¢) acikca (C(U,Y), p) metrik uzayimizda f mer-
kezli £ yarigapli agik topumuzdur. Simdilik, eger (Y, d) = (C,d) ise

V(f,K,e)={geCUY)|f —glx <e}

oldugunu belirtelim; buna geri donecegiz. V(f, K,¢) ise dx yarimetrigine
gore C(U,Y)’deki f-merkezli e-yarigapl agik toptur.

Onerme 3.4.3 (i) € > 0 verildiginde K C Ukompakt kiimesi ve § > 0
sayst

Vf,g€CUY) (dk(f,g9) <dé=p(f.g9) <e),
dd. Vf € C(U,Y) i¢in V(f, K,d) C B(f,e) olacak bigimde bulunabilir.
(i) § > 0 sayist ve K C U kompakt kiimesi verildiginde € > 0 sayist

Vg€ CUY) (p(f,9) <e = dk(f,g9) <9),
dd. Vf € C(U,Y) igin B(f,e) C V(f, K,0d) olacak bigimde bulunabilir.
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Kanit. (i) € > 0 keyfi verilsin. m dogal sayismi ) -, QL < § olacak

bigimde secelim. K := K, olsun ve § > 0 sayisin1 her 0 < ¢ < § icin

t z—:

£ olacak bigimde segersek, 0 < ¢ < m i¢in K; C K , dolayisiyla

T.9) L F.9) — da(f.9) oldugundan, f.g < C(O,Y) igin dn(F.9) < 5
ise, 0 < i < m igin p;(f,g) < § olur. Sonugta

p(f,g)ZZ%pi(f,gH > %MU,QKZ%'% 2 %
i=1 i>m+1 i=1 i>m+

(ii) Simdi K C U kompakt kiimesi ve § > 0 sayisi verilsin. m dogal say1-
smi K C K,, olacak bigimde segelim. Dolaysiyla, her f,g € C(U,Y) igin

e >0 bayISIIll 0 < s < 2Me = % < J olacak bigimde segelim. Bu

durumda tJTl < 2Me =t < ¢ olur. Simdi f,g € C(U,Y) i¢in p(f,9) < &

dm(f,9)

Bunun bir dogal sonucu, (C(U,Y), p) metrik uzaymzda her f i¢in

ise < 2™¢ olur ve dolaysiyla d,,,(f, g) < d olur ve igimiz biter. W

Vi :={V(f,K,0)| K C U kompakt, § > 0}

ailesinin f’nin bir komsuluk bazi olmasidir. Elbette V; ailesi U’yu tiiketen
(K,) kompakt dizimizden bagimsizdir.

Onerme 3.4.4 (i) (C(U,Y),p) uzayman topolojisi, U’yu tiketen (K,)
kompakt dizimizden bagimsizdar.
(i1) (fn) C C(U,Y) dizimizin p’ye gire f € C(U,Y) fonksiyonuna yakinsak
olmasy igin gerek ve yeter kosul (fy) dizimizin her K C U kompakt
kiimesinde f’ye diizgin yakinsak olmasidir.

Kamnit. (i) Hangi tiikketen kompakt kiime dizisinden yola gikarsak gikalim
her f € C(U,Y) 6gesi bu diziden bagimsiz V; komguluk bazina sahiptir.
(i1)(1) lim p(fn, f) = 0 olsun. Simdi K C U kompakt kiimesi ve € > 0
keyfi verilsin. m dogal sayisim K C K, olacak bicimde secelim. Onerme 3.4.3
ile bir § > 0 sayisini her f € C(U,Y) i¢in B(f,d) C V(f, K, ¢) olacak bi¢imde
secelim (burada € ve d'min rolleri degisti!). Varsayimdan bir ng € N dogal
sayist her n > ng i¢in p(f,, f) < J olacak bigimde segilebilir. Bu durumda

her n > ng icin fo € V(f, K, ), dd. di(fn, f) < €. Boylece fn == f .

(ii)(2) Her K C U kompakt kiimesinde f, TN f olsun. € > 0 keyfi

verilsin. m dogal sayism1 >, 1 5 < § olacak bigimde segelim. 1 < i < m

icin, fn, N [ oldugundan, n; dogal sayilar1 her n > n; icin d;(fn, f) < 55
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olacak big¢imde segilebilir. ny := max{nq,...,n,,} olmak iizere, her n > ng
i¢in

1 1 ¢
fn7 Zipl fn7 Z fn7 227 27_‘_ <e

=1 12m+1

elde ederiz. Dolaysiyla, lim p(f,,, f) = 0. [ |

Not 3.4.5 (Y,d) = (C,d) durumunda C(U) := C(U, C) bir vektor uzaydir
ve tamimladigimiz topolojiyle ashnda bir topolojik vektor uzayidir. Bu ne-
denle, yalnizca C(U) ile ilgilenen kaynaklarda su yaklasim yeglenir: Once 0
vektoriiniin, K C U kompakt ve € > 0 olmak iizere,

V(K,e) :=V(0,K,e) ={f € CU) | Ifllx <&}
komsguluklar: tanimlanir.
V:={V(K,e)| K C Ukompakt ve ¢ > 0}

0 vektoriiniin bir komsuluk bazi olarak alinir ve her f € C(U) fonksiyonunun
bir komsuluk baz1 6telemeyle V; := f + V olarak tanmimlanir. Bu durumda
bir A C C(U) i¢in

Aagiktir <= Vfe A IV eV, VCA

olarak tanimlanir. Bu yolu érnegin [15]te bulabilirsiniz. A

Eger Y metrik uzay1 tam degilse (C(U,Y), p) metrik uzayimn da tam
olmadig1 kolayca goriiliir. Y’de yakimnsak olmayan bir (a,) Cauchy dizisi
alahm. Her z € U igin f,(z) = a, olarak tamimlanan sabit fonksiyonla-
rimiz C(U,Y) de yakinsak olmayan bir (f,) Cauchy dizisi olugturur. Te-
orem 1.5.3’te Y bir tam metrik uzaysa (F(X,Y),dx) uzaymm tam oldu-
gunu, ve (1.5.5)(ii)’de ise, X bir topolojik uzay ve Y tamsa (C(X,Y),dx)’in
tam oldugunu kanitlamistik.

Onerme 3.4.6 (Y,d) bir tam metrik uzaysa, (C(U,Y), p) metrik uzayimaz
da tamdar.

Kamt. (f,) C C(U,Y) bir Cauchy dizisiyse, her p € N* icin (f,|K,)dizisi
C(Kp,Y),dp) de bir Cauchy dizisidir. Boylece yukarida s6ylenenden, bir g, €

C(K,,Y) fonksiyonu fp, g gp olacak bi¢imde vardir. Her p € N* i¢in
g|Kp, = gp ile U'da bir g : U — Y fonksiyonu tanimlanir. Elbette g sii-
reklidir ve (3.4.4)(ii) ile lim(f,,g) = 0. [
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Tanim 3.4.7 F C C(U,Y) ailesine, her (f,) C F dizisinin bir f € C(U,Y)
fonksiyonuna yakinsayan bir altdizisi varsa C(U,Y') de normaldir denir.

Bu tanim bize dizisel kompaktlik tanimini animsatir, ancak burada f €
F olmasi gerekmez! F'nin normal olmasimin, Teorem 5.2.15’ten dolay1 C(U,Y')
metrik uzaymin bir kompakt IC altkiimesine diigmesine, eg anlaml olarak
F'nin kompakt olmasina denk oldugunu belirtelim. ¥ C Y’ olmak iizere,
(Y',d’) bir bagka metrik uzay, ve d’|Y metrigi ise d metrigine denk olsun.
Bu durumda F C C(X,Y) ailesi verildiginde F ailesinin C(X,Y’)’de normal
olmasi ve C(X,Y”) de normal olmas1 ayr1 kavramlardir.

H(U)'yu C(U,C)’den kaynaklanan metrikle ele alacagiz. C tam metrik
uzay oldugundan, C(U,C) de tam metrik uzaydir. Weierstrass Yakisaklik
Teoremi’ni simdi goyle de ifade edebiliriz.

Teorem 3.4.8 (H(U), p) metrik uzay: tamdur ve her n € N* i¢in
A" HU) = HU) (f — f™)
dontistimi stireklidir.

Dolayisiyla, bir F C H(U) ailesinin normal olmas her (f,,) C F dizisinin
bir f € H(U)’ya yakinsayan bir altdizisinin olmasidir. Montel Teoremi’ni ise
soyle ifade edebiliriz:

Teorem 3.4.9 F C H(U) ailesinin C(U,C)’de normal olmasi i¢in U’da
yerel sinarly olmast gerek ve yeterlidir.

Problemler

_ D
Problem 3.4.1 Her f € C(D) igin bir (p,) C C[z] dizisi p, = f olacak
bigimde var midir?

Problem 3.4.2 g:D — R siirekli ve
Fi={f e HD)|Vf e FVzeD [f(z)| <lg(2)I}
ise, F ailesinin normal oldugunu gosteriniz.

Problem 3.4.3 X C C, (fn) € F(X,C) ve f: X — C olsun. (f,)nin
her altdizisinin, X'te f’ye kompakt diizgiin yakinsayan bir altdizisi varsa
(frn) dizisinin kendisi de X'te f’ye kompakt diizgiin yakinsaktir.
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Problem 3.4.4 B C C bir bdlge olmak iizere, bir F C H(B) ailesinin
normal olmasi i¢in F' := {f"| f € F} ailesinin B’de yerel sirh ve en az bir
20 € Bigin {f(z0) | f € F}'nin C’de simirh olmasi gerektigini gosteriniz.

Problem 3.4.5 (f,) C H(D) ve bir M > 0 ile her C' C D ¢emberi igin

[ 17@lidel < m
C

olsun. (f,,)’'nin D’de kompakt diizgiin yakinsak altdizisi oldugunu gosteriniz.

3.5 Analitik Genislemeler

Analitik genislemelerin, eg anlamli olmak iizere, holomorf geniglemelerin te-
mel dayanagi Ozdeslik Teoremi’dir. Ana fikir asagidaki teoremde verilmistir:

Teorem 3.5.1 C’de Bi, Bs bélgeleri ve bu bolgelerde f1, fo holomorf fonk-
siyonlary verilsinler. Ejer Biy := By N By # 0 ve f1|Bia = fa|Bia ise,
fIBi = filBi, i = 1,2 kosulunu saglayan bir tek holomorf f : B; U By — C
fonksiyonu vardar.

Kanit. Her seyden 6nce B1N By # () oldugundan, B := By U Bs bir bolgedir.

) fiz) z€ B
f()'_{fg(z) z € By

tanimi kusursuzdur. f € H(B) oldugu apagiktir. ¢ € F(B) fonksiyonu da
g|Bi = fi, i = 1,2 kosulunu saghyorsa f|Bs = g| B2 olacagindan, Ozdeslik
Teoremi’'nden f = g olur. |
Tek olarak belirli olan bu f fonksiyonuna fi’in By U By’'ye dolaysiz
geniglemesi denir. f fonksiyonu elbette fo’'nin de dolaysiz genislemesidir.
Teoremin kosullarinda B; U By bir bolge iken B; N Ba'nin bir bolge olmasi
gerekmedigini belirtelim.
B C C bir boélge, f € H(B) ve G = D,(b) C B olsun. Iki seyi arastira-
cagiz:
(i) f|G verilmigse herhangi bir z € B i¢in f(z) nasil bulunur?
(ii) f € H(B)’yi biliyorsak f’nin maksimal holomorf geniglemesi, dd. tam
biiytimisg hali nedir?

Ikinci soruyu yanitlama cabasi bizi Riemann yiizeylerine gotiirecektir.
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an

a T1 To b

Ds(wz)(xQ)
Ds(wl) (.%‘1)

Sekil 3.2: Yerel genigleme.

3.5.1 Gergel Fonksiyonlarin Holomorf Genislemeleri

(1.7.1) alt kisminda gergel analizden bildigimiz cos x, sin z ve exp = gibi reel
analitik fonksiyonlar: C diizlemine holomorf olacak bicimde genislettik. Bu
alt kisimda genel olarak bir I = (a, b) araliginda tanimh R-degerli fonksiyon-
lari, I’y igeren diizlemdeki bir U agik kiimesine holomorf geniglemelerini
aragtiracagiz.

—o0 < a < b < 400 olmak tizere, I = (a,b) olsun. U C C bir agik kiime
ve I C U olsun. f: I — R fonksiyonu verilsin. Bir F' € H(U) fonksiyonuna
F|I = f ise f fonksiyonunun U agik kiimesine bir analitik geniglemesi
(veya holomorf geniglemesi) denir.

Teorem 3.5.2 f : 1 — R fonksiyonun Uy,Us agik kiimelerine Fy, Fo ho-
lomorf genislemeleri verilsin. Bir B bélgesi i¢in I C B C Uy N Uy ise,
F1|B = F»|B.

Kamt. Ozdeslik Teoremi. |

Bu teorem bir teklik teoremidir. Ozetle f fonksiyonunun I araligini ice-
ren bir B bolgesine bir holomorf geniglemesi varsa bu genislemenin tek ola-
rak belirli oldugunu soyler. Varligi aragtiracagiz. Simdilik gunu belirtelim ki,
I,U; ve Us teoremdeki gibi verilmiglerse I C B C U; N Uy kosulunu sagla-
yan bir B bolgesi daima vardir; 6rnegin B olarak U; N Uy agik kiimesinin
I baglantili kiimesini igeren baglantili bilegenini alabiliriz. Soru simdi varhk
sorusudur: Hangi f fonksiyonlar1 bu sekilde holomorf genisler? Once varlik
igin bir yeterli kogul verecegiz.

Teorem 3.5.3 Her x € I noktasinin C’de bir U, komsulugu ve orada holo-
morf bir F, € H(Uy) fonksiyonu Fp|U, NI = f|U, NI olacak bigimde varsa
f fonksiyonunun I’y iceren bir U agik kiimesine bir holomorf genislemesi
vardur. Ozetle f yerel holomorf genislerse holomorf genisler.

Kanit. Her x € [ igin ¢, > 0 sayisiu D, (x) daireleri U, de olacak bi¢imde
segebiliriz. Elbette F|D., (x) NI = f|De, (x) NI. Eger x1, 29 € I ve

Big := D¢, (w1) N De,, (22) # 0
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ise, F, ve Fy, holomorf fonksiyonlar1 B2 bolgesine diigen 12 := B12NI agik
araliginda cakistiklar igin Fy, B = Fy,| B2 olur ve z € U := | J, ¢ De, ()
icin

F(z):=Fy(z), z € D, (x)
tanimi kusursuzdur ve f’nin U’ya holomorf geniglemesidir. |

F : U — C fonksiyonu f : I — R fonksiyonunun holomorf geniglemesiyse,
her z € I ve her n € N* i¢in F(™ (z) kompleks tiirevi vardir. Dolayisiyla,
her n € N* i¢in £ (z) reel tiirevleri vardir ve F("(z) = f(™(z). Boylece
f’nin holomorf genigleyebilmesi i¢in her mertebeden tiirevlenebilir olmas: ge-
rekir. Ancak bu gerekli kogul yeterli degildir! Holomorf fonksiyonlarin Tay-
lor serileri daima fonksiyonumuza yakinsarken gercgel analizde C*°-sinifindan
fonksiyonlar icin bu dogru degildir. Ornegin

(@) = {e_z, z >0

0, <0

olarak tanimlanan f fonksiyonu R’de her mertebeden tiirevlenebilir, ancak
x = 0 noktasinda bir kuvvet serisine agilamaz. I agik araligi 0 noktasim
igeriyorsa I'y1 igeren bir B bolgesine holomorf genigleyemez; ¢iinkii f # 0
iken Ozdeslik Teoremi'nden, B’deki bir F' holomorf geniglemesinin F = 0
olmasi gerekir.

Teorem 3.5.4 [ = (a,b) C R olmak iizere, f : I — R fonksiyonunun
holomorf genisleyebilmesi i¢in gerek ve yeter kosul reel analitik olmasidar,
dd. her xg € I noktasu icin r = r(xo) olmak tzere, bir I,(zo) C I araljginda
bir Y- cn(z — x0)", (cn € R) kuvvet serisine agilabilmesidir.

Kanit. (1) f fonksiyonu I'y1 igeren U agik kiimesine holomorf genislesin.
Her xg € I igin F fonksiyonu bir D, (z) C U dairesinde bir

(”):U (z
F(z)zzwz—xo Zf 0) (z —xo)"

n!

kuvvet serisine agilabilir. Gerektiginde r kiiciiltiilerek I N D, (z9) = I(z0)
saglanir ve her = € I,(x0) igin

() (4
fa) = Fa) = 3 T gy

acilimina ulagiriz. f fonksiyonu I’da reel analitiktir.
(2) f fonksiyonu reel analitikse her xg igin bir I,(z¢)’da

") (5
flay =3 L)

n!
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Sekil 3.3: Logaritma geniglemeleri.

gibi bir seriye agilabilir. O zaman f fonksiyonu D, (x) dairesine

) (¢
F(z)=>" AC; n(' 2 (z — )"

F olarak holomorf genisler. Boylece f fonksiyonumuz yerel holomorf genis-
leyebildigi igin (3.5.3) ile I'y1 igeren bir U agik kiimesine holomorf genigler.
|

e, cosx ve sinx fonksiyonlarimin 0 noktasindaki seriye agilimlarinin ya-
kinsaklik yarigaplar1 +o00 oldugundan, (1.7.1) ile verilen ve C’de gegerli olan
€7, cos z ve sin z holomorf geniglemeleri yalnizca olanaklardan biri degil ye-
gane holomorf geniglemelerdir.

In z fonksiyonu I = (0,+400) araliginda reel analitiktir. Teorem 1.7.9’da,
a€Rve0 e (a,a+ 2m) ise, Inz fonksiyonunun C, bolgesine

log, z =1In|z| +ip, z=|z|€%, a< ¢ <a+2n

holomorf olarak genigledigini gordiik. Burada ileride de karsilagacagimiz bir
durumun altini ¢izmekte yarar var.

Ornegin sirasiyla « olarak —m ve — 5 segersek, In z fonksiyonumuzun C_
ve (C,% bolgelerine log_ .. z ve log_ = z holomorf geniglemeleri vardir. Bu iki
bolgenin arakesiti iki ayrik bolgenin birlegimidir:

Blzz{z:r6i¢\r7é0,—ﬂ<g0<—g} ve

Bg::{z:rei¢\r#0,—g<@<ﬂ}

bolgelerinin. By Sekil 3.3’teki beyaz bolgedir. Bu bolgelerden By bolgesi I
araligini icerir ve bu nedenle, olmasi gerektigi gibi, her z € Bg igin log_ . 2z =
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. _snm .
Iogfg z. Buna karsin 6rnegin z = e~ ¢ € Bj igin

.37 3 5 o
log_r e = _izw # lzﬂ = log,g eI
ve log_= i log_, ¢~F = 2mi. Bu ozellik elbette her z € By icin

gegerlidfr, dd. By'de logfg z—log__ z = 2mi. Dolayisiyla, C* = (C,WU(C_% ‘de

1 , e C_,
f(z) = 08m s 2
log,% z, z€ (C_g

olarak tanimlanan f her ne kadar C*\ By ’de tek degerliyse de, her z € B;’de
iki degerlidir; her z € By igin f(z) = {log,7T z, 1og,% z}. log,% z=log__z+
271 oldugunu animsatalim ve genelde titiz davranilmayip f yerine f yazip
kisaca “f fonksiyonu f|C_, := log_, ve f](C_g := log_= olsun” denir ve
ardindan f’'nin aslinda Bj’de ¢ok degerli oldugu belirtilir.

3.5.2 Kuvvet Serilerinin Analitik Geniglemeleri

B C C bir bolge ve f € H(B) ise, f fonksiyonumuzun B bolgesinde bir
yigilma noktasi olan bir A C B kiimesindeki degerlerinin fonksiyonumuzu
B bolgesinde tek olarak belirledigini biliyoruz. Bagtan yalnizca f|A verildi-
ginde f’'nin B\ A’daki degerleri nasil bulunur? Bu soruya A kiimesinin bogtan
farkli bir acik kiime olmasi durumunda bir yamt arayacagiz ve B’yi iceren
daha genig bdlgelere analitik genigletilip genisletilemeyecegini de aragtiraca-
giz. U C C agtk ve BNU = ) ise, f fonksiyonu B U U’ya sonsuz degisik
bicimde holomorf genisletilebilir ve boyle bir durumu tartismanin hicbir an-
lam1 yoktur. Anlamli olan f’yi B bdlgesini igeren B* bolgelerine genigletme
problemidir.

f € H(B) ve a € B ise, bu fonksiyon a noktasinda bir > an(z — a)”
kuvvet serisine agcilabilir. Bu kuvvet serisinin yakinsaklik yaricapimi 7, ile
gosterirsek, r, > d(a,0B) oldugunu biliyoruz ve r, > d(a,0B) olabilir.
b € D, (a) segildiginde f fonksiyonu b noktasinda yakimsaklik yaricap: 7y,
olan bir Y b,(z — b)" kuvvet serisine agilabilir. > b,(z — b)™ kuvvet se-
risine » an(z — @)™ kuvvet serisinin bir doniigtiiriilmiisii diyelim. Biz
b, = % f™(b) oldugunu biliyoruz. Diger yandan, r, > r, — |b — a| ve
rp > 1rq — |b — a] olabilir (bkz. Sekil 3.4, sol gekil).

Bir B bdlgesi ve orada holomorf bir f fonksiyonundan degil de dogrudan
yakimsaklik yarigapr 7, 0 < r < 400 olan bir f(z) = Y an(z — a)™ kuvvet
serisinden yola gikalim. Ornegin f(z) = 3, o, 2" kuvvet serisini alalim. Bu
serinin yakinsaklik yaricapi 1, dolayisiyla yakinsaklik dairesi D birim dairesi
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Sekil 3.4: f(z) = ano 2N = i7 r=1.

ve tanimladig1 fonksiyon ise C\{1}’de holomorf olan f(z) = 1= fonksiyonu-
dur. Bu basit 6rnek 6greticidir. Bir b € D noktasi i¢in f'nin b noktasindaki
kuvvet serisi C\{1}’e diigen en biiytik D, (b)’de yakinsak oldugundan, baz1 b
noktalari i¢in bu yarigap > 1—|b| iken bazilar1 igin bu yarigap = 1—|b| olmak
zorundadir (bkz. Sekil 3.4, sag sekil). ¢ € OD\{1} ise, bir D,_(c) dairesi ve
orada holomorf bir g, fonksiyonu f|DND, (¢) = g.|DN D, (c) olacak bigimde
bulunabilir; érnegimizde D, (c) C C\{1} se¢ildiginde g.(z) = 1 alabiliriz.
Ancak ¢ = 1 i¢in bdyle bir g. fonksiyonu bulamayiz. Aksi durumda bir
D, (1)’de holomorf bir g; ile g1(1) € C olmak tizere, ¢g1(1) = lim,_; g1(2) =
lim, 1 f(2) = lim,—1 l—iz = oo olurdu! Son gozlem bizi agagidaki tanima
goturir:

Tanmim 3.5.5 B C C bir bolge, f € H(B) ve a € B olsun. a noktasinin bir
U ag¢ik komsulugu, UNB nin her G baglantily bilesenine karsilik bir g € H(U)
fonksiyonu g|G = f|G olacak bigimde bulunabiliyorsa a noktast f’nin bir
dizgin noktasidir denir. Swwrin f’nin dizgin olmayan noktalarna ise
f’nin tekil noktalar: denir.

Ozel olarak G C C bir bdlge, a € G, B := G\{a} ve f € H(B) olsun.
a’nin f’nin bir diizgiin noktasi olmasi Kisim 3.8’de verilen tanima gore a
noktasmin f fonksiyonunun bir kaldirilabilir tekil noktasi olmasi demektir.
Ozetle diizgiin noktalardaki ve kaldirilabilir noktalardaki tekillik yapaydir.

Bu tanima yogunlagmakta yarar var. Her gseyden 6nce a noktasimin U
komsgulugunu bir bolge olarak se¢sek bile U N B nin bir bolge olmasi gerekmez
(bkz. Sekil 3.5). Ornegin B = C_, f(z) = Logz, a = —1 ve U = Dy(—1)
segelim. Elbette —1 € 9B = dC_,. Bu durumda U N B’nin iki baglantili bi-
leseni vardir. Bunlar biri iist yaridiizlemde olan DT, digeri alt yaridiizlemde
olan D~ yaridaireleridir. g := log% ve h = log_% alirsak, bunlarin her ikisi
de C~ sol yaridiizleminde holomorf olduklarindan, 6zellikle g|U, h|U € H(U)
olur. Ayrica, g|Dt = Log |D" ve h|D~ = Log|D~ oldugundan, —1 noktas
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Sekil 3.5: Diizgiin sinir noktasi.

Log fonksiyonunun bir diizgiin noktasidir. Buna kargin ¢g|UNB # Log |UNB
ve h|UN B # Log |U N B saglanir! Dolayisiyla, bu g, h fonksiyonlar1 bize Log
fonksiyonunun BUUya, dd. C_,UD;(—1)’e dolaysiz analitik geniglemelerini
vermezler! dC_, = (—o00,0] ve okur her a € (—o0,0) noktasinin Log fonk-
siyonunun bir diizgiin noktasi oldugunu benzer bi¢imde goriir. Buna karsin
lim, o | Log z| = 400 oldugundan, z = 0 bu fonksiyon i¢in bir tekil noktadir.

B bolgesi eger bir acik daire ise, bu tanim yalin bir hal alir. O zaman a
noktasinin f igin diizgiin olmasi bir D, (a) dairesi ve bir g € H(D,(a)) fonk-
siyonunun ¢g|B N D,(a) = f|B N D,(a) olacak bigimde bulunmas1 demektir;
burada igimizi kolaylagtiran B N D, (a)'nin bir bolge olmasidir.

Onerme 3.5.6 f(2) = an(z — 20)" kuvvet serisinin yakinsaklk yaricap
R >0 ise, f’'nin ODg(z0) = Cr(20) 'da en az bir tekil noktas, vardur.

Kanit. Tersini varsayalim. Her a € Cr(zp) noktasi f’nin bir diizgiin noktasi
olsun. O zaman her a € Cg(2p) igin bir D, (a) dairesi ve orada holomorf
bir f, fonksiyonu f|Dgr(z0) N Dy, (a) = fa|Dr(z0) N Dy, (a) olacak bigimde
vardir. Bu dairelerin sonlu tanesi, diyelim ki Dy, (a1),..., Dy, (an) daireleri
Cr(zp) siurim orter. Bu sonlu dairelerin ve Dg(zp) dairesinin birlesimine U
diyelim. U bir agik kiime, daha dogrusu bir bolgedir.

Fz) = {f(z) z € Dg(20)

fa;(2) z€ Dy, (ai), 1<i<n

ile verilen tanimin kusursuz oldugunu (3.5.1) ile gérmeyi okura birakiyoruz.
Elbette F' € H(U). Simdi Cg(zp) kompakt kiimesi U agik kiimesine diistii-
giinden, p := d(Cg(20),0U) bir pozitif sayidir. Dg4,(20) C U oldugundan,
F fonksiyonu bu dairede bir kuvvet serisine agilabilir ve bu seri ) an(z—z0)"
serisinden bagkasi degildir. Bu serinin yakinsaklik yaricapinin R oldugundan
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yola ¢iktik, az O6nce ise bu yarigapin > R + p > R oldugunu gordiik. Celigki
ve varsayim yanlg! |

Onerme 3.5.7 f(z) = > a,2" kuwvet serisinin yaknsaklk yaricapr 0 <
R < 400 ve hern € N i¢in a, > 0 ise, R noktasy f nin bir tekil noktasidar.

Kanit. Tersini varsayalim. R noktasi f'nin bir diizgiin noktasi olsun. Bu
durumda f’nin R/2 noktasmdaki

Yo () (2)

seri agiliminin R’ yakimsaklik yarigap: igin R’ > % olur. Oten yandan f/(z) =
D>t na, 2" ' serisi de Dp(0)’da mutlak yakinsak oldugu icin

n—1 n—1
(3B (&) B 8-

n>1 n>1
olur ve tiimevarimla kolayca her n € N i¢in

) (B ia m (B
o (5e) <0 (3)

oldugu kolayca goriiliir. Bu nedenle, f’nin %eio"daki

1 R R, \"
L ope(n) [ Y ia Ui
> i (26 ><Z 26>

n>0

Taylor agiliminin yakisaklik yaricapr da en az R”diir. Dolayisiyla, her o €
R igin Re’® € Cg(0) noktasi, yani Cg(0)in her noktast fnin bir diizgiin
noktasidir. Bu, Onerme 3.5.6 ile celisir. |

CRr(z0) smirmin her noktasinin f’nin bir diizgiin noktasi olamayacagini
gordiik. Siradaki soru su: Sinirin her noktas1 f’nin bir tekil noktas: olabilir
mi? Yanitimiz evet; bir 6rnek verelim:

Ornek 3.5.8. f(z) = anl 2™ olsun. Bu serinin yakimsaklik yaricapt R = 1’dir. Dolayi-

siyla, Onerme 3.5.7°den, z = 1 noktasi f’nin bir tekil noktasidir. Birim ¢ember tizerindeki
e?™® kiimesinin her noktasmin f fonksiyonunun bir tekil noktas: oldugunu gosterecegiz.
p,q €EZ,q>0ver:=p/qolsun. w:=z% ve n > q igin ng := %! € N olmak tizere,

qg—1 qg—1
! ! ! !
f(Z):§ :anz :Zn_’_E:Zn:z :Zn_’_z:wnq
n>1 n=1 n>q n=1 n>q

olur. En sagdaki iki toplamin ilki bir polinomdur ve sorunsuzdur. H{ind toplamin ise,
Onerme 3.5.7’den dolay1, w = 1 noktas1 bir tekil noktasidir. Ozellikle (627’”)(1 = 2™ = ]
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oldugundan, ™" noktas1 f’nin bir tekil noktasidir. e*™® kiimesi C (0) smirmin bir yogun
altkiimesi oldugundan, okur C4(0) siniriin her noktasinin f’nin bir tekil noktas: oldugunu
kolayca goriir. Simdi bu gergegi (3.5.7) 6nermesine bagvurmadan dogrudan gorelim:

0<a<2rve0<p<1olsun. r € Q olmak iizere, a = 727 ise lim,_1 |f(pe'®)| =
400 oldugunu kamtlarsak igimiz biter(*); énce bunu gorelim: a € C1(0) noktas1 f’nin bir
diizgiin noktasiysa, f fonksiyonu bir D,(a) dairesine bir g ile holomorf genisletilebilir.
D, (a) dairesi C1(0) gemberinin bir v yay pargasim igerir. Diger yandan, e>™ kiimesi
C1(0) gemberinde yogundur ve bu kiimenin ~’ya diisen noktalar: vardir. b = e** boyle bir
nokta ise, +o0o = lim, 1 |f(pe'®)| = |g(a)| < 400 olur ki, bu bir celigkidir.

Simdi (*) borcumuzu ddeyelim:

™

2= pe?i, 0<p<1; pgeLveq>0

olsun. n > ¢ ig¢in n! - % € Z oldugundan,

q—1
_ n! nl2.2mq n! nl2.27q n!
Flzp) = pMe™a®m =" prlema ™ L N " o
n>1 n=1 n>q

Son iki toplamdan ilki mutlak degerce daima ¢’dan kiigiikken her ¢ < m € N igin

S>> pM > (m—n)p™

n>q g<n<m
oldugundan, ikinci toplam p — 1 igin +o00’a gider. Boylece lim,—1 |f(z,)| = +oo.

Ornegimizde 0D s f(z) = Y., o, 2™ fonksiyonunun dogal siniridir
denir. Hicbir a € dD igin bir D,(a) dairesi ve orada holomorf bir g fonksi-
yonu D N D, (a)’da f = g olacak bi¢cimde bulunamaz! Ileride KA II'de her
U C C agk kiimesine kargiik 0U’yu dogal sinir kabul eden bir f € H(U)

fonksiyonun varhgimi kanitlayacagiz3.

Not 3.5.9 Iki ilging teoremden séz edelim: P(z) = > <, an(z — a)" gibi
bir kuvvet serisinin r yakinsaklik yaricap: icin 0 < r < +oo olsun. Bu
durumda sonsuz tane n i¢in a, # 0 olur; aksi halde 6niimiizde bir polinom
vardir ve o zamanda r = 400 olur. Her ¢ : N — {1, -1} i¢in P,(z) :=
Y >0 0(n)an(z —a)” olsun. |o(n)a,| = |a,| oldugundan, her bir P, kuvvet
serisinin yakinsaklik yaricapr da r’dir. Elimizde sayillamaz coklukta, tam
olarak ¢ = 2¥ kadar P, kuvvet serimiz vardir. Fatou, uygun segilen o’lar
i¢in Cy(a) 'min Py ’nin dogal sinary oldugunu kanitlamigtir. Polya ise rastgele
segilen o i¢in Cr(a)’nin Py ’min dogal sinary olma olasiliginan 1 oldugunu
kanitlamigtir (bkz. [18]). A

Son olarak iki noktay1 vurgulayalim:

3n > 2 icin C™"’de bambaska bir durumla kargilagiriz: Orada B, B* bélgeleri B C B*ve
her f € HB) bir f* € H(B*)’a holomorf genigleyecek bi¢imde vardir.
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(1) Tekil noktalarin ayrik olmalar1 gerekmez (bkz. Ornek 3.5.8)! Bir tekil
nokta bagka tekil noktalarin bir y1g1lma noktasi olabilir. Ayrik tekil noktalar
ozel tekil noktalardir; onlar: ileride ayrintili olarak inceleyecegiz.

(2) f(z) =>_ an(z — a)™ serisinin yakinsaklk yaricap1 r ve 0 < r < 400
olsun. f'nin Cy(a)’da en az bir b tekil noktasi vardir. Ancak z € D,(a) ol-

mak iizere, lim, ;| f(2)| = +oo olmasi gerekmez! Ornegin f(z) = D>t fTZ

serisinin yakinsaklik yarigapi 1’dir. Ayrica, bu seri, }%Hﬁ < % oldugundan,
D’de diizgiin yakinsaktir, dolayisiyla f fonksiyonu bu kapali dairede siirek-
lidir. Bu nedenle, z € D olmak iizere, lim,_,; | f(z)| daima var ve sonludur!
Ancak biz f fonksiyonunun 0ID’de en az bir tekil noktasi oldugunu biliyoruz.
Onerme 3.5.7°den dolay1, z = 1 noktas1 f’nin bir tekil noktasidir.

Yakimsaklik dairesi D,(a) olan bir kuvvet kuvvet serisinin tanimladig
bir f fonksiyonu D, (a)’da siirekli iken dD,(a)'nin her noktasinda bir tekil
noktasi olabilir (bkz. Problem 3.5.6).

3.5.3 Geziler Boyunca Analitik Genigleme

i =1,2igin B; C C bolgeleri ve f; € H(DB;) verilsin. By N By # 0 ve fi1|B1 N
By = f3|B1 N By ise, fo fonksiyonu f1’in dolaysiz analitik geniglemesidir
denir; bu durumu

(f1,B1) & (fa, B2)

ile gosterelim.

Simdi bize bir B; bolgesi, orada holomorf bir f; holomorf fonksiyonu
verilsin ve a € Bj olsun. 7 ise baglangi¢ noktasi a ve bitig noktasi b olan bir
gezi olsun. v C By olmasi gerekmez! By C C bir bagka bdlge ve v C B olsun.
Bir fy € H(Bg) fonksiyonu verilsin ve f1|B1NBy = f3|B1N B2 olsun. f|B; ==
fi|Bi olarak tamimlanan f € H(B; U By) fonksiyonuna f; fonksiyonunun -y
boyunca bir analitik geniglemesi denir. B3 C C bir bagka bdlge, v C
Bs, f3 € H(Bs) ve fi|B1 N By = f3|B; N By olsun. Bu durumda h|B; :=
fi|Bi, i = 1,3 ile tamimlanan h fonksiyonu da f; fonksiyonunun « boyunca
bir analitik geniglemesidir. Be3 := By N B3 acik kiimesi v’y1 igerir. Diger
yandan, Bioz := Bj N Boz # 0 acik kiimesinde f|Bjas3 = h|Bjas oldugundan,
Ozdeslik Teoremi'nden Bz acik kiimesinin a noktasmi, dolayisiyla + izini
iceren baglantili bilegeninde f = h olur (Sekil 3.6’da gosterildigi gibi koyu
renkli By3’iin bir bolge olmasi gerekmez!). Bu bize agagidaki énermeyi verir:

Onerme 3.5.10 g ve h fonksiyonlar: f’nin v boyunca iki analitik genisle-
mesi ve 7y man bitis noktasy b ise, bir D,.(b) dairesinde g = h olur.
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Sekil 3.6: v boyunca analitik genigleme.

Ornek 3.5.11. B bir bdlge, f € H(B) ve a € B olsun. v ve A ise baglangic noktalari
a ve bitis noktalar1 b (b ¢ B olabilir!) olan iki gezi olsunlar. f’nin v boyunca analitik
geniglemeleri b'nin bir komgulugunda birbirine esitken, ayni seyi farkli geziler boyunca
analitik geniglemeleri i¢in sdyleyemeyiz. _

Ornegin y(t) = e, 0 <t <7mveAt) =e " 0<t <7 olmak iizere, B := C* ve
z € B igin f(z) := Log z olsun. f’nin v boyunca bir g analitik geniglemesi igin, 0 < r < 1
olmak tizere, D.(—1)’de

g(z) =ln|z|+ip,T—a<p<7mT+a,p€argz
iken A boyunca bir h analitik geniglemesi igin D,(—1)’de
h(z) =In|z|+ i), - T —a<yp < —7+a, ) €argz

olur. Ozellikle g(—1) = im # —im = h(—1) olur. k1 pozitif yénlenmig birim ¢ember olmak
iizere, her n € N* igin 7, := KTy ve Ap := k] "\ olmak lizere, f fonksiyonunun 7, ve A,
gezileri boyunca analitik g, ve h, geniglemeleri vardir ve bunlar i¢in D;(—1)’de agik¢a

gn(2) = g(2) + i27n ve hn(z) = h(z) —i27n

gegerlidir. Okur kolayca Log z fonksiyonunun, izi C*’de olan her gezi boyunca analitik
genigletilebilecegini goriir.

B bir bolge, a € B ve f € H(B) olsun. vy ve 7 gezilerinin baglangig
noktalar1 a ve bitig noktalar1 b olsun. {vs}o<s<1 gezi ailesi 7o gezisini B’de
1 gezisine evirsin. Eger f fonksiyonu her s boyunca analitik geniglerse,
birbirine yeterince yakin geniglemeler b’nin bir komgulugunda ortiisecegin-
den, sonucta g ve ;1 boyunca olan geniglemelerin b’nin bir komsulugunda
ortiisecegi —diizgiin siireklilik ve kompaktlik argiimanlariyla— ortaya ¢i-
kar. Yukaridaki 6rnekte v ve A boyunca analitik geniglemelerin D;(—1)’de
neden Ortiismediklerine odaklandigimizda ilk gbze garpan baglangic ve bitig
noktalar1 ayni olan bu iki gezinin C*’da (z = 0’da log z tanimli degildir!) bir-
birlerine evrilebilir olmadiklaridir. Asagida kanitlayacagimiz teorem sorunun
kaynaginin bu oldugunu ve yukaridaki irdelemelerin dogrulugunu savunur.
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Sekil 3.7: Log z'nin farkl geziler boyunca analitik geniglemeleri.

Teorem 3.5.12 (Monodromi Teoremi) B bir bilge, a € B ve f € H(B)
olsun. vy ve y1 gezilerinin baslangic noktalart a ve bitis noktalart b olsun
(b € B olmast gerekmez). H : [0,1] x [0,1] — C evirmesi ise u¢ noktalar
koruyarak o gezisini vy gezisine evirsin. f fonksiyonu her bir vs boyunca
analitik genislerse vy ve 1 boyunca genislemelert b’nin bir komsulugunda
ortisur.

Kanit. I = [0,1] olmak iizere, her (¢,s) € I? igin 75(t) = H(t,s) olsun.
Varsayimdan dolayi, her s € I igin bir B, bolgesi, bu boélgede holomorf bir

fs fonksiyonu
fIBN By = fs|BNBs ve vs C By

olacak big¢imde vardir. 75 izi Bs bolgesinin bir kompakt altkiimesi oldu-
gundan, bu kiimenin dB,’ye uzakhg1 olan r, := d(vs, 0B,) > 0 pozitiftir.
H : I? — C diizgiin siirekli oldugundan, r, pozitif sayisma karsihik bir d; > 0
say1s1

Vt,s,s' €1 (|s—5| <= |H(t,s) — H(t,s")| <)

olacak bicimde bulunabilir. Dolayisiyla,
Vs' (Js — §'| < 05 = 7 C By). (3.17)

A = {Is,(s)} agik araliklar ailesi / kompakt kiimesinin bir agik értisidiir.
Boylece, bunlardan sonlu tanesi I'y1 orter; bunlarin merkezlerini kii¢iikten
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biiytige, varsa fazlaliklar1 atarak, sy < s17 < .-+ < s, olarak siralayalim.

Kisaca I, := Iy, (su) dersek, boylece p - L...,mi¢in I,y N1, # 0
saglanir. Her bir p € {1,...,m} igin bir s}, € I,,_1 N I, 6gesini segelim. Bu
durumda (3.17)’den dolay1

her p=1,...,migin vy C By, ,NB (3.18)

Sp

olur. Ayrica, 0 € Iy ve 1 € I, oldugu i¢in v9 C By ve 1 C B,,. Dola-
yisiyla, fs, fonksiyonu da f'nin 79 boyunca bir analitik genislemesidir ve
Onerme 3.5.10’dan dolay1, b noktasmin bir Up(b) komsulugunda fo ve fs,
fonksiyonlar1 ¢akigir. (3.18)’den 6tiirti fs, fonksiyonuna f’nin 7, boyunca
analitik geniglemesi olarak bakabiliriz. Bdylece, b noktasin bir Uj(b) C
Up(b) komsulugunda fs,, fs; fonksiyonlar cakisir. Yine Onerme 3.5.10’dan
bir Uy (b) C Uj(b) komsulugunda fy, fs, fonksiyonlar cakisir. Béyle devam
ederek sonlu adimda, tiim Uy (b),...,Upn(b) ve U (b),...,U),(b) komsuluk-
larinin igine diigen bir U(b) komsgulugu fs, |U(b) = f1|U(b) ve dolayisiyla
folU(b) = f1|U(b) olacak bigimde bulunur. [ |

Onerme 3.5.13 G C C bir bolge, a € G, f € H(G) ve B ise G’yi iceren
basit baglantily bir bélge olsun. Eger f fonksiyonu baslangi¢ noktasi a olan
B’deki her gezi boyunca analitik genisleyebiliyorsa, o zaman f fonksiyonu B
bélgesine analitik genisler.

Kanit. z € B keyfi verildiginde, B bir bolge oldugundan, B’de a noktasini
z noktasma baglayan bir v, gezisi vardir. f, . holomorf fonksiyonu f'nin -,
boyunca bir analitik geniglemesi olsun. Bu durumda

F(z) = fy,:(2)

tanimi kusursuzdur. Gergekten de 7, gezisi de B’de a noktasini z noktasina
bagliyorsa varsayimdan dolayi, v, gezisi B’de 7, gezisine evrilebilir. Yine
varsayimdan dolayi, f fonksiyonu B’deki her gezi boyunca analitik genigle-
yebildigi icin Monodromi Teoremi'nden, z noktasmin bir komsulugunda f, .
ve fp . fonksiyonlar cakisir; dolayisiyla f, .(2) = f;.2(2).

z noktasinin bir U (z) komgulugunda f , holomorfve F|U(z) = fy.|U(2)
oldugundan, F' holomorftur. |

Simdi B, B* bolgeleri, a € BN B* noktasi ve f € H(B) fonksiyonu veril-
sin. 7y ise baglangi¢ noktasi a, bitis noktas1 b € B* ve izi B*’da olan bir gezi
olsun. f fonksiyonu  boyunca analitik geniglesin. f* € H(B*) fonksiyonu
i¢cin f|BNB* = f*|BN B* olsun. Bize a noktasimin istenildigi gibi kii¢iik bir
U(a) komsulugunda f verilmigse, diyelim ki yukaridaki bilgiler diginda f*
hakkindaki tiim verileri kaybetmigsek, yine de b noktasinin yeterince kiigiik
bir U(b) komsulugunda f*'in degerlerini hesaplayabilir miyiz ve nasil?
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Sekil 3.8: B, B*ve v boyunca daireler zinciri.

B* bolgesinde v boyunca bir Dy(zp), . .., Dp(2y) daireler zinciri segelim
(bkz. (2.4.8)). Burada a = zp, b = 2, ve daima z,_1,2r € Di_1(zx—1) N
Dy (2) (Sekil 3.8). Simdi f fonksiyonu U(a)’da verilmistir ve onu a = z
noktasinda bir Py(z) := Za%o)(z — 2zp)™ gibi bir kuvvet serisine agabiliriz.
a noktasmin bir komsulugunda f = f* oldugundan, bu kuvvet serisi aym
zamanda f*'in da zg noktasinda seriye agilimidir ve B* bolgesine diisen zg
merkezli en biiyiik dairede yakisaktir. Ozellikle bu seri Dg(zp) dairesinde
mutlak yakinsaktir. Dolayisiyla, z; € Dy(z0) igin terimleri gruplayarak

Po(2) =Y al? ((z = 21) + (21— 20))" = Y alP(z = 21)" = Pa(2)

elde ederiz. Kuvvet serileri icin Ozdeslik Teoremi’nden, P (z) serisi f* fonk-
siyonunun D1 (z1)’deki seriye agilimidir. Bu gekilde devam ederek D,,(z,,)’de
f¥m P,(z2) = ;:Og a,g") (z — 2,)¥ gibi bir seri agihmina ulagiriz. Boyle bir
durumda P; kuvvet serisi Py kuvvet serisinin z;’deki doniistiiriilmiisiidiir
diyelim. B&ylece Py kuvvet serisi Py kuvvet serisinin z;’deki doniigtiiriillmiisii,
P, kuvvet serisi P;’in z9’deki dontistiiriilmiisi,. . ., ve sonunda P, ise P,_1’in
zpn deki doniigtiiriilmiigiidiir. Py’in, dolayisiyla f’nin v boyunca analitik ge-
niglemesine Py kuvvet serisinden yola cikarak sonlu sayida doniigtiirmelerle
ulagabiliriz.

Bir durumu ayrica belirtmekte yarar var: f* € H(B*) fonksiyonu f €
‘H(B) fonksiyonunun + boyunca bir analitik geniglemesiyse, v boyunca bir
Dy(20), - .., Dp(2,) daireler zinciri ve bu dairelerde yakinsak Py, ..., P, kuv-
vet serileri goyle segilebilirler: Dy C BN B*, her 0 < k < n i¢in Dy C B*,
2k—1, 2k € Dg—1(2x—1) N Dg(zx) ve Py serisi Py_1 serisinden z — z;_1 yerine
(z — 2z1) + (2 — 2i—1) yazarak elde edilmistir.

D bir agik daire ve f € H(D) ise, (f, D) ikilisine bir fonksiyon elemani
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denir. Merkezleri sirasiyla ag, a1, ..., a, olan bir Dy, D1, ..., D, daireler zin-
ciri verilsin. Her 1 < k < n i¢in fi € H(Dy) olmak iizere, daima fj fonk-
siyonu f;_1’in dolaysiz analitik geniglemesiyse, dd. (fx—1, Dg—1) 2 (fx, Di)
ise, (fn, Dy ) fonksiyon eleman ( fy, Dg) fonksiyon elemaninin Dy, Dy, ..., Dy,
daireler zinciri boyunca bir analitik genislemesidir denir; bunu

(fo, Do) ~ (fn, Dn)

ile gosterecegiz. Bu durumda elbette (fo, Do) fonksiyon elemani da (fy, D)
fonksiyon elemaninin D,,, D,,_1,..., Dy daireler zinciri boyunca bir analitik
geniglemesidir.

Her seyden once (fn, Dy) ve (gn, Dy) fonksiyon elemanlari, (fo, Do)’ m
ayni Dy, ..., D, daireler zinciri boyunca analitik genislemeleriyse, Ozdeslik
Teoremi’nden dolay1 f, = g, oldugu apagiktir.

(fn, Dy) fonksiyon elemam (fy, Dy) fonksiyon elemanmin Dy, Dy, ...,
D,, daireler zinciri boyunca bir analitik geniglemesi ve v := apar - - ay, olsun.
Sonug 5.2.26’dan dolay1 By := |J;-_; D; bir bolgedir. v C Boveher 1 <i <n
icin go|D; := f; ile By’de holomorf bir go fonksiyonu tamimlanir. By := Dy
ve g1 = fo alirsak g|B; := g; ile tamimlanan g : By U Bs — C fonksiyonu
g1 = fo fonksiyonunun ~ boyunca bir analitik geniglemesidir.

Tersine By, By bolgeleri, g; € H(B;) holomorf fonksiyonlar: verilsin, 6yle
ki g1|B1 N By = g2|B1 N By, a € By N By, b € By ve vy ise baglangig noktasi
a, bitig noktas1 b ve izi By’de olan bir gezi olsun. v boyunca bir Dy, ..., D,
zincirini Dy C By N By ve her i =1,...,n i¢in D; C Bs olacak bi¢cimde bu-
labilecegimizi biliyoruz. f;|D; := g2|D; olarak alirsak bu kez (f,, Dy) fonk-

siyon elemani (fo, Dg)’'nin Dy, ..., D, daireler zinciri boyunca bir analitik
geniglemesidir.
Not 3.5.14 Bazi yazarlar Dy, ..., D, daireler zinciri kavraminda ay_1, ay €

Dy_1 N Dy olmasim istemez, bunun yerine daha zayif gibi goriinen Dy_1 N
Dy, # 0 ile yetinirler. Kimi yazarlar bu son durumda D), dairelerinin yerine
digbiikey bolgeler alirlar. Kimi yazarlar ise, her 1 < ¢ < n i¢in Bx_1N By, # ()
kosulunu saglayan By, ..., B, bolgeler zincirleri ile calisirlar. En genel go-
riinen son durumu ele alalim: Fonksiyon elemanlarimiz bu kez B bir bolge
ve f € H(B) olmak tizere, (f, B) ikilileri olacaktir. 0 < i < n olmak iizere,
fi € H(B;), 1 < k < n olmak tizere, Bx_1 N By # 0 ve fx_1|Br_1 N B, =
fr|Br—1 N By, ise, (fn, By) fonksiyon eleman By, ..., B, bolgeler zinciri bo-
yunca (fo, Byg) fonksiyon elemanimin analitik geniglemesi diyelim. Daireler
zinciri boyunca analitik geniglemeler elbette bolgeler boyunca analitik genig-
lemedir. Bélgeler boyunca bir analitik genisleme verildiginde bir a € By ve
bir b € By, noktasin istedigimiz gibi se¢ip B := J;__, B; bolgesinde baglangig
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noktasi a ve bitig noktasi b olan bir y gezisi se¢elim. Bu durumda v boyunca
bir Dy, ..., D,, daireler zinciri o sekilde bulunabilir ki, (fy|Dm, D) fonk-
siyon elemani (fo| Do, Dg) fonksiyon elamanimin Dy, ..., D,, daireler zinciri
boyunca bir analitik geniglemesidir. Bu nedenle, uygun gordiigiimiiz yerde
bolgeler zinciri boyunca analitik geniglemeler kullanacagiz. A

Onerme 3.5.15 Dy, ..., D, daireler zinciri ve fo € H(Dy) verilsin. ( fo, Do)
fonksiyon elamanimin Dy, ..., D, boyunca analitik genisleyebilmesi i¢in ge-
rek ve yeter kosul (fj, Do) in Dy, ..., Dy boyunca analitik genisleyebilmesi-
dir.

Kanit. (fo, Do), .., (fn, Dn) dizisi ile (fo, Do) fonksiyon elemani (f,, Dy)
elemanina analitik genisletiliyorsa (f}, Do), ..., (f},,Dy) dizisi ile (f§, Do)

nio
fonksiyon elemani (f},, D,,) elemanina analitik genigletilir.

Simdi (f}, Do) = (90, Do), ---,(gn,Dy) ile fi’m (gn, Dy) analitik ge-
niglemesi verilsin. g; fonksiyonlarimin D dairelerinde fj ilkelleri vardir.
Do N Dy'de f§ = go = g1 = f] oldugundan, Dy N Dy bolgesinde f1 — fy
sabit olur. fi’e uygun bir sabit ekleyerek Dy N D1 bolgesinde fi; = fo olmasi
saglanir. Dolayisiyla, (f1, D1) elemani (fp, Dg)'in dolaysiz analitik genisle-
mesidir. Boyle devam ederek sonlu adimda f; € H(Djy) fonksiyonlar: her
1 <i<mnigin Dy_1 N Di’de fr_1 = fir olacak bicimde olusturulur. |

Bu 6nerme bir U C C agik kiimesinde holomorf f fonksiyonlarinin, izi
U’da olan v gezileri boyunca fv f integralini, 6ziinde daha 6nceki tanimla
ayni olmak iizere, tanimlama ve hesaplama olanagi verir. U’da + boyunca
Dy, ...,D, daireler zincirini segelim. Bu durumda f; := f|Dy segersek,
(fn, D) elemani (fo, Do) elemaninmn Dy, ..., D, daireler zinciri boyunca
analitik geniglemesidir. f'nin Dg’da ilkelleri vardir; Fy bunlardan biri olsun.
Onerme 3.5.15’ten dolay1, (Fy, Dg)'m Dy,..., D, daireler zinciri boyunca
bir (F),, Dy,) analitik geniglemesi vardir. Dy ve D,, dairelerinin ag ve a,, mer-
kezleri i¢in a9 = b, ve a, = s, oldugundan, Fy ilkelinin ve Dy,..., Dy,
dairelerinin se¢iminden bagimsiz olarak —bunu okurun kolayca gorecegine
inaniyoruz—

[ £=Fuls) - A0) (3.19)
:

olur. Biz holomorf fonksiyonlarin siirekli geziler i¢in integralini daha 6nce
tanimladigimiz i¢in (bkz. (2.31)) (3.19) bir sonugtur. Eger bu tanimi daha
once yapmamisg olsaydik bu esitlik f7 f’nin tanim olarak segilebilir.

Teorem 3.5.16 (Kalicalik Ilkesi) Bir Dy, ..., D, daireler zinciri ile, si-
raswyla (fo, Do), -« ,(fn, Dn) ve (9o, Do), .-, (gn, Dy) analitik genislemeleri
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verilmis olsunlar. Eger bir P(x1,x2) € Clz1,z2] polinomu ile P(fy,g0) =0
saglamwyorsa, P(fn,gn) =0 olur.

Kamt. Bu durumda (P(fo,90), Do) ;- -, (P(fn,gn), Dn) bir analitik genis-
leme ve P(fy,g0) = 0 oldugundan, Ozdeslik Teoremi'ne gére P(f,,gn) = 0
olur. |

3.5.4 Weierstrass Yaklasimi, Ergin Analitik Fonksiyonlar

Weierstrass yaklagimini, yalnizca tarihi gelisime duyulan ilgi dolayisiyla de-
gil, ayn1 zamanda olayin kavranilmasi agisindan ve Riemann yiizeyleri gibi
baz1 kavramlara nasil ulagtigimizi sergilemek baglaminda inceleyecegiz.

Weierstrass ozel, (f, D) fonksiyon elamanlariyla ¢alisir. Burada f(z) =
Ym0 @n(z — @)™ agilim noktasi a ve yakimsaklik yaricap: r(f) > 0 olan bir
kuvvet serisi ve D ise a merkezli ve r(f) yaricaph acik dairedir. Ozetle f
bir kuvvet serisi, D ise onun yakinsaklik dairesidir. Bu altkisimda bir fonk-
siyon elemanindan bu tipte olanlar anlagilacaktir. FE ile bu tip fonksiyon
elemanlarinwn kiimesini gosterelim.

(fo, D[)), (fl, Dl), ey (fn, Dn) € FEveher1l <k <nigin Dy_1NDy # 0
ve bu arakesitte fx_1 = f ise, daha 6nce oldugu gibi (f,, Dy,) fonksiyon ele-
mani Dy, ..., D, daireler zinciri boyunca ( fo, Do) nin analitik geniglemesidir
denir. Bu tanima gore elbette (fo, Do) fonksiyon eleman1 D,,, ..., Dy daireler
zinciri boyunca (fy,, Dy)’'nin analitik geniglemesidir. §imdi yalnizca doéniis-
tliirmelerle ¢aligabilecegimizi gorelim.

Lemma 3.5.17 Eger (f,, Dy) fonksiyon elemans Dy, ..., D, daireler zin-
ciri boyunca (fo, Do) ‘nin analitik genislemesiyse, o zaman ( fn, Dy,) fonksiyon
elemani (fo, Do) 'dan sonlu sayda donistirmelerle elde edilir.

Kanit. Bunun i¢in sunu goérmek yeterlidir: (f1, D7) elaman (fo, Dy) fonk-
siyon elamanindan sonlu sayida doniistiirmeyle elde edilir. Dy ve D daire-
lerinin merkezleri ve yarigaplar1 sirasiyla ag, a1 ve rg,r1 olsunlar.

Dy N Dy agik kiimesine diigen en biiyiik agik daire D, (¢1) olsun. ¢
merkezi [ag, a1] dogru pargasi iizerindedir. fy serisini ¢; noktasinda doniigtii-
riirsek ¢1(2) =Y %fén)(cl)(z — ¢1)™ serisini elde ederiz. fén)(cl) = fln) (c1)
oldugundan, bu seri ayni zamanda f;’in c¢1’deki doniigtimiidiir. Bu serinin
yakinsaklik yarigapina Ry dersek, Ry > p; olur. Sekil 3.9’da en koti se-
naryo, p; = Rj ve benzeri durumlar gorsellegtirilmistir. Eger a; € Dg, (1)
ise, g1'in ap’deki doniigtimii f1’den bagkasi degildir.

En kot senaryo {izerinden devam edelim: co noktasi [¢1, a1] dogru par-
gas1 tizerinde ve c¢;’den uzaklhigi [p1 /2, p1) arahginda olsun. ps, co merkezli ve
D7’e diigen en biiyiik dairenin yarigapi olsun. Elbette 3% < pg < 2p1. Simdi
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Sekil 3.9

g1’in co’deki dontgtiiriilmesine go dersek, go aymi zamanda f;’in c¢o’deki do-
niigtiiriilmesidir ve en azindan D,,(c2)’de yakinsaktir. Eger a1 € D,,(c2)
isimiz biter; ¢linkii go'nin a;’deki déniigiimii fi’dir. Eger a1 ¢ D), (c2) ise,
c3 noktasi [c2,a1] dogru parcas: iizerinde ve co’den uzakligi [p2/2, p2) ola-
cak bicimde secilsin ve p3 ise c3 merkezli ve D;’e diigen en biiyiik dairenin
yarigap: olsun. Yukaridaki irdelemeler tekrarlanir ve daima pyi1 — pp > &
oldugundan, sonlu adimda bir m ile a1 € D,,, (¢;,) saglanir; boylece (f1, D1)
fonksiyon elemani sonlu sayida doniigtiirmelerle ( fo, Dg)’dan kazanilmig olur.

Benzer bi¢imde (f2, D3) sonlu dontigtiirmelerle (f1, Dy)’den, ...ve so-
nunda (f,, Dy) sonlu doniistiirmelerle (f,—1, D,—1)’den elde edilir. Béylece
(fn, D) sonlu donitigtiirmelerle (fo, Dg)’dan elde edilmis olur. |

Tamim 3.5.18 (f, D), (f, D) € FE olmak iizere, (f, D) fonksiyon elemana
(f, D) fonksiyon elemaninin bir daireler zinciri boyunca analitik genisleme-
siyse, (f, D) fonksiyon elemana (f, D) fonksiyon elemanina denktir diyecek
ve bunu (f, D) ~ (f, D) ile gisterecegiz.

Agikga ~ bagmtis1 FE’de bir denklik bagmtisidir. (f, D)’nin denklik si1-
nifin f ile gosterelim. Boylece f tam da (f, D)’nin analitik geniglemesini, bir
anlamda analitik bliytimesini tamamlamis halidir; dolayisiyla biz f’ye bir er-
gin analitik fonksiyon diyecegiz®. f ergin analitik fonksiyonumuzu bilmek
i¢in herhangi bir (f,D) € f fonksiyon elemanini bilmek, (f, D) fonksiyon

elamani bilmek iginse, D dairemizin merkezi a olmak iizere, ( f (")(a))n EN’yi

bilmek yeterlidir. (f(”)(a))neN’yi biliyorsak fnin D’deki >~ %(Z —a)"

acilimini biliyoruz demektir.

iFe / ~’nin 6gelerine tam analitik fonksiyonlar veya kuvvet serilerinin bir mono-
gen sistemi ve benzeri bazi isimler verilir.



288 KOMPLEKS ANALIZ I

f bir ergin analitik fonksiyon ve (f, D) € f ise
Vz € D igin f(2) := f(z)

olarak tamimlanir®. Ancak, f bilindik anlamda bir fonksiyon degildir. (f1, D1),
(f2,D2) € f igin Dy N Dy’de fi = fa olmasi gerekmez. Dolayisiyla, genelde f
bir ¢ok degerli fonksiyondur. Ancak f ergin analitik fonksiyonunun herhangi
bir ¢ok degerli fonksiyondan 6nemli bir farki vardir. Herhangi bir ¢ok degerli
fonksiyonun bir z noktasindaki degerleri i¢in herhangi bir kisitlama yoktur;
bunlar istenildigi gibi segilebilirler. Ancak ergin analitik fonksiyonlarda Gyle
degildir. Ornegin (f1, D1), (f2, D2) € f ve dairelerimizin merkezleri ayni a
olsun. (f2, D2) elamam (f1, D1) elamanindan bir

(flle)’(g(]vDE))""v(gnaD;z)v(f%DZ) (3'20)
gibi bir daireler zinciri ile elde edilmigtir. Dy, ..., D;, dairelerinin merkezleri
sirasiyla ay, ..., al, ve II := aag---aj,a olsun. I'nin tamm aralhigm [0, 1]

alabiliriz ve 0 < tp < --- < t, < 1 olmak tizere, II(t;) = a}, olsun. Simdi
h : [0,1] — C fonksiyonu [0,tp]'da f1 oIl, 1 < k < n igin [tg_1, ) de
gr—1 011 ve [ty, 1]’de ise gy, oIl olarak tanimlanirsa h bir siirekli fonksiyondur
ve h(0) = fi(a) = f(a) ve h(1) = fa(a) = f(a). Dolaysiyla, f nin a’daki
fi(a) degerinden a’daki fo(a) degerine siirekli bir bi¢imde gegebiliriz.

Teorem 3.5.19 (Poincaré-Volterra) Bir ergin f analitik fonksiyonu i¢in
ejer (f,D) € £ ve z € D ise, f ergin fonksiyonu z noktasinda en fazla
sayilabilir coklukta deger alur.

Kanit. Genellikten bir sey kaybetmeden z noktasini D’nin merkezi olarak
alabiliriz. (3.20) analitik geniglemelerinde (f1,D1) = (f, D) alirsak f’nin
z noktasindaki degerleri kargimiza fo(z) degerleri olarak gikar. Diger yan-
dan, ag,...,a,, merkezleri Q%de secilebilir. Q? sayilabilir oldugundan, bu
tiir sonlu diziler sayilabilir ¢cokluktadir. Ote yandan, farkl (fs, Do) fonksi-
yon elamanlarma farkh ag, ..., a), dizileri karsihk geleceginden, farkli fa(z)
degerleri, dolayisiyla f(z) degerleri sayilabilir ¢okluktadir. |

Ornek 3.5.20. Ornek 3.5.8'de inceledigimiz f(z) = Yot 2™ fonksiyonunu ele alalim.
OD’nin f fonksiyonunun dogal smir1 oldugunu biliyoruz. f’yi D’nin digina analitik genis-
letmek miimkiin degildir, dolayisiyla U(h’D)EfD = D. Diger yandan, D basit baglantili
oldugundan, D’de kalan bir Do, ..., D, daireler zinciri boyunca (f|Do) = (fo, Do) ele-
maninn (f,, Dy) analitik genislemesi i¢in Monodromi Teoremi’'nden (Teorem 3.5.12) do-
layr fn = f|D» olmak zorundadir. Bu nedenle, a € D ve D, D* daireleri D’ye diigen a

®Tam titiz olmak gerekirse bu tamim f(2) := {g(2) |z € Ds ve (g, D) € FE} olmaliydi!
Ancak dogru anlagilacagini umarak yaygin gosterime uyduk.
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merkezli iki agik daire ve (g, D), (¢*,D*) € f ise, DN D*’da g = g* = f oldugundan,
f(a) := g(a) = f(a) tanim kusursuzdur. Ozetle f fonksiyonumuz analitik genisleyecegi
kadar geniglemis ve f ergin halindedir. Bu durumda f = f klasik anlamda bir f : D — C
fonksiyonudur.

B bir bolge ve OB simur1 bir f € H(B) fonksiyonunun dogal siniriysa, dd. f’yi B’nin di-
sina hicbir bigimde analitik genigletemiyorsak ayni durum s6z konusudur; f zaten ergindir
ve f = f.

Ornek 3.5.21. Simdi (f, D1(1)) = (Log, D1(1)) olsun. f'(z) = % = 1 ve 1 fonksiyonu
C*’da holomorf oldugundan, f’ fonksiyonumuz izi C*’da olan her gezi boyunca analitik
genisletilebilir. Dolayisiyla, Onerme 3.5.15 geregi, f fonksiyonumuz izi C*’da olan her gezi
boyunca analitik genigler. Simdi a € C* ve ~, 7 ise izi C*’da olup baglangig noktalari 1 ve

bitis noktalar: a olan iki gezi olsun. Her z € Dj,(a) icin

1 1
fy(2) = [,+(ﬁ ;dz ve fn(z) := /n+& ;dz

fonksiyonlar1 log fonksiyonunun basit baglantili D\, (a) dairesindeki analitik dallaridar.
Dikkat edilirse (fy, Djq(a)), (fn, Dja(a)) € f. Bunlardan (f, D|,|(a)) eleman, (f, D1(1))
elemaninin v boyunca, (fy, D|q|(a)) ise (f, D1(1))’in 7 boyunca boyunca analitik genigle-
meleridir. A := ny~ bir kapali gezi oldugundan, her z € D,|(a) icin

Fol2) = f1(2) = A i; — 2rin(A,0) = 2rim, m € 7.

Her m € Z sayis1 uygun bir AX’nin dénme sayisi olarak kargimiza gikacagindan, fp, =
fy + 2mim olmak {izere,

f = {(fy +2mim, Dy (a))Im € Z} = {(fm, Dya|(a))|m € Z}

Ozetle f. fonksiyonu log fonksiyonunun D), (a)’daki bir holomorf dali oldugundan, her
z € C” igin f(z) = log(z) bir ¢ok degerli fonksiyondur.

f’den bilindik anlamda tek degerli bir log fonksiyonu elde etmek istiyorsak énce log’nin
X tanmim bdlgesi olugturmamiz gerekir. En azindan log’nin siirekliliginden s6z etmek is-
tedigimizden X’in bir topolojik uzay olmasim isteyecegiz. log fonksiyonumuzun olugtura-
cagimiz X tanmim bolgesi i¢in simdiden sOyleyebilecegimiz bir seyler var midir? Herhangi
bir (fm, Djq|(a)) fonksiyon elamanini (f, D1(1))’den yola ¢ikarak bir Dy, ..., D, daireler
zinciri ile elde edebilecegimizden X, baglantili olmalidir. Riemann 6ncesi, kompleks fonk-
siyonlarin tanim bolgeleri olarak ancak C veya onun altkiimeleri diigiiniiliiyordu. Diger
vandan, log tek degerli olacaksa (fm,Djq(a) fonksiyon elemanlarmdaki D), (a) dairele-
rini birbirinden ayirmamz gerekir. Ornegin her m € Z i¢in Djq| m(a) := Dig (a) x {m}
alabiliriz. Buna KA II’de uygun araglar gelistirildikten sonra yeniden donecek, simdilik
bir bagka yol izleyecek ve burada da genel yaklagimin digina cikacagiz.

f = log oldugundan, biz bir yerde log fonksiyonunu tek degerli bir log fonksiyona
doniigtiirmek istiyoruz. Olaya tersten yaklagsacagiz ve birebir olmayan exp : C — C*
fonksiyonundan birebir bir Exp : C — X fonksiyonu tanimlayacagiz ve log = Exp ! :
X — C olacak. Simdi

So:={z+iy|lz € R,—w <y < 7w} ve her m € Z i¢in Sy, := So + i2mm

olsun. Her m € Z igin exp(Sm) = C_x. Diger yandan, m # n ise S, NS, = 0 oldugundan,
exp(Sm) Nexp(Sn) = 0 olsun istiyoruz (bkz. Sekil 3.10). Bunu basit bir uzlagmayla sdyle
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saglayabiliriz:

Cm = {re’? € C*|0 < 7 < 400, —7 + 2mm < ¢ < 7 + 2wm} (3.21)

et =rpe'?? = 1 =1y ve 1 = @, (3.22)

Buradaki yenilik (3.22) uzlagmasidir. X* :=| |, ., C» olsun. Her bir C, pargasi C_~’nin
topolojisiyle alinir. m € Z olmak tizere,
her z =z + iy € S, icin Exp(z) := expz = e”e”? € C,, ve
her z € C,, igin log(z) := fm(z2) = Logz +i2mrm € Sp,

olarak tanimlayalim. Béylece Exp|Sy, : Sm — C, tam eglemedir ve log |C,, = (Exp|Sm) ™"
Boylece tek degerli log ergin fonksiyonumuz X *’da tanimlanmig olur.

!
Y y ct )
P —a /&
= I
2 / i
Sl I L L L __________ /
o_7. e — .
=1 ) ;
~0 z // CO //(C
S —— ! 0
1 C
lo =1 // 0 //
S—l e o e e o = /
_—J7-2 o ____
=1 ) 7
1 =1 !
C /
,/—° / (C_]_
/ C_q /
/ /
I L _________ !
Sekil 3.10

t € R olmak tizere, I,y (t) := t—im+1i2mwm ve I (t) := t+im+1i2mm olarak tanimlanan
Im ve I™ dogrularina sirasiyla Sy, geridinin alt ve iist yakalar1 diyelim. Benzer bigimde her
Cyn'nin ¢, alt ve ¢™ st yakalar: tanimlanir.

Cm = {re_”“%m | e (0, +oo)}

"= {re”“%m | € (0, +oo)} .
(3.22)’den dolay1, bir yandan ¢, N ¢™ = (), diger yandan c¢™ = cmy1 ve cm = ™ L
Dolayisiyla, ayrik C,, diizlemlerimiz yakalar iizerinden birlestirilmis veya yapistirilmig
olur. Simdi

X=x"ul|]"=|]Cnucm

meZ meZ
olsun. Exp(I™(t)) := ete!(™+2™™) ¢ ¢™ olarak tamimlarsak her m € Z i¢in Exp|l™ : ™ —
¢™ bir tamesgleme olur. C = || _,(Sm UI™) ve bdylece Exp : C — X bir tameslemedir.
Elbette log := Exp~*.
D,(a) C C* keyfi verilsin. Eger D,(a) C C_ ise, bu dairenin C,,’deki karsihgimi

Dy m(a) ile gosterelim. Eger a € (—o0,0) ise, Dy-(a) acik dairesini ii¢ ayrik parcaya ayira-
lim: Ust yanidiizlemdeki D; (a) agik yarim daire, (a —r,a +7) gap1 ve alt yaridiizlemdeki

mEZ
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Sekil 3.11: log ve /z’nin Riemann yiizeyleri.

Dy (a) agik yarim daire. D} (a)'min C,’deki karsihgini D;f,,, (a), Dy (a)’nin Cy,’deki karsi-
hgm D, (a), (a—r,a+7r) capmin ¢™’deki karsihgim (a —r,a+r)™ ve ¢p’deki karsihigim
(a —r,a+ r)m ile gosterelim ve

Drm(a) =D} (a)U(a—7a+7r)m+1UD, . 41(a), a€c™
olsun. Her bir D, (a) dairesine D,(a)nin topolojisi aktarilir ve
{Drm(a) CC*|lr >0,a € C*",m € Z}
X’in topolojisinin bazi olarak alinir.
p: X —>C", 2€C,Uc™ p(z2):==z

olarak tanimlanan p izdiigiimii siireklidir ve her D,(a) C C* i¢in p~*(D;(a)) = || Dr.m(a)
ve her m € Z i¢in p|Dym(a) : Drm(a) = Dy(a) bir topolojik doniigiimdiir. KA II'de
gorecegimiz anlamda X bir 2-boyutlu katmanlh ve p : X — C* bir yerel diizgiin értmedir.
X’e log fonksiyonunun Riemann yiizeyi denir.

Burada da C_, yerine herhangi bir C,’da da caligabilecegimiz apagiktir ve bu ya-
pistirma iglemi tiimiiyle yapaydir. Sonugta ortaya ¢ikan yiizeyi basamaklar1 C,’lardan
olusturulmus asagiya dogru da yukar1 dogruda sonsuz basamakli bir déner merdiven gibi
diisiinebiliriz. Ttim X'i gorsellestirmek yerine Sekil 3.11’de solda, 0 < r < R olmak iizere,
daha iyi izlenebilir olan p~* (H(0;r, R)) gorsellestirilmistir.

Ornek 3.5.22. f : C,, — C, déniisiimii z = f(w) = w" ve n dogal sayis1 > 2 olsun.
f(w) = nw™* ve w # 0 igin f'(w) # 0 oldugundan, w’nin bir komsulugunda f’nin
yerel holomorf tersi vardir; ancakf’(0) = 0 oldugundan, f’nin, 0’in higbir komsulugunda
holomorf tersi olamaz! Biz f : C,, — C, doniistimiini inceleyecegiz. z # 0 i¢in z = w"
denkleminin n farkh kokii vardir (bkz. (1.41)). Tanim 1.7.15 geregi {/z = exp( log z) dir.
Dolayisiyla, log z’'nin holomorf dali oldugu her yerde {/z’nin de bir holomorf dali vardir.
C_x’de log z’nin tiim holomorf dallar1 Log z+i27m, m € Z oldugundan, {/z’'nin C_,’deki
dallar1 exp X (Log z+i2mm), m € Z holomorf fonksiyonlaridir. Bunlardan birbirinden farkl
olanlar

L Logz i2mm

L (Log z+i27m) —en P m=0.1 n—1
) s Ly

gm(2) = en
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Sekil 3.12

fonksiyonlaridir. Simdi ¥/z := go(2) analitik fonksiyona iligkin go = %/z ergin fonksiyo-
nunu tanim kiimesi X olan klasik anlamda tek degiskenli bir fonksiyona doniigtiirecegiz.
Bir 6nceki 6rnekte ayrintili davrandigimiz i¢in burada 6yle yapmayacagiz.

Daireler zinciri boyunca analitik geniglemeler bolgeler boyunca analitik geniglemelere
denk oldugu igin burada bélgeler boyunca analitik geniglemeleri kullanacagiz. ¢x := — = +
%”k olmak iizere,

A ={weC'|pr <argw < pr+1},0<k<n-—1
di := {rew’“\0<reR} ve d* := {rei"”‘”“|0<r€R}

olarak tamimlansinlar. n = 3 durumu Sekil 3.12’de gérsellestirilmistir. dj ve d* kiimelerine
sirastyla Ay ’nin alt ve iist yakalar1 diyelim. Her k i¢in f|Ag : Ay — C_, biholomorftur. Bir
onceki 6rnekte oldugu gibi f(Ag) goriintiilerini Co, ..., C,—_1 olarak birbirinden ayiralim.
Cj diizlemleri (3.21) ile tammlanmistir ve (3.22) uzlagmas: gegerlidir.

dozdl,dl :d2,.__7d"71 =dp

oldugundan, Cy’in {ist yakasi C1’in alt yakasi,...ve C,,_2’nin iist yakas1 C,_1’in alt yakasi
ve sonunda C,_1’in {ist yakasi Co’in alt yakasi ile 6zdeglegecektir. Boylece elde ettigimiz
X uzayimiz {/z’nin Riemann yiizeyidir.

Her z € C_; i¢in z = f(w) = w™ denkleminin birinci dereceden tam n farkh koékii
vardir; bu koklerden tam bir tanesi Ay’ye diiger, buna wy, diyelim. gx(z) = wi olacaktir.
gr dontisimi Cp’yi biholomorf Aj’ye resmeder. Yine p : X — C* doniigiimi her k =
0,...,mn — 1 ve her z € Ci i¢in p(z) = z olarak tammlanirsa p : X — C* bir yerel
diizgiin 6rtme doniigiimiidiir, dd. her a € C* noktasinin bir U agik komgulugu ve Ci’de
acik Vi komsuluklart p~*(U) = |J}Z) Vi ve p|Vi : Vi — U topolojik olacak bigimde
bulunabilir. 1 < k£ < n —1 i¢in gx’'nin go’da bolgeler zinciri boyunca analitik geniglemeyle
elde edilebilecegini gérmeyi okura birakiyoruz.

p Srtmesine sahip olmak giizel bir sey, ancak karsihginda X yiizeyini R*’te aslina uy-
gun gorsellestirmek olanaksizdir. Nitekim Sekil 3.12’deki standart goésterimde Cg, C1, Co
diizlemlerimiz birbirini kesiyormus gibi goriiniir; aslinda bdyle bir kesmenin séz konusu
olmadigini biliyoruz. Ancak yiizeyimizi biraz deforme etmemize izin verilirse X yiizeyi-
mizin bir H(0;r, R) (0 < 7, R < +00) halkas: tizerindeki kismini bir kesisme olmadan
Sekil 3.11°deki sag sekilde oldugu gibi gorsellestirebiliriz. Orada Cz’deki ikinci dortlitkteki
kismi biraz gerdik ve biraz da digariya dogru deforme ettik.
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Sekil 3.13: Uygun sinir pargast ve kanita iligkin sekiller.

3.5.5 Schwarz Yansima Ilkesi

A : (a,b) — C siirekli doniigimlerine agik geziler diyelim. v : [a,b] — C
bir integral gezisiyse, 7|(a, b)’ye bir acik integral gezisi diyelim ve bunu yalin
olarak ~° ile gosterelim.

Bir B bolgesinin yonlenmis @B simir1 8B = af olarak pargalanmig ve «

bir basit integral gezisi olsun. Asagidaki kosul saglandiginda o°® acik gezisine
B bdlgesinin bir uygun smir yayi denir: 7 gezisi a° gezisinin, baglangig
noktasi zg ve bitig noktasi z; olan herhangi bir parcasiysa, baglangic noktasi
z1 ve bitig noktasi zp olan ve bu noktalar diginda izi B’de olan bir X integral
gezisi, n\ kapali gezisi B’de basit baglantili bir bolgeyi ¢evreleyecek bicimde
bulunabilir (bkz. Sekil 3.13’teki sol gekil). By ve By ayrik bolgeleri igin 0B1 N
0Bs arakesiti bir « integral gezisinin iziyse, By ve By bolgeleri a° agik gezisi
boyunca birbirine yapigirlar diyelim.
Teorem 3.5.23 (Painlevé Teoremi) B ve By iki ayrik bilge olsun ve
boyunca birbirine yapissinlar. i = 1,2 i¢in f; fonksiyonu B;’de holomorf,
B; U a°’de siirekli ve fila® = fala® ise, B* := By U Bs U a° bilgesinde
holomorf bir F fonksiyonu F|B; = f;|B; olacak bigimde vardur.

Ozetle f; fonksiyonu fo'nin ve tersine fo fonksiyonu fi’in bir holomorf
geniglemesidir.
Kanit. a° agik gezisinin n alt gezisini alalim ve bunu ~; integral gezisi ile
B; bolgesinde bir B basit baglantili bolgesini gevreleyen bir kapali geziye
tamamlayalim (bkz. Sekil 3.13’teki sag sekil). A; := ny1 ve Ay := 1~ 2 olsun.

Fi(z) = 21m/,\1 ?_({;df, z € C\\{ ve
11 fa(€)

E =
2(2) 2mi Jy, £ — 2

d¢, z € C\)\
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olarak tanimlayalim. Teorem 2.5.4’ten dolay1, F; fonksiyonu C\\;'de holo-
morftur. Teorem 3.1.5ten Otiirii, her z € B} i¢in Fi(z) = fi(z). Ayrica,
Sonug 2.7.2’den dolay1 Fi|B; = 0 ve Fy|B} = 0. Simdi ozellikle F; ve Fh
fonksiyonlar1 BY U Bj’de holomorf olduklarindan, orada F' := Fj 4+ Fy de
holomorftur. Diger yandan a°’da fi(z) = f2(z) oldugundan,

LA 1 A
mnég—z%+2m ek

olur. Dolayisiyla, A\; = 1y, ve A = ™ 72 saglandigindan,

" omi wé o) e fa(z) ze B
Ancak bu integrallerin ilki C\v;’de, ikincisiyse C\v2’de holomorf fonksiyon-
lar tanimladigindan, (3.23)’teki ilk esitlik C\ (71 U 72)’de holomorf bir fonk-
siyon tamimlar. F' ve f; ayrica B; U n°’da siirekli olduklarindan, a°’da da
F = fi = fy olur. n gezisi a® acik gezisinin keyfi secilebilen bir parcasi
oldugundan,

fi(2), z € By
F(z):= 4 f2(2), z € By
fiz) = fa(2), z€a®
ile By U By U a®’da bir holomorf fonksiyon tanimlanir. |

Bu teoremin bir sonucu sudur: Teoremin kosullarinda 0 # f1 € H(B)
ise, her a € ° i¢in lim,cp .4 f1(2) = 0 olamaz! Gergekten de tersi ol-
saydi fi fonksiyonu By bolgesine fy = 0 olarak holomorf genisletilebilirdi ve
ardindan Ozdeglik Teoremi’nden f; = 0 olurdu!

Bir B C C bolgesine her z € B i¢in Z € B ise z-eksenine gore simet-
riktir diyelim. Bu durumda B N R bog olamaz ve sayilabilir ¢oklukta agik
araliklardan olusur.

Teorem 3.5.24 B C C bolgesi x-eksenine gore simetrik, f € H(B) ve her
x € BNR i¢in f(x) € R ise, her z € B i¢in f(Z) = f(z) olur.

Kanit. Her z € B igin g(z) := f(z) = (Idofold)(z) olsun. Savimiz g = f
Oonermesine denktir. g fonksiyonu bir holomorf fonksiyon ve gift sayida —iki
tane— antiholomorf fonksiyonun birlesimi olarak holomorftur. Her x € BNR
icin f(z) € R oldugundan, g(z) = f(Z) = f(x) = f(x) olur. B bir bolge,
f,g € H(B), fIBNR = ¢g|BNR ve BN R'nin B’de yigilma noktalar
oldugundan, Ozdeslik Teoremi’'nden f = g olur. |
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Teorem 3.5.25 (Schwarz’in Kiigiik Yansima Teoremi ) BT C H bir
bélge, I C R bostan farkls bir agik aralk ve I C OB olsun. Her x € I igin
x-merkezli bir D, dairesi D, NH C Bt olacak bigimde bulunsun®. B~ :=
{z| 2z € BT} olmak iizere, I 'da reel degerler alan her f+ € H(BT)NC(BTUI)
fonksiyonu B := BY LU I U B~ bélgesine holomorf olarak genisletilebilir.

Kanit. f fonksiyonu BTUI'da f+ ve B~’de ise Ido f old olarak tanimlansin.
Bu durumda f € H(BT U B~)NC(B) olur. Teorem 3.5.23’ten dolay, her
x €I igin f|D, € H(D,) ve bu, savi kanitlar. |

U C C agik ve K cismi R ve C’den biri olmak iizere, bir u € C?(U,K)
fonksiyonuna A := da—; + 3722 olmak iizere, Au = 0 ise U’da harmoniktir
denir. Biz harmonik fonksiyonlar1 KA II’de isleyecek ve agagidaki iki teoremi
kanitlayacagiz:

Teorem 3.5.26 B C C basit baglantilh ve u : B — C harmonikse, bir
harmonikv : B — R fonksiyonu f := u+1iv fonksiyonu B’de holomorf olacak
bicimde vardir; ayrica v fonksiyonu bir sabit disinda tek olarak belirlidir.

Teorem 3.5.27 (Harmonik Fonksiyonlar i¢in Yansima ilkesi) BcC

bolgesi x-eksenine gore simetrik ve BT = BNH, B~ = BNH™ olsun.
w: BY — R harmonik ve her x € BNR i¢in lim,ep+ ,p u(2) = 0 olsun. Bu
durumda u’yu her x € BOR i¢in u(z) = 0 ve herZ € B~ i¢in u(z) := —u(z)

olarak tanwmlayarak B’ye genigletelim. u fonksiyonu B’de harmoniktir.

5Baz1 kaynaklarda bu kosul veya ona denk olan ¢ OB\I'nin I’da bir yigilma noktasi
yoktur” kogulu konmamigtir ve kanitlar yanhgtar.
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Teorem 3.5.28 (Giiglii Kiigiik Yansima Teoremi) B*,B~,I ve B,
yukarda Teorem 3.5.25te tanwmlandign gibi olsunlar. f+ € H(B™) ve

(2) = Im f*(z) ze€ Bt
0 zel

fonksiyonu Bt U I da siirekliyse, f+ fonksiyonu B’de holomorf bir f fonksi-
yonuna her z € B i¢in f(Z) = f(2) olacak bigimde genigletilebilir.

Burada Re f™'nin BT U I’ya siirekli genigletilebilmesi istenmemisgtir!
Kanit. Her seyden 6nce her z € B~ igin f~(Z) = f1(z) ile tanimlanan
f~ fonksiyonu B~’de holomorftur. f|B* := f* olarak tanimlansm. Elbette
f€H(BTUB™) ve her z € Bt UB™ igin f(%) = f(z) saglanir. Isimiz bu
saglanacak bigimde f’yi I’ya holomorf genigletmektir.

Analitik fonksiyonlarin gergel ve sanal kisimlar1 harmonik fonksiyonlar-
dir. Teorem 3.5.27°den dolayi, v fonksiyonu B’ye harmonik olarak ve her
Z € B~ igin v(Z) = —wv(z) olacak bigimde genigletilebilir. Her ¢ € I igin
D, C B ise t-merkezli bir acik daire olsun. Teorem 3.5.26’dan dolayi, bir
ur : D — R harmonik fonksiyonu hy = uy + iv € H(D;) olacak bigimde
bulunabilir. D7 = D; N H bolgesinde f* ve h; fonksiyonlarimmn her ikisi
de holomorftur ve orada fT — h; yalmzca gercel degerler alir; dolayisiyla
orada sabittir ve bu sabiti 0 olarak segebiliriz (bu sabit ¢; ise, u; yerine
ug — ¢; almiz). Boylece her hy € H(D;) fonksiyonu D, ’de f* = h; olacak
bigimde segilebilir. Bu durumda s,t € I igin Ds N Dy # @) iken DI N DtJr "de
hs = f = h; oldugundan, D, N D;’te de hy = h; olur. Ayrica, her z € Dy
igin g4(2) := h¢(%) ile tanimlanan g; fonksiyonu da D;’de holomorftur. Ote
yandan, her x € D; N [ icin g:(z) = wi(x) — iv(x) = w(z) = he(z) oldu-
gundan, Ozdeslik Teoremi’nden, her z € Dy igin hy(z) = g;i(2) = hy(%) olur.
Dolayisiyla, her 2 € D; N I igin f(z) := hy(x) tammi kusursuzdur ve bu
bicimde B’de tanimlanan f fonksiyonu aranan fonksiyondur. |

Teorem 3.5.29 B ve G bélgeleri x-eksenine gore simetrik, I = B N R,
J = GNR olsunlar. Ayrica, f : B — G holomorf, f|BT : Bt — GT wve
fIB~ : B~ — G~ fonksiyonlar: biholomorf ve f(I) C R ise, f : B — G
biholomorftur.

Kamit. xg € I olsun. Gerekirse otelemelere gegerek xop = 0 ve f(0) = 0
alabiliriz. Bu durumda f'nin xq’daki seri agilimi

f(2)=cz™ 4 cm 2™ 4 c£0, vemm >1

olur. f(I) C R oldugundan, ¢ € R ve yeterince kii¢iikk » > 0 ve 6 > 0 igin
f(re) degerine bakarak f(B*) € G* oldugundan ise ¢ > 0 olur. Eger
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m > 1 olsaydi, 0 < 6 < 7 kogulunu saglayan uygun bir 6 ile 7 < mf < 2x ve
yeterince kiiciik 7 > 0 ile f(re”?) € H™ olurdu ve bu, varsayimimizla celisir.
Dolayisiyla, m = 1 ve f'(0) # 0 olur. Boylece f fonksiyonu z¢p = 0’da yerel
biholomorftur.

Geriye f'nin I’da birebir oldugunu gostermek kaliyor. x1,x0 € I, x1 #
x9, ancak f(x1) = f(z2) oldugunu varsayalim. x;-merkezli ayrik D; C B da-
irelerini f|D; birebir olacak bigimde secelim. Bu durumda f(D;" )N f(DF) #
() ve bu arakesitten segecegimiz bir w icin z; € D;" noktalarn f(21) = w =
f(22) olacak bigimde vardir. Bu durumda 21 # 22 oldugundan, bu, f|B™'nin
birebirligi ile geligir. ]

Teorem 3.5.30 B wve G bélgeleri x-eksenine gdre simetrik, I = BN R,
J = GNR olsunlar. f: BT UI — GT U J topolojik ve f|B* : Bt — G*
biholomorf ise, f donisimi tek olarak belirli bir biholomorf g : B — G
dontgtimiine genisletilebilir.

Kanit. Her seyden énce f(I) C J oldugundan, g|BUI := f ve her z € B~
i¢cin g(z) := f(Z) tamum kusursuzdur. Diger yandan, g|B~ : B~ — G~
biholomorftur. Teorem 2.6.17’den ise g € H(B), dolayisiyla g biholomorftur.
Teklik ise Ozdeslik Teoremi'nden agikardir. |

Bilindigi gibi z kompleks sayis1 z'nin x-eksenine gore yansimasidir. B’nin
z-eksenine gore simetrik olmasi Id(B) = B olmasi demektir. Biz yansima-
larla ileride de ilgilenecegiz ve yansimalari genel olarak © ile gdsterecegiz.
Ozellikle bir C' egrisine gore yansimay1 O¢ ile gosterecegiz.

z-eksenine gore simetrik B # () bolgesi verilsin ve I = BNR bir agik aralik
olsun. Bu durumda B := BT UTUB™. O : B — B doniigiimiinii O7(z) 1=z
olarak tanimlarsak bu doniiglim gu Ozelliklere sahiptir: ©; tamesglemedir,
Or ve @I_l antiholomorfturlar; bu durumda ©; biantiholomorftur veya
antikonformdur diyelim. Ayrica, ©;00; = Idg, ©;(BT) = B~, ©;(B™) =
BT ve her z € I i¢in ©;(z) = 2. Simdi elimizde birbirine bir a° agik integral
egrisi boyunca yapigik, ancak ayrik olan G, G~ bélgeleriyle bir G = G LI
a® U G~ bolgesi ve bir biholomorf ® : B — G doniisiimii ®(B*) = Gt ve
®(I) = a° olacak bigimde verilsin. Bu durumda agagidaki teorem gegerlidir:

Teorem 3.5.31 G =G Ua°UG™ ve ®: B — G yukaridaki gibi olsunlar.
(i) g€ C(G)NH(GTUG™) ise g € H(G).
(ii) g € C(GTUa®)NH(GT) ve her z € a° i¢in g(z) € R ise, g fonksiyonu
G bélgesine holomorf genisletilebilir.

Kanit. (i) f := g o ® olmak iizere, Teorem 2.6.17’den f € H(B). Buradan
g=fod e H(G).
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(ii) f := g o ® olmak iizere, Teorem 3.5.28'den f € H(B). Buradan
g=fo® ' e H(G). u

Simdi isimiz teoremin kogullarini saglayan G ve ®’lerin nasil bulunacagini
aragtirmaktir. I = [« 8] kapali araliginin R’de acik bir J komsulugunda bir
v : J — C fonksiyonu verilsin. Her ¢y € [«, ] igin bir I.(ty) C J agik aralig
ve orada yakimsak bir Y -, an(t — tg)" kuvvet serisi, a,, € C olmak iizere,

Y(E) =D an(t —to)", t € L(to)

n>0

olacak bigimde bulunabiliyorsa 7 : [a, 8] — C gezisi reel-analitiktir di-
yelim. Ozetle v'nin gercel ve sanal kisimlar1 I'nm bir komsulugunda reel-
analitiktir. Bu durumda

L(¢) =Y an(¢—to)"

n>0

serisi (-diizleminde D,(t¢) dairesinde yakinsaktir ve I.(tp)'da v = I'. Reel-
analitik geziler s6z konusu oldugunda elbette parametre doniisiimlerimizin
de reel-analitik olmasini isteyecegiz.

v : |a, 8] = C reel-analitik gezisine, her t € [a, f] i¢in 7/(t) # 0 ise
piiriizsiiz analitik gezi, eger ayrica birebirse bir basit piiriizsiiz analitik
gezi diyecegiz. v bir basit piiriizsiiz analitik geziyse, C' := v([«, 3]) egrisine
bir basit piiriizsiiz analitik egri , C° := C\{vy(«),v(8)} ya ise bir agik
basit piiriizsiiz analitik egri diyecegiz.

Lemma 3.5.32 I = [a, ] olmak dzere, her v : I — C basit pirizsiz
analitik gezisi igin C’de ag¢ik Uy, V1 kiimeleri ve bir biholomorf ' : Uy — Vi
dontgimi I C Uy, v = y([e, B]) =: C C Vi wve T'|I = v olacak bigimde
bulunabilir. B

Kanit. Her seyden 6nce v'nin I'nin bir agik W komguluguna analitik genig-
letilebilecegini biliyoruz. v birebir ve her ¢ € I i¢in 7/(¢) # 0 oldugundan,
gerekirse W agik kiimesi bir U; acik kiimesine daraltilarak I' ile gosterece-
gimiz bu geniglemesinin Uj’de birebir ve her z € Uy igin IV(z) # 0 olmasi
saglanir. Dolayisiyla, Vi := I'(Uy) agik ve I' : Uy — Vi biholomorftur. El-
bette I'(1) = C. [ |

Onsav 3.5.32’nin s6ylemi, basit piiriizsiiz analitik gezilerin tanimi olarak
da alinabilir. Bir ~ : [«, 8] — C gezisi i¢in [« 8] araligim igeren bir Uy agik
kiimesi ve bir birebir ve holomorf I" : U; — C déniigiimii v = I'|[a, 8] olacak
bicimde bulunabiliyorsa ~ bir basit piiriizsiiz analitik gezidir.

p > 0 pozitif sayisini yeterince kiigiik secersek,

U:={C|la<Re¢(<p, —p<Im(<p}
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acik dikdortgeni Onsav 3.5.32°deki Uy acik kiimesinde goreceli kompakt olur.
I' 6nsavdaki doniigtim olmak iizere, V' := I'(U) olsun. Bu durumda I'(U N
(o, B)) = v((, B)) = C° agik basit piiriizsiiz analitik egridir. Simdi U™ :=
{CeU|Re¢>0}veU  :={¢€U|Re( <0} olsun. V* := T'(U%) dersek,
elbette

U=U"U(a,B)UU veV=VTuCcuv-.

KA II'de biholomorf I' déniigtimlerinin yonleri korudugunu, dolayisiyla ~y
gezisinin sag yakasini I'o+'nin sag yakasina ve «'nin sol yakasiniysa I"o~’nin
sol yakasina resmettigini gorecegiz. Durum Sekil 3.15’te gosterildigi gibidir.

Reel eksene gore Id yansimasi yardimiyla V’de bir 0, :=V =V yan-
simasi

O, (w) == (Foldo I ) (w) =T (r—l(w)) (3.24)

olarak tanimlanir. w = I'(2) ve w* = ©,(w) ise w* noktas1 y’ya gére w
noktasinin yansimasidir (veya simetrigidir) denir. (3.24) esitligini soyle de
okuyabiliriz: ©,(I'(2)) = I'(Z), dd. I' doniigiimii I’ya, yani a-eksenine gore
simetrik z ve Z noktalarini v’ya gore simetrik w ve w* noktalarina resmeder.
©, yansimasi iki holomorf ve bir antiholomorf doniigtimiin birlesimi olarak
antiholomorftur. Diger yandan, Id o Id = Id oldugundan, ©, 0 ©, = Idy dir,
dd. ©, bir yer degigtirmedir, dd. ©, déniisiimii z’yi w’ye resmederse w’yi
de z’ye resmeder”. @3 = Idy oldugunu soyle de gorebiliriz: @?Y V=V
iki antiholomorf dontisiimiin birlesimi olarak holomorftur, tameslemedir ve
C’de 6zdeglik doniigiimii oldugundan, V' bolgesinde de 6zdeglik doniigtimii-
dir. §imdi 7, : [ag, f1] — C bir bagka analitik gezi olsun ve ayrica yine
v«([a1, B1]) = C olsun. Bu kez ~, bir biholomorf I', : U, — V, doniislimiine
genigletilir ve bir ©,, : Vi — Vi yansimasina ulagiriz. Bu durumda W ile
VNV m C’yi igeren baglantili bilegenini gosterirsek, W’de iki antiholomorf

"Ingilizce kaynaklardaki “involution” yerine kullamlmugtir. Olay: “yer degistirme” veya
“degis tokug” daha iyi anlatir.
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doniigiimiin birlesimi olarak ©,, 0©, : W — W biholomorftur ve her z € W
icin (6., 0 ©,)(2) = 2z oldugundan, Ozdeslik Teoremi'nden ©,, 0 ©., = Idy,
olur. Dolayisiyla, ©,, = ©5 = ©, olur. Buradan iki sonug elde ederiz:
Birincisi ©, taniminin rotasal oldugu, dd. reel analitik parametre doniigiim-
lerinin ©,’y1 degistirmedigidir, ikincisi izi C' olan iki analitik gezinin C’nin
uygun bir komgulugunda ayni yansimay1 tamimladigidir. Bundan dolay1, ©,
yerine istersek ©¢ veya O¢o yazacagiz ve bunlardan basit piiriizsiiz ana-
litik egrilere gére yansima olarak sz edecegiz.

Ornek 3.5.33. KA II’de M&bius doniigiimlerini incelerken 6zellikle ! dogrular: ve C' ¢em-
berlerine gore yansimalarla ilgilenecegiz.

(a) a,b € C ve b # 0 olmak tizere, y(t) := a + bt olarak tanimlanan v : R — C bir
basit piiriizsiiz reel analitik gezidir. I := v bir dogrudur. v déniigiimii I'(¢) := a + b
ile bir biholomorf I' : C — C déniigiimiine genigletilir. z = T(¢) ve z* = T(() ol-
sun; bu durumda ©;(z) = ©,(z) = z*. Eger ¢ € R ise, agtkca z € | ve z* = 2
olur, dd. [ tizerindeki bir noktanin [’ye gére yansimasi kendisidir. Simdi ¢ ¢ R ise,
z ¢ 1 olur ve (2* —a,b) = ReCbb = Re(bb = (2 —a,b) oldugundan, az* 1gm ile [
dogrusu arasindaki agi, az 1gmimin ! dogrusu ile yaptigi agiya esittir. Diger yandan,
(2* — 2,b) = Re((C — ¢)bb) = 0 oldugundan, z ve z*’dan gegen dogru | dogrusuna diktir.
Dolayisiyla, z’nin | dogrusuna gore yansimasi olan z* noktasi z’den I’ye gizilen dikme
tizerindedir, ters yakadadir ve z ve z*"in [’ye uzakliklar1 birbirine egittir. Boylece, analitik
olarak tanimladigimiz, z noktasinin [ dogrusuna gére yansimasi tam da geometrik tanimla
Ortiisir.

(b) a-merkezli r yaricapli gember iizerinde v(t) = a + re'*, a <t < 8 basit piiriizsiiz
reel analitik egrisini alalim. T'(¢) = a + re’® olacaktir. C° = v((«, 8)) basit piiriizsiiz
analitik egrisinin yukaridaki gibi bir simetrik V' komsgulugunu segelim. ¢ i¢in z = T'(¢) € V
ise z* = I'(¢) € V oldugunu biliyoruz. Simdi ¢ = z+iy olmak iizere, z—a = re’® = re=¥e™

ve 2* —a = re'* = re¥e'® oldugundan, z* yansimas: az 1511 tizerindedir ve ayrica,

(z" —a)(z —a) =17, (3.25)

dolayisiyla |z — a| - |2* — a| = 72 olur. Bu ise geometriden bildigimiz yansima tanimi ile
Ortiigiir. (3.25) denkleminden,

2" =0,(2) = =:T(z)

zZ—a zZ—a

az+7r* —la)®* <Ez+r2 - \aP)

elde ederiz. T' doniigiimii, KA II'de ayrintili bir bicimde inceleyecegimiz tiirden bir Mobius
déniisiimiidiir. Ozel olarak a = 0 ve r = 1ise, S' = Ci’e gére yansima O¢, (z) = 1/ seklini
alir.

Simdi bir B C C bdlgesi verilsin. Eger bir z € 0B i¢in z-merkezli bir
D, dairesi, D,\OB, birisi B’de, ona D} diyelim, digeri C\ B’de, ona da D
diyelim, olan bogtan farkh iki boélgeden olusacak bigimde bulunabiliyorsa
0B smin z’de serbesttir denir. Eger bir v gezisi i¢in v C 0B ve her z € «
(veya z € ~4°) i¢in OB s z’de serbestse v (veya W‘T) B’nin bir serbest
siir parcgasidir denir. Eger OB her z € dB’de serbestse OB serbesttir
denir. Simdi, yalinlik agisindan, C° := ~° yazalim. C° egrisi B’nin serbest

smir pargastysa, V' = |J,cco DI ve V™ := |J,cco D olmak iizere, V =

z
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VtuceuVvV-, VTt c BveV~ c C\B olur. Bu durumda B, v'nin bir
yanina diiser denir.

Eger, v : [a, 8] — C bir basit piiriizsiiz analitik gezi ve ayni zamanda
C = v([a, A]) ise bir B bélgesinin bir serbest sinir pargasi olsun. Bu durumda
x-eksenine gore simetrik bir U bolgesi ile C’ye gore simetrik bir V' bolgesi ve
bir biholomorf T': U — V déniigiimii T(U*) = V*, V+ € B ve I'((o, B)) =
C° olacak bigimde vardir. Bu veri ve gosterimler izleyen 6nerme ve kanitinda
sakli tutulsunlar.

Onerme 3.5.34 C basit pirizsiz analitik egrisi B bolgesinin bir serbest
swar par¢ast olsun. Ayrica, f € C(BUC®), f € H(B) ve her w € C° ig¢in
f(w) € R ise, f fonksiyonu her w* € V™~ igin f(w*) := f(©,(w*)) olarak
tanmimlanarak B U C° UV ™ ye holomorf genisletilebilir.

Kanit. U ve V agik kiimeleri, I' : U — V' biholomorf déniigiimii yukaridaki
gibi olsunlar. U U (a, 8)’da g := f oI olarak tanimlanan g : U — C fonksi-
yonu Schwarz’'in kii¢lik yansima ilkelerinden herhangi biri ile U’ya holomorf
genigletilebilir. Bu geniglemeyi g ile gosterirsek, z € U™ i¢in 9(z) = m ol-
dugunu biliyoruz. Bu durumda f = goI'~! fonksiyonu fyi BUC°UV ~’ye
holomorf genigletir. Simdi w* € V= keyfi verilsin. Tek olarak belirli bir
zeUT ile w =T(z) ve w* = I'(Z) olur; ayrica tanim geregi w* = O, (w) ve
w = O, (w*). Dolayisiyla,

flw*) = f(T(z) =9 (T() = §(2)
9(2) = [(L(2)) = f(w) = f(Oy(w?)).

Not 3.5.35 Onerme 3.5.34’te “f € C(BUC®)” ve “her z € C° i¢in f(z) € R”
yerine “her z € C° icin Ilimeep ¢, f(2) € R” de yazlabilir. Baz1 kaynak-
larda bu 6nerme ve Teorem 3.5.36 bu sekliyle karsimiza c¢ikar. Ayrica, bu
onermede C' = 9B olabilir.

A

Teorem 3.5.36 (Schwarz’m Biiyiik Yansima Teoremi) B, By C C
bolgeler, C; C OB; basit piirizsiz analitik egrisi ise B;’nin bir serbest sinir
pargasy olsun. f € C(ByUCY) NH(B1), f(B1) C By ve f(CY) C C3 olsun.
Bu durumda C;’lere gore simetrik, agik V; komsuluklar, ve bir f :BiuV; —
BoUVa holomorf donidistimsii f\Bl = f ve C e gdre birbirinin yansimast olan
her z1,z0 € V1 icin wy = f(zl), wy = f(ZQ) noktalary Cy’ye gore birinin
yansimast olacak bigimde; dzetle her z1 € Vi igin f(O¢, (1)) = O, (f(21))
olacak bicimde vardr.
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Kamt. i = 1,2 igin C; kiimeleri, ~; : [y, 8;] — C basit piiriizsiiz analitik
gezilerinin izleri olsun. U; acik dikdortgenleri, V; agik kiimeleri ve I'; : U; —
V; biholomorf doniigstimleri yukarida oldugu gibi secilsinler. Bu secimde Vf C
B;. Simdi I; = (i, 8;) olmalk fizere, U;” U I;’de g déniisiimii g := Ty o foT'y
olarak secilsin. Varsayimlardan g € C(U;” U I1), g € H(U{") ve g(l1) C
I, dolayisiyla g fonksiyonu I7’de R-degerli oldugundan, Teorem 3.5.25’ten
dolay1 g fonksiyonu her z € U;" igin §(z) = g(2) olarak bir g € H(Up)'e
holomorf genigletilir. f :=Is0g0 I‘l_l aranan fonksiyondur. |

Problemler

Problem 3.5.1 I = (a,b) C R, f € C*°(I,R) olsun. f > 0 ve her n € N*
icin f > 0 ise, f'nin reel analitik oldugunu gosteriniz.

Problem 3.5.2 I C R bir agk aralik ve f € C*°(I,R) olsun. f’nin reel
analitik olmasi igin gerek ve yeter kogul her @ € [ igin K > 0 ve § > 0
sayilarmm her € I N I5(a) ve her n € N igin

n!
@ <K
olacak bulunabilmesidir, kanitlayiniz. Not: Bir yon analiz derslerinde kanit-
lanir, diger yon i¢in kompleks analiz zorunludur.
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Problem 3.5.3 D bir daire, f € H(D) ve her a € D i¢in r(a) ise f'nin a
noktasindaki seri agiliminin yakinsaklik yaricap: olsun. Her 21,29 € D igin
|r(21) — r(22)| < |21 — 22| oldugunu gosteriniz.

Problem 3.5.4 f(z) := ) ~,anz" kuvvet serisinin yakisaklik yaricap:
r € R ve bir ng’dan itibaren her a,, > 0 ise r noktasimin f’nin bir tekil
noktasi oldugunu gosteriniz.

Problem 3.5.5 0 < r < rp < +oo ve f € H(H(0;71,72)) olsun. Bir
(pn) polinom dizisi H(0;7172) halkasinda f fonksiyonuna kompakt diizgiin
yakinsaksa f fonksiyonunun D,, dairesine holomorf genisletilebilecegini gos-
teriniz.

Problem 3.5.6 f(2) =3 % fonksiyonu D’de siireklidir; yine de her
a € 0D noktasi f’nin bir tekil noktasidir.

Problem 3.5.7 Weierstrass serisi. (a,) C (0, 4+00) ve lima,, = 1 ise,

+00
n
E anz?
n=0
serisinin dogal simirimin 0D oldugunu kanitlayiniz.

Problem 3.5.8 Bir f: D — C holomorf fonksiyonu, lim|z,| = 1 kogulunu
saglayan her (z,) C D dizisi igin lim | f(2y,)| = 400 olacak bigimde var midir?

Problem 3.5.9 ) - |a,| yakinsak ve {b,}n>1 kilmesi 9D’de yogun ise,
Y o> Zﬁ—%n serisinin D’de bir holomorf fonksiyon tanimladigini ve 0D’nin bu
fonksiyonun bir dogal sinir1 oldugunu gosteriniz.

Problem 3.5.10 f € H(C™) smurh olsun ve sanal eksene siirekli genisle-
tilebilsin. Bir M > 0 ile her y € R igin |f(iy)| < M ise, her z € C igin
|f(2)] < M oldugunu gosteriniz.

Problem 3.5.11 ¢ = 1,2 i¢in B; C C bir bolge ve f; € H(B;) olsun. I
dejenere olmamig bir agik aralik, I C By N By ve fi|I = fa|I ise, By N By'de
f1 = fo diyebilir miyiz?

Problem 3.5.12 B C C bolgesi x-eksenine gore simetrik ve f € H(DB) ise,
asagidaki onermelerin denk oldugunu gosteriniz:

(1) Her z € B icin f(2) = f(2).
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(2) BN R’nin bir I baglantili bileseni i¢in f(I) C R.

Problem 3.5.13 B C C bolgesi xz-eksenine gore simetrik ve f € H(DB) ise,
tek olarak belirli ve B NR’de reel degerler alan g,h € H(B) ile f = g+ ih
oldugunu gosteriniz.

3.6 C.,’da Analiz ve Riemann Kiiresi

C bir cisim oldugundan, akla ilk gelebilecek sorulardan biri Co, = CLI{co}’'un
C’deki iglemleri koruyarak bir cisim yapilip yapilamayacagidir. Yanit hayir-
dir. Yine de baz islemleri yararhh olacak bigimde tamimlayacagiz. C5  :=
Coo\ {0} = C* U {00} olsun.

Uzlagma:

VzeC z4+00:=00=:00+2

VzeCl, z-00:=00=:00"2

Vze C i::O
%)
. Z
Vz e C, g =
0 o)

Burada co+00, 00-0, 0-00, § ve 22 kavramlarini tanimlamadigimiz 6nemle
belirtelim.

X herhangi bir yerel kompakt Hausdorff topolojik uzaysa, bu uzaya
kendisinde olmayan, oo ile gosterdigimiz bir 6geyi katarak bir kompakt
X = X U {oo} topolojik uzayma ulagilir (bkz. (5.2.21)). K C X kom-
pakt altkiime olmak tizere, (X\K) U {oo} tipinde kiimeler oo noktasinin bir
komsuluk bazim olusturur.

Biz simdi (C, d) yerel kompakt metrik uzayindan yola ¢ikacagiz. Bu uza-
yin (Coo, Too) tek nokta kompaktlagtirmas: kompleks analizde énemlidir. C
daima T4 topolojisiyle alinacaktir. (C, Too) uzayinda tammlanan topolo-
jide U C Cyokiimesinin bir agik kiime olmasi gu anlama gelir:

(i) oo ¢ U ve U kiimesi C’de agiktir, veya
(ii) 0o € U ve Cxo\U kiimesi C’'de kompakttir.
Her r > 0 gergel sayisi igin

D, (c0) := COO\E%(O) = {Z e C|lz| > i} U {o0}

kiimesi Too 'nin tanimi geregi bir agik kiimedir ve buna co-merkezli r-yarigaplh
acik daire diyelim. Ilk bakista tistteki D, (00) tammi yadirganabilir; ancak
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bu tamm r < R ise D, (00) € Dg(0c0) bagmtisin korur ve aligkanliklarimiza
ters diigmez. Uzlagmamiz geregi 5 = oo ve é = 0 oldugundan,
1
X:Coo = Cx, x(2) :=— (3.26)

z

=

déniisiimii topolojiktir. x o x = Idc_, dd. x ™! = x oldugunu vurgulayalim.

Ayrica, x doniigiimii D, (00)u topolojik olarak D, (0)’a resmeder.

Not 3.6.1 C., tek nokta kompaktlagtirmasini C cismi iizerinden P!(C)
projektif dogrusu olarak da diisiinebiliriz. P'(C), C?'nin 1 boyutlu alt
vektdr uzaylarmdan olugur. p € P1(C) ve (29, 21) ise p’nin bir tabaniysa, bu,
genellikle p = (zg : z1) olarak gosterilir ve zg, z1’e p'nin homojen koordi-
natlar1 denir. ¢(p) := £ ile tanimlanan ¢ : PY(C) — C4 doniisiimii bir
tamesglemedir. Bu nedenle, kimi yazar Co, yerine P!(C) veya yalin olarak P!

yazar. A

Cx’da baglantili kiimeler, bolgeler, kompakt altkiimeler ve benzeri to-
polojik kavramlar herhangi bir topolojik uzayda nasil tanimlaniyorlarsa dyle
tamumlanirlar. Burada dikkat edecegimiz sey bir A C C i¢in baglantilihiktan,
aciklik veya kapaliliktan veya kapanig veya sinirindan s6z ettigimizde hangi
topolojik uzaya gore, C’ye mi yoksa Cy.’a gére mi, bunu belirtmeye 6zen
gosterilmelidir. Eger A C C bir sinirh altkiime ise, her iki topolojik uzaya
gore bu kavramlar ortiigiirler. A kiimesinin C.’daki sinirini1 0 A ile C’daki
kapanisini ise Ay ile gosterelim. A smirliysa, 0A = 00 A ve A = Ay,. Di-
ger yandan, A sinirh degilse 00 A = JA U {00} ve Ay = AU {0} oldugu
kolayca goriiliir. C’de bize birbirine kogut iki I1,ls dogrusu verilsin ve bun-
lar arasindaki agik geridi S ile gosterelim. S sinirli degildir. 05 = I3 U o
ve 0S baglantily degilken 0s0S = 0S U {00} baglantilidir ve bu nedenle, S
basit baglantilidir. C, bir kompakt Hausdorff uzay1 oldugundan, her kapali
altkiimesi kompakttir.

UCCyxagik, 0c€U,a€eCyxve f:U — Cy ise, okur

lim f(z)za(z)limf(i) =«

Z—00 z—0

lsinz = 1.

oldugunu kolayca goriir. Ornegin lim, o0 zsinz™ ! = lim,_,¢ 2~

Biraz ileride s. 310’da Cy.’'da 7o topolojisini veren ve kirig metrigi di-
yecegimiz bir du, metrigi tanimlayacagiz. D, kompakt kiimelerinin C,’daki
tliimleyenleri 7o.’a gore co’un bir komsguluk baz olugturur. Bu durumda bir

dogal sayisimin her n > n, igin |a,| > r olacak bigimde bulunabilmesi de-
mektir. Agiklayacagimiz metrikle lim do(ay, 00) = 0 olmasi gerektiginden,
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Sekil 3.17: Riemann kiiresi.

en azindan de, igin bir ipucu yakalamig oluyoruz: z kompleks sayisi orijin-
den uzaklagtikca d., metrigine gére z noktasi co noktasina yakinlagmali,
dd. deo(z, 00) kiigiilmelidir.

R3 uzayimizda, merkezi orijinde ve yaricapi 1 olan

S? := {(z1, 22, 23) € R | 2] + 23 + 23 =1}

kiire yiizeyimizi ele alalim. S? kiire yiizeyimizin noktalarimi biiyiik harflerle
gosterelim. Ornegin N := (0,0,1) kuzey kutbumuzdur. Uy := S?\{N} ol-
sun.

D? := R? x {0} olsun. Bu kiimeyi R3’teki goreli topolojisiyle alirsak,
ma(w1,22,0) := (21, 22) ile tanimlanan 7 : D? — C déniisiimii topolojiktir.
Bu nedenle, D?’ye C gozii ile bakabiliriz ve D? = C 6zdeslemesini yapabiliriz;
dolayisiyla

1 +ixe = (11, 22) = (11, 22,0)

Ozdeglemelerini kullanmakta bir sakinca gérmeyecegiz.

Z = (x1,x2,x3) kiire ylizeyimizin N kuzey kutbundan farkli herhangi bir
noktasiysa, R*'te N ve Z noktasindan gecen dogru C diizlemimizi tam bir
W = (x,y,0) = x + iy noktasinda keser ve tersine bu diizlemdeki herhangi
bir W noktasimi kuzey kutbu ile birlestiren dogru kiire yiizeyimizi N’den
farkli bir tek Z noktasinda keser. Boylece mn(Z) := W ile bir 7y : Uy — C
tameglemesi tanimlanir. Okur

(3.27)

WN(Z) = 7TN(:1?1,:L‘2,III3) — ( T X9 O) _ w

1—.%371—1‘3’ 1—$3
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-1 . ..
ve Ty : C = Uy icin

_ 2Rez 2Imz [|2]2—1
1
— 3.28
v (2) <|z|2+1’z|2+1’|z|2+1 (3.28)

oldugunu kolayca goriir. my doniisimini
7n(N) =7(0,0,1) := 00

olarak bir my : S? = C4 doniisiimiine genisletelim. Bu genisletilmis donii-
siim, géreceli topolojisiyle alinmig S? uzaymdan (C, 7o) topolojik uzayma
bir topolojik doniisiimdiir; 7 nin N noktasinda ve W&l’in ise oo noktasinda
stirekliliklerini gérmeyi okura birakiyoruz.

Bu yaklagimda kuzey kutbunun giiney kutbuna karsin bir énceligi yoktur.
S := (0,0, —1) kiiremizin giiney kutbu olmak iizere, Ug := S?\{S} olsun.
Bu kez S noktas1 ve kiire ylizeyimizin Z = (z1, 22, z3) noktasindan gegen
igindan yola gikarsak Ug’den C’ye

1 To ) 1 + T2

ﬂ-S(ajl’xQ’xB) = <1+ZL'3’1+£L'3 1+IL‘3

olarak tamimlanan 7g : Ug — C topolojik doniigimiinii elde ederiz; burada
(3.28)’den farkli olarak paydada 1 — x3 yerine 1+ x3 olduguna dikkat ediniz.
ps = 7g dersek,

xr1 — ixg

:Us —C, 2= , T, =
s : Us 2= pg(x1, 22, 23) 17 23

bir topolojik doniisiimdiir ve her (x1,x2,x3) € Uy N Ug igin (3.28) ile
TN (21, 22, 23) - ps(T1, T2, 73) = 1 (3.29)

esitligi gecerlidir. Uyg := Uy NUg = S?\ {N, S} ve nx(Uns) = m5(Uns) =
vs(Uns) = C* oldugu apagiktir. Diger yandan, her z € C* i¢in (3.29) ile
2+ (ps omy)(z) = 1, dd.

V2eC iz (psomy)(2z) =1,dd. psomy' = x.

mn ve mg doniigiimlerine kiiresel izdiigiimler (veya steografik izdii-
stimler) denir. Benzer davranig sergileyen bu izdiigiimlerden 7 izdiigiimiine
odaklanacagiz.

[ C C bir dogru olmak tizere, [, := [U{oo0} kiimesine C.,’da bir dogru
diyelim. Cy,’da bir M6bius ¢emberinden C’de bir ¢ember veya Co,’da bir
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loo dogrusunu anlayacagiz®. E C R3 bir diizlem, ENS? # ) ve bu ara-
kesit tek noktadan olusmasin. Bu tip arakesitlere S Riemann kiiresinin
cemberleri diyecegiz. x1xo-diizlemine paralel olan P; := {x € R?|z3 = t},
(=1 < t < 1) diizlemlerinin S? ile arakesitleri E; enlemleridir ve 7y kiire-
sel izdiigiimii bu enlemleri C’de merkezi orijinde olan g¢emberlere resmeder.
R3’te x3-eksenini iceren diizlemlerin S? kiiresi ile arakesitleri N, S kutup-
larindan gecen meridyenlerimizdir ve 7y kiiresel izdiistimii bu meridyenleri
Cy’da orijinden gegen dogrulara resmeder. Bu davranig geneldir: wy kiire-
sel izdiisiimii S? kiiresindeki cemberleri Coo’'nun Mébius cemberlerine, 7r;]1
ise Coo’daki Mobius cemberlerini S? kiiresinin ¢emberlerine resmeder. Bunu
kanitlayacagiz.
Once diizlemde bir

2+l tar+by+c=0 (3.30)

karesel bi¢iminin ¢oziimlerinin ne oldugunu aragtiralim: Bu denklem

<m+a)2+<y+b>2:a2+b2—c::d

2 2 4

denklemine denktir. Dolayisiyla, (3.30) denkleminin ¢oziim yerleri d < 0 i¢in
bos kiime, d = 0 igin (77“, %b) noktasi, d > 0 icinse merkezi (%“, %b) noktasi

ve yarigapi V/d olan bir cemberdir.

Teorem 3.6.2 7wy : S? — Co kiiresel izdiisiimii S kiiresinin ¢cemberlerini
Coo 'un Mébius ¢emberlerine ve tersine 7@1 ise Coo 'un Mobius cemberlerini
S? kiiresinin cemberlerine resmeder. wy kuzey kutbundan gegcen ¢emberleri
Coo 'un dogrularina resmederken tersine 7r;,1 ise bu dogrular, S? nin N kuzey
kutbundan gecen cemberlerine resmeder.

Kanit. (1) Kiire yiizeyindeki C' gemberimiz, axj +bxa+cxs = d ile tanimla-
nan P diizlemi ile S? kiire yiizeyimizin arakesiti olsun. (z1, o, z3) € P NS?
olmasi, my(x1,x2,23) = (x,y) = z olmak iizere, (3.28) denklemi ile

2z T 2y N |22 —1
a c =
|22 + 1 |22+ 1 |z]2 + 1

d

olmas1 ve buradan da
(¢ —d)(x? 4+ y?) + 2az + 2by — (c+d) =0 (3.31)

olmasi demektir. ¢ —d = 0 igin (3.31) denklemi C’de bir | dogrusu tanim-
lar. Diger yandan, ¢ = d durumunda N € C ve 7wy (NN) = oo oldugundan,

8Mobius gemberleri ve Mdbius déniigiimleri KA II'de ayrintili bigimde islenecektir.
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TN (C) = loo M6bius gemberidir. ¢ # d iginse (3.31) denklemi (3.30) tipin-
dedir ve ya ¢oziimii yoktur ya da diizlemde bir nokta veya bir C’ ¢emberi
tanimlar. C' ¢emberi birden fazla nokta igerdigi ve mn birebir oldugu i¢in ilk
iki segenek olamaz ve my(C) = C” diizlemde bir ¢emberdir.

(2) Tersine diizlemde 2 +y?+a’z+b'y+d = 0 ile tanimlanan bir C’ ¢em-
beri verilsin. Bu ¢cember S?’deki hangi C' cemberinin 7y altinda resmi olabilir
diye diigiindiigiimiizde ipuglarimi (3.31) denkleminde buluyoruz. a,b,c,d € R
sayllarm 2a = o/, 20 =V, ¢ —d = 1 ve —(c + d) = d olarak segersek,
yukaridaki irdelemelerden gordiigiimiiz gibi C’ cemberi 7y altinda S? ile
axr1 + bxo + cx3 = d ile tamimlanan diizlemin arakesiti olan C kiiresel ¢cem-
berinin resmidir.

Diizlemde [ dogrusu a’z + 'y = d' denklemi ile verildiginde ise 2a =

a,2b=10V,c=d= %l olmak iizere, axi + bxs + cxs = d ile tanimlanan
diizlemin S? ile arakesiti olan C' ¢emberi N’den geger ve 7y (C) = loo. W

Her F : S — S? déniisiimiine bir f := myoFormy' : Coo — Coo domii-
simii dogal olarak karsilik getirilir. Biz ileride KA II'de isimize yarayacak
bir durumu ele alacagiz.

Onerme 3.6.3 Ry, : S? — S? doniisiimii S kiire yiizeyini x,-ekseni etra-
finda 7 kadar déndiren donigim ise, dd. Rir(x1,x2,x3) = (21, —22, —x3)
ise, WNoRlﬂow]?,l 1 Coo = Co dondisiimdi x dondstimidir, yani

(wNoRlﬂole)(z) =1/z = x(z).

Kamt. Z = (x1,29,23) i¢in z = 7wy(Z) olsun. R1(Z) = (x1, —x2, —x3)
oldugundan, [ := wNoRlﬂowgfl dersek, (3.27) esitliginden, w = f(z) olmak

uzere, . '
xr1 + 129 Tr1 — 1T2

1—x3 14+ x3
elde ederiz. Sonug olarak, 1 = zw = zf(z) ve buradan da f(z) =1/z. [ |

Sonug 3.6.4 y:C - Cy,z+— % dontistimi Mébius cemberlerini Mobius
cemberlerine resmeder.

Kanit. Onermedeki gosterimlerle y = 7rNoR17r07rR,1. Teorem 3.6.2’den do-
lay, W&l doniigiimii Mébius cemberlerini S?'nin cemberlerine resmeder. Ar-
dindan Rj, bir rotasyon oldugundan, ¢emberleri yine ¢emberlere resmeder;
ve yine Teorem 3.6.2’den dolay1 7y, bu cemberleri Mobius ¢emberlerine res-
meder. |

S? uzay1 R3'teki goreli topoloji ve Cu ise Too ile ele alindiginda 7y bir
topolojik déniisiimdiir ve biz (Coo, Too) ve R teki géreli topolojisiyle S* topo-
lojik uzaylarna ayna gozi ile bakabiliriz. S nin bu topolojisi, d ile R3'iin Ok-
lid metrigi gosterilmek {izere, d|S? metriginden kaynaklanir. Co, iizerindeki
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dso metrigimiz, my ile Coo’a taginan d|S? metrigi olacak. Ozetle 2,2’ € Cq
ve ' (2) = Z = (z1,m9,23) ve my' (2) = Z' = (a}, ah, x}) ise

doo(2,2') i =d(Z,2") =

olarak tammlanir. dy(z,2’) tam da kiire yiizeyimizin Z ve Z’ noktalarim
birbirine baglayan kirisin uzunlugudur; bu nedenle, d., metrigine kirigsel
metrik denir®. (3.28)’den, z, 2’ € C ise

2|z — 2|

VA + P+ 1P

dOO(Z7 Z,) =

ve z € C i¢in
2

V1+]z[?

doo (00, 2) =

oldugunu gormeyi okura birakiyoruz.

Bu metrik beklentimizi karsilar: Kompleks diizlemde z noktasi orijinden
uzaklagtikca oo noktamiza yakinlagir.

a € Cyx ver >0 icin

Doo(a,r) :={z € Cx |doo(a,z) <1}

ile (Cro, doo) metrik uzaymdaki a-merkezli r-yaricaph agik daireyi gostere-
lim. Bu dairenin do, siniriysa Coo(a,7) := {z € Cx |doo(a, z) = r} kiime-
sidir. Daima doo(z,w) < 2 oldugundan, r < 2 durumlarima odaklanacagz.
Coo'un Doo(a,r) ve Cx(a,r) altkiimeleri nasil bir geydirler?

A = 75! (a) olmak ve d ise R%"iin Oklid metrigini gostermek iizere, bu
durumda C%(a,7) := 75" (Cx(a,r)) = {Z € R®|d(Z, A) = r} kiimesi S
kiire yiizeyinin bir gemberidir. Dolayisiyla, Teorem 3.6.2’den dolay1, C(a, r)
de C’de bilindik anlamda bir C,(b) gemberi ya da Cys’da bir I, dogrusudur.
Eger a = oo veya a = 0 ise b = 0, diger durumlarda b # a. Her durumda
C,(b) cemberi veya [ genisletilmis dogrusu Cu kiimesini iki ayrik bolgeye
ayirir: Ya bilindik anlamda bir ¢gemberin igine ve digina, ya da bir [ dogrusunu
belirledigi iki yaridiizleme ayirir. Bu durumda Dy (a,r) dairesi a € C ise
bilindik anlamda a’y1 igeren bir D,(b) dairesi, a = oo ise Cx\D,(0) ya da
a’y1 iceren bir yaridiizlem tipindedir. Asagidaki énerme apaciktir:

9Kirigsel metrik S?’nin kiiresel metriginden farklidir. Z ve Z’ noktalarmdan gegen bir
tek biiyiik cember vardir. Bu ¢ember iizerindeki Z noktasimi Z’ noktasma baglayan yay
parcalarindan kii¢iik olaninin uzunluguna bu noktalarin birbirine olan kiiresel uzakligi
denir.
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Onerme 3.6.5 (i) a € C ise, her D.(a) dairesi bir Doo(a,n) agik dairesini
ve tersine her Dy (a,€) agik topu bir Dy(a) dairesini igerir.

(i) Her ¢ > 0 saysina karsiik C’de bir kompakt K. kiimesi Coo\ Kz C
Dy (00, ) olacak bi¢imde bulunabilir.

(11i) Her kompakt K C C kiimesine karsilik bir ¢ = ¢(K) > 0 pozitif
gergel sayist Dog(00,€) C Coo\K olacak bigimde bulunabilir.

Bu 6nerme Cy,’da bilineni bagka sozlerle dile getirir: Co,’un daha 6nce
tanmmmlanan 7o, topolojisi orada d metriginin tanimladigi topolojidir. (C, d)
ve (Coo, doo)’un her ikisi de tam metrik uzaylardir, her iki metrik de C’de
ayni topolojiyi tamimlarlar. Buna kargin (n), .y dizisi doe metrigine gére
bir Cauchy dizisidir ve lim ds(n,00) = oo iken ayni dizi d metrigine gore
bir Cauchy dizisi degildir! do, metrigine gore yakinsakliklardan kirigsel ya-
kinsakliklar olarak soz edecegiz. Ornegin A C Coo, (fy) C F(A,Cs) ve
f € F(A,Cy) olmak iizere, limy, sup,e 4 doo(fn(2), f(2)) = 0 ise, (fy) dizisi
A’da f’ye kirigsel diizgiin yakinsaktir diyecegiz.

X herhangi bir topolojik uzay olmak tizere, f : X — Coo ve g : Coo = X
fonksiyonlar: verilsin. Bir @ € X igin f(a) = oo olsa da “ f’nin a noktasinda
stirekli” olup olmadig: siradan bicimde aragtirilabilir. Yine g fonksiyonunun
oo noktasinda siirekli olup olmadigi da siradan bir gseydir; burada X = C
ve f(o0) = oo olabilir. Ancak U C Cy agik, f: U — C ve co € U ise, f'nin
oo noktasinda kompleks tiirevlenebilir veya holomorf olmasinin ne demek
oldugunu tanimlamamiz gerekir. V' := x(U) kiimesi 0 noktasini igeren bir
acik kiimedir.

Not 3.6.6 Simdi verecegimiz iki taniminin temel mantig1 Coo'u (C,Idc) ve
(C%, x) haritalarinin olugturdugu 2 atlasi ile bir kompleks katmanli olarak
ele almaktir (bkz. KA II). Herhangi bir U C C alt kiimesiyse bir tek (U, Idy)
haritasinin belirledigi kompleks yapi ile alinacaktir. A

Tanim 3.6.7 U C Cy agik, f: U — C ve oo € U olsun. V := x(U) olmak

uzere,

fomfox V= fo = @) =1 (1)

z

fonksiyonu 0 noktasinda (kompleks) tirevlenebilirse f fonksiyonu co nokta-
sinda (kompleks) tirevlenebilir, f fonksiyonu 0 noktasinda holomorfsa
f fonksiyonu oo noktasinda holomorftur denir.

f fonksiyonu 0’da tiirevlenebilir veya holomorf ise orada siirekli olaca-
gindan ve ayn1 zamanda x fonksiyonu da oo’da siirekli oldugundan, f(z) =
f (%) = f (x(2)) oldugunu gozetirsek, f fonksiyonu da oo’da stirekli olur.
Ozetle: [ fonksiyonu oo ’da tirevlenebilir veya holomorf ise, oo ’da siireklidir.
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f fonksiyonunun oco’da tiirevlenebilir olmasini f fonksiyonunu kullanma-
dan da dillendirebiliriz. Kolayca goriilebilecegi gibi f : U — C fonksiyonunun
oo noktasinda tirevlenebilir olmasi igin gerek ve yeter kosul lim, o, (z) =0
kosulunu saglayan bir e : U — C fonksiyonu ve bir a € C ile

a &(z)

f(2) :f(oo)+;+7, z € U\{0,00}

olmasudar.

Bir 6nceki tanimda bir f : U — C fonksiyonunun, co € U ise oo nokta-
sinda holomorf olmasini tanimladik. Simdiyse, bir f : U — C, doniiglimii-
niin oo degerini aldig1 bir noktada holomorf olmasinin ne demek oldugunu
tanimlayacagiz.

Tanim 3.6.8 U C Cy a¢tk ve a € U olsun; elbette a = oo olabilir. f :

U — C strekli ve f(a) = oo olsun.

(i) a € Cise g=xof:U — C fonksiyonu, agik yazilimla g(z) = ﬁ

fonksiyonu a’da holomorfsa f doniisimii a’da holomorftur denir

(Burada elbette g(a) = ﬁ = L =0 abmacaktur).

(ii) a = oo ise, V := x(U) olmak dizere, h := Yo fox ! :V — C
fonksiyonu 0’da holomorfsa f donilistimii co’da holomorftur denir.

h(z) = f(ll) oldugunu belirtelim.

Uzlagma: “Fonksiyon” ve “dOniisiim” matematikte es anlamli kavramlardir.
Burada okurun dikkatini ¢gekmek baglaminda bazen g6yle bir yol izleyecegiz:
UCCyx ve f:U — Cy olsun. Bu durumda eger co € f(U) ise ve buna
okurun dikkatini gekmek istiyorsak f’den genelde “dontigiim”, eger oo ¢ f(U)
ise genelde “fonksiyon” olarak stz edecegiz.

Ornek 3.6.9. Simdi birkag basit 6rnek verelim:
1. f:C% — C fonksiyonu

olsun. L
F@=F)=az+ tans”

fonksiyonu 0’da holomorf oldugundan, f fonksiyonu oco’da holomorftur.
2. f(z) = 3p_, arz”, an # 0 fonksiyonu C’de tanimli ve holomorftur. f(o0) =
oo ve f|(C := f alarak f fonksiyonunu bir f : Cx — C doOniigiimiine genigletelim.
lim, o0 f(z) = lim,— f(2) = co oldugundan, f déniisiimii co noktasinda da siireklidir.
Dolayisiyla, f : Coo —» Co doniigiimii siireklidir. f doéniigiimii co’da holomorf mudur?
Evet. Ciinkii h:= xyo fox ! :C* — C fonksiyonu,
1 1 z"

f(%) B ZZ:1 % B an + Qp-12+ -+ a12n71

h(z) =
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ve lim,_,0 h(z) = 0 oldugundan (a, # 0 olduguna dikkat ediniz!), 0’da bir kaldirilabilir
tekil noktasina sahiptir, dd. 0 noktasina holomorf genigletilir.
3. Mébius Déniistimleri: a, b, ¢,d € C ve ad — be # 0 olsun. —% # z € Cigin

az+b
cz+d’

T(c0) := % ve T(—g) =00

T(z):=

olarak tamimlanan T : Coc — Co dOniigiimlerine Mobius doniigiimleri denir. ¢ = 0 ise
kogulumuzdan ad # 0, dolayisiyla a # 0 olacagindan, uzlasmamiz geregi T(co0) = § = o0
ve T(—4%) = T(=%) = T(c0) = oo olur, dd. T'nin tanim kusursuzdur. 7' : Coo — Coo
stireklidir ve yalnizca —%’de birinci dereceden bir kutup yeri olan bir meromorf fonksiyon-
dur'®. T’nin bir holomorf déniisiim oldugunu gérmeyi okura birakiyoruz. Bu doniistimleri
KA IT’de ayrintihi olarak inceleyecegiz.

4. f herhangi bir tam agkin fonksiyonsa — dd. C’de holomorf, ancak bir polinom de-
gilse—, ornegin €*, cos z, sin z gibi, z — 0o igin f(z)’nin bir limiti olmadigindan (bkz. Te-
orem 3.8.5), C’de holomorf olan bu fonksiyonlar1 co noktasina holomorf genigletemeyiz.

Simdi bir sonraki kisimda sikca karsilagacagimiz bir duruma dénelim:
Bize

+oo +oo a
Zn
n=1 n=1
o . 1 . _ -1 o —+o00 n o e
serisi verilsin. w = 27" aliwsak g(w) = > "7 a_,w™ kuvvet serisini elde
ederiz. Bu kuvvet serisinin yakisaklik yarigapt r = (limsup {/|a_|)~1'dir.
lw| = |27 < r <= |2z| > 7! oldugundan, 7 a_,z7" serisi D}(c0)"un

her noktasinda mutlak yakinsaktir. Biz bu serinin Teorem 1.6.5'ten dolay:
D (c0)’da kompakt normsal yakinsak oldugunu biliyoruz. Her bir f,(z) =
a_nz~" fonksiyonu D} (c0)’de holomorf oldugundan, Weierstrass Yakinsak-
lik Teoremi'nden dolay1, f(z) := .7 a_,z~" fonksiyonu D} (cc)’da ho-
lomorftur. Diger yandan, D} (0)'da f(1) = g(z) = +a_,2" ve bu seri
aslinda D,(0)’da yakimsaktir ve f(oco) := g(0) = 0 olarak tammlarsak f
fonksiyonumuz oo’da da holomorf olur; dolayisiyla f fonksiyonu D, (c0)’da

holomorftur. .
Bize > a_pn(2—a) ™" gibi bir seri verilmis ve r = (lim sup {/ \a_n|)
ise, benzeri irdelemelerle bu serinin Cs\D;(a)’da holomorf oldugunu gérii-

riz.

Problemler

Problem 3.6.1 P,Q € S?\{N} noktalarmm orijine gore simetrik olmalar
i¢in gerek ve yeter kogulun 7n(P) - 7n(Q) = —1 oldugunu kanitlayiniz.

Problem 3.6.2 du(z,00) = ——2— oldugunu gosteriniz.

V14|22

04ytup yeri” ve “meromorf” kavramlarini izleyen kisimlarda gorecegiz.
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Problem 3.6.3 Her z,w € C ic¢in

), Ozel olarak do(2,0) = doo(l, 00)

doo (2, W) = doo( .

Y

IS
g~

oldugunu kamitlaymiz. Ipucu: z ve %’ye kiire yiizeyinde simetrik noktalar
kargilik gelir.

Problem 3.6.4 (z,), (w,) C C dizileri igin agagidakileri kanitlayimiz:

(1) () C C* ise lim z,, = 00 <= hm— =0,
(2) lim z,, = oo ve limw, = a # oo ise hm(zn+wn) oo ve lim %= =0,
(3) lim 2, = oo ve limw,, = a € C* ise lim z,w,, = 0o = lim >

Problem 3.6.5 (z,) C C dizisi C’de yakinsak ve lim z, =: £ € Cise,n > 1
icin w, = n~1(z1 + -+ + z,) olmak iizere, limw, = ¢ oldugunu gosteriniz.
Bu sav, Cy’da £ = oo oldugunda da dogru mudur?

Problem 3.6.6 (a) (z,) C C ve z € C ise, “lim|z, — 2| = 0 <<=
lim doo(2r,2) = 07 oldugunu gosteriniz.

(b) lim|z,| = +o0 ise, (2,) dizisi (Cs, dso) metrik uzayinda bir Cauchy
dizisidir.

Problem 3.6.7 U C Cy agik ve a € U olsun. f : (U,d) = (Cux,do)
doniigltimii verilsin ve b := f(a) olsun. f’nin a’da siirekli olmasi igin gerek ve
yeter kosulun,
1. a = 0o ve b € C ise, her € > 0 sayisina karsihik bir R, > 0 sayisimin
her |z| > R: i¢in |f(z) — f(a)| < € olacak bi¢imde,
2. a # oo ve b= oo i¢in her R > 0 sayisina karsgilik bir §g > 0 sayisinin
|z —a| < 0p = |f(2)| > R olacak bigimde,
3. a =>b= oo ise, her M > 0 sayisina karsilik bir Ry; > 0 sayisinin her

|z| > Ry igin | f(z)| > M olacak bicimde
bulunabilmesi oldugunu gosteriniz.

Problem 3.6.8 f : U — C fonksiyonunun oo noktasinda tiirevlenebilir

olmasi i¢in gerek ve yeter kogul lim, o £(z) = 0 kogulunu saglayan bir
¢ : U — C fonksiyonu ve bir a € C ile

£(z) = f(oo)+g+57, 2 € U\ {0, 00}

olmasidir; kanitlayiniz.



3.7. LAURENT SERILERI 315

Sekil 3.18: Onerme 3.7.2ye iligkin figiir. Laurent serimiz b ve e noktalarinda
iraksak, K’de normsal yakinsak, ¢ ve d noktalarinda ise yakinsak da iraksak
da olabilir.

Problem 3.6.9 Bir 6nceki problemdeki a i¢in f/(c0) := a yazarsak

f'(00) = lim 2z (f(2) — f(o0))

Z—00

oldugunu gosteriniz.

Problem 3.6.10 f € H(D}(c0)) ise, f'nin bir holomorf f : D,(c0) — C
doniigiimiine genisletilebilmesi igin gerek ve yeter kosul Coo’da lim,_,o f(2)
limitinin olmasidir; gbsteriniz.

3.7 Laurent Serileri

Tamim 3.7.1 a € C ve her n € Z i¢in a, € C olmak tizere,
+o00
fz) =) an(z—a)"

n=—0oo

gibi bir ifadeye a ag¢ilvm merkezli bir Laurent serisi denir. z € C igin

+oo oo
A=Y aalz—a) " v fol2)i= > an(z - )"
n=1 n=0

serileri ayry ayri yakinsaksa f(z) Laurent serisi yakinsaktir denir ve
f(2) == f1(2) + fa(z) olarak tanymlanar.
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Burada fo(z) bir kuvvet serisidir. f1(z) serisiyse, w := (z — a)~! olmak
uzere,

g1(w) = Z a_pw" (3.32)

n=1

kuvvet serisine doniistiiriiliir. Ozetle bir Laurent serisini incelemek iki kuvvet
serisini incelemek demektir.

Diger yakinsaklik kavramlar: da Laurent serilerine benzer bicimde akta-
rilirlar. Ornegin bir z noktasinda f1(2) ve fa(z) serileri mutlak yakinsak, bir
A C C kiimesinde diizgiin veya normsal yakinsaksalar, f(z) Laurent serimiz
z noktasinda mutlak yakinsak, A’da diizgiin veya normsal yakinsaktir denir.
0 < r; <ry <400 olmak iizere,

H(a;ri,re) :={2€C|r1 < |z —a|] <ry}

kiimesine a-merkezli, rq, ro-yarigapli halka denir. r > 0 bir gergel say1 olmak
lizere, H(a;0,7) = D¥(a), H(a;0,4+00) = C\{a} ve H(0;1 +o00) = D}(c0)

o
olur.

. N S —1
Onerme 3.7.2 7 :=lim {/|a_y,| verg := (lim Y ]an|) olsun. r < ry ise

f(z) =3+ _an(z —a)" Laurent serisi H(a;r1,72) halkasinda mutlak ve

kompakt, hatta kompakt normsal yakinsaktir. f fonksiyonumuz H(a;r1,7r2)
halkasinda holomorftur ve her z € H(a;r1,r2) i¢in

/ = d = n—1
fi(z)= Z %an(z —a)" = Z nap(z —a)" . (3.33)

Herhangi bir z € 0H (a;r1,7r2) = Cr,(a) U Cry(a) sumr noktasinda Laurent
serimiz yakinsak da wraksak da olabilir.

Kanit. f3(2) =), ~¢an(z — a)” kuvvet serisi D,,(a) dairesinde mutlak ve
kompakt, hatta kompakt normsal yakinsaktir. Ayrica, f3(z) = >, <o nan(z—
a)"~ ! oldugunu biliyoruz. fi(2) = 32 a_pn(z —a) ™™ serisinin C\D,, (a)’da
kompakt normsal, dolayisiyla mutlak ve kompakt diizgiin yakinsak oldu-
gunu Teorem 1.6.5’ten biliyoruz. Weierstrass Yakinsaklik Teoremi'nden do-
lay1, f1(z) serisi C\D,, (a)’da bir holomorf fonksiyon tanimlar ve

ood a_n +oo oy
fite :Zd<H>:Z_”“‘”(z_“)" |

n=1
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Dolayisiyla, f(z) Laurent serimiz H(a;r1,r2) halkasinda kompakt normsal,
boylece mutlak kompakt diizgiin yakinsaktir ve orada holomorf olan iki fonk-
siyonun toplami olarak holomorftur. Ayrica, (3.33) saglanir. z € C;. (a) nok-

tasmda f;(z) serisi yakinsak veya iraksak olabilir; bu bize son savi verir.
|

Not 3.7.3 fi(z)'nin C\D,, (a)da tiirevlenebilir oldugunu ve tiirevini goyle
de gorebiliriz: (3.32)’deki g; fonksiyonumuz D, (0)'da tiirevlenebilir ve dik-
kat edilirse %gl(w) = Y * na_,w" . Diger yandan, ¢ : C\D,,(a) —

n=
Dy, (0) fonksiyonu ¢(2) := —L olarak tammlansi. ¢ fonksiyonu holomorf-
1

tur ve f1(2) = g1(¢(2)) fonksiyonu da holomorf olur; ayrica ¢'(z) = B e=

oldugunu gozetirsek,

/ / / -~ 1 —1
AE =@ e = 3 o o
+oo
= Z —na_p(z—a)™" L.

Ayrica, bir énceki kisimdan f1’'in Coo\ Dy, (a)’da holomorf ve fi(c0) = 0
oldugunu biliyoruz. A

Simdi bir anlamda (3.7.2) 6nermesinin tersini kanitlayacagiz.

Teorem 3.7.4 f fonksiyonu H(a;ri,r2) halkasinda holomorfsa orada ya-

kinsak olan bir
—+o00

f(z) = Z an(z —a)" (3.34)

n=—oo

Laurent serisine agilabilir ve her n € Z i¢in r1 < r < ry olmak tizere,

_ 1 f(w)
an =5 mdw (3.35)

Kr.a
saglanur; f’nin H(a;r1,19) deki Laurent serisine agulvma tek olarak belirlidir.

Kanit. p1, py gergel sayilarn ri < p1 < pa < 12 olacak bigimde secilsin-
ler. H(a; p1, p2) := {zlp1 < |z —a| < p2} C H(a;r1,72) ve OH(a;p1, p2) =
Kpg,a + K, o oldugundan, (2.11.7)(i) Cauchy integral formiiliinden, her z €

p1,a
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H (a; p1, p2) icin

_ 1 f(w)
f(Z) N Tm /"sza'*‘“m,a Edw
Lof W) L fw)

27 f,.  w—2z 27 J,. w—z
P P11,

2,a

dw.

Teorem 2.5.4’te ¢ := f alirsak D,,(a)’da kompakt normsal yakinsak

1 fw) X1 f(w) n
3 o W zdw = T;) (27” /ﬁ (w—a)”“dw> (z—a) (3.36)

p2,a

serisini elde ederiz. K C C\D,,(a) kompakt ise d(K,C), (a)) > 0. Ote yan-
dan 0 < € < d(K,C),,(a)) olsun. Bu durumda her (w, z) € K,, o X K igin

w—a
zZ—a

_pP1_
p1te

=: p < 1 oldugundan,

1 w—a\"
1_wa:2<za)

z—a n>0

serisi K, o X K’de normsal yakinsaktir. Dolayisiyla,

1 1 -1 1 w—a
:_Z( )

w—z (w—a)—(2—a) z-al—-2=2 et

serisi k), o X K’de normsal, sonug olarak diizgiin yakinsaktir. (1.5.2)(ii) ile

-1

¥ f(wziw_ —a)c;)” KoK w@

n>1
Dolayisiyla, terim terim integral alabilir ve

+o00

1 f(w) dw = — Z (1 (w)(w — a)n_1> (z—a)" (3.37)

211 Kipp,e W2 ot 211 Kpya

elde ederiz. (3.36) ve (3.37) bize H(a; p1, p2)’de kompakt normsal yakinsak
+oo

f(z)= Z an(z —a)" (3.38)

n=—oo
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Laurent serisini verir. Boylece (3.37)’de n yerine —n yazarsak

1 f(w)
= ————d =0,1,2,. 3.39
= omi g (W a)ntt w, n=55 (3.39)
1 fw)
= ——d =-1,-2,-3,.... 3.40
I = om fpya (W= a)ntl w, n 2,73, (3.40)

olur. p1 \, 71 ve pa / 7o limitlerine gegerek (3.38) esitliginin tiim H (a;ry, r2)
halkasinda gegerli oldugunu goriiriiz. Herhangi bir kompakt K C H(a;r1,72)
kiimesi, uygun birer 1 < p; < p2 < 7o igin H(a;p1,p2) halkasmma dii-
seceginden, bu esitligin sagindaki seri H(a;7r1,r2) halkasinda da kompakt
normsal yakinsaktir. (3.39) ve (3.40) esitliklerinde integrali alinan fonksiyon
H(a;ry,m2) halkasinda holomorf ve r1 < r < ro olmak iizere, K, , gezisi
H(a;r1,72) halkasinda K, o Ve Ky, o gezilerine evrilebilir oldugundan, (3.39)
ve (3.40) esitliklerinde k), o Ve Ky, q yerine k. q alabiliriz. Béylece

1 f(w)
L= g, Z 41
= omi kg (W — @)1 wme (3:41)

elde ederiz.
Simdi tekligi gorelim: H(a;r1,72)'de f(2) = 3.0 __by(z — a)" olsun.
Her n € Z igin

(2) k 1
(z_aTH-l_ Zb "

k=—o00

serisi H(a;r1,12)’de kompakt diizgiin yakinsak oldugundan, (3.41) ile

1 f(2) k 1
- e bi( =0
= o /Hm (z—a) ”“ Z 2772/ Kz "

olur ve bu tekligi verir. |

Sonug 3.7.5 (Halkalarda Cauchy Integral Formiilii) Egjer U C C agik
ve H(a; p1, p2) kapals halkas: U 'da ise, her f € H(U) ve her z € H(a; p1, p2)
e

f(z) =

L, L[ g,

2mi Kpga W — % 27 Kppa W= 2

Kanit. Dikkat edilirse OH (a; p1, p2) = Kpya + K, o Oldugundan, sav, dog-
rudan Sonug 2.7.4’ten ¢ikar. |
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Sonug 3.7.6 (Cauchy Esitsizlikleri) H(a;r, R) halkasmda holomorf f
fonksiyonunun bu halkadaki Laurent serisi f( ) = S5 an(z —a)” ve
r < p <R ise, hern € Z i¢cin

o1 < Ml
s
Kanit. Dogrudan (3.35) esitliginden gikar. |

Sonug 3.7.7 H(a;r, R) halkasindaki her holomorf f fonksiyonu Dg(a)’da
holomorf bir fo ve Coo\D,(a) da holomorf bir fi fonksiyonu ile f = f1 +
fa olarak yazilabilir. Ayrica, lim,_oo f1(2z) = 0 olmasina isteyebiliriz ve bu
durumda f1 ve fo tek olarak belirlidirler; buna f’nin Laurent parcalanisi
diyelim.

Kanit. f(z) =) an(z — a)" serisi, (3.34)’teki Laurent agilimi olsun. Simdi
fo(2) =3 an(z —a)* ve fi(2) = 32 a_n(z —a) ™" olarak tanimlaya-
hm. fi, fo teoremin kogullarim saglarlar ve ayrica lim,_,o f1(z) = 0. Simdi
g1, g2 fonksiyonlar: da teoremin kosullarini saglasmlar ve lim, , g1(2) = 0
olsun. Bu durumda H (a; 71, r2) halkasinda f; —g1 = go— f2 olur. Dolayisiyla,
h : C — C fonksiyonu Dg(a)’da fo — g2 ve C\D,(a)’da g1 — f1 olarak ta-
nimlanirsa C’de holomorf bir fonksiyondur ve lim,_,~ h(z) = 0 oldugundan,
Liouville Teoremi’yle h = 0 olur. Boylece fi = g1 ve fo = g2 elde ederiz. B

f = fi1+ fo Laurent parcalanigindaki f; fonksiyonuna f’nin esas kismai,
fo’ye ise f’nin yan kismi denir. f fonksiyonunun H (a;r1,r2) halkasimdaki
Laurent serisi tek olarak belirlidir. Ancak U agik ve f € H(U) ise, f’'nin
U igindeki farkli halkalardaki Laurent agilimlari birbirinden farkli olabilir,
dd. teklik halkaya baghdir.

Ornek 3.7.8. f(z) = Z(Z fonksiyonu U := C\{0,1} agik kiimesinde holomorftur.
U’ya diisen degisik halkalarda f’nin Laurent agilimlarini verelim. Halkamizin merkezi a
ise, serimizin terimlerinin a,(z — @)™ tipinde oldugunu unutmayalim. H(0;0,1) = D7 (0)

halkasinda 1 1
_ - —(_= — _ n—1
2(z—1) =z 1 —z Z i Z =

n>0 n>0

H(1;0,1) = D7 (1) halkasinda

1 1 1 1 . . -
Z(’Z—l)zz_l.l—(l—z):z—l’z(lfz) :Z(*l) (z—=1)""".

n>0 n>0

H(0;1, +00) halkasinda

1
2(2—1)222 —; _2;22 Zzn+2'

n>0 n>0
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Sekil 3.19: Ornekteki ii¢ halka.

H(1;1,+00) halkasinda

11 1 (—1)"
z(zfl)_(zfl)QlJrz%_ zfl Z zfl Z(zfl)”*‘?

Onerme 3.7.9 H(a;r, R) halkasinda holomorf olan f fonksiyonunun bu
halkada bir ilkelinin olmasi icin gerek ve yeter kosul f fonksiyonunun bu
halkadaki )" an(z — a)™ Laurent serisinde a_; = 0 olmasidar.

Kamit. 1. f'nin H(a;r, R) halkasinda bir F' ilkeli olsun. Teorem 3.7.4’ten
dolay1, F'nin bu halkada bir F(z) = Y.7°>° _b,(z — a)" Laurent acilim

vardir. Yine bu teoremle B
+00 +o00
Z an(z —a)" = f(z) = F'(2) = Z nbp(z —a)" L.

Katsayilarin tekliginden, her n € Z i¢in a,—1 = nb,, 6zellikle a_; = 0 olur.

2. Simdi a_; = 0 olsun. Her n € Z i¢in n # —1 ise, an(z — a)™ fonk-
siyonunun C\{a}’da bir (n + 1)7!(z — a)"*lilkeli vardir. Dolayisiyla, iz
H(a;r, R) halkasinda olan her kapali 7 integral gezisi i¢in n # —1 ise,
f,y an(z — a)"dz = 0 olur. Buradan, ) a,(z — a)" serimizin y’da diizgiin
yakinsakligini da ige katarsak, halkamizdaki her kapali v integral gezisi igin

[ £tz = 3 /anz—a"dz_o
A

n=—oo,n#—1

dolaysiyla f fonksiyonu H(a;r, R)’de bir F ilkeli vardir. [ |
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Problemler

Problem 3.7.1 f:C — C fonksiyonu sonlu nokta diginda holomorf olsun
ve bir H(0;7, R) halkasindaki Ii"_oo a, 2" Laurent acilimi icin her n € N
ile a—p, # 0 olsun. Bu durumda f’nin en az bir esash tekil noktasi oldugunu

sOyleyebilir miyiz?

Problem 3.7.2 f(z) = z(zil—&-l) fonksiyonunun H(—2;2,3) halkasindaki La-
urent ac¢ilimini bulunuz.
Problem 3.7.3 f(z) = ZQ(%;Z”) fonksiyonunun H(0;0,1), H(0;1,2),

H(0;2,400) ve H(—1;0,1) halkalarindaki Laurent serilerini bulunuz.

Problem 3.7.4 0 < |a] < |b| olmak iizere, f(2) = [(z — a)(z — b)] 7! fonk-
siyonunun H (0; |al, |b]) ve H(0; |b|, +00) halkalarindaki Laurent agilimlarim
bulunuz.

Problem 3.7.5 Log[z2/(2% — 1)] fonksiyonunun H(0; 1, +00) halkasindaki
Laurent serisini bulunuz.

Problem 3.7.6 f(z) = lsinhl fonksiyonunun bir D} halkasinda Laurent
acilimini bulup, 0’daki tekilliginin tiiriinii belirleyiniz.

Problem 3.7.7 f(z) = 14—% fonksiyonu C\{%i}’de holomorftur. ¢ € H
olsun. Geometrik olarak |c¢ —i| < |¢+ 4| oldugunu goriiniiz ve f'nin H(c; |c —

i|, |c + 7|) halkasindaki Laurent agilimini bulunuz.

Problem 3.7.8 f(z) = (exp(z?) —1)~! fonksiyonunun H(0;0, v/27) halka-
sindaki Laurent aciliminin agz%’ya kadar olan kismini belirleyiniz.

Problem 3.7.9 Z C D}(a) kiimesinin D, (a)’daki yegane yigilma noktasi
a olsun. f € H(D}(a)\Z) ve her z € Z noktast f'nin bir kutup yeriyse,
f(D}(a)\Z)'nin C’de yogun oldugunu kanitlayinz.

Problem 3.7.10 0 <r < Rve f = f1+ foise f € H(H(0;r, R)) fonksiyo-
nunun Laurent pargalanigi olsun. f ¢ift(tek) fonksiyonsa f1 ve fo de ¢ift(tek)
fonksiyondur, gosteriniz.

Problem 3.7.11 f € H(C") ise, bir ¢ sabiti ve bir F' € H(C*) fonksiyonu
her z € C icin F'(z) = f(z) — £ olacak bicimde bulunabilir; kamtlaymiz.
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Problem 3.7.12 f € H(D*) ve her z € D* i¢in |f(z)| < lnﬁ ise, f =0
oldugunu gosteriniz.

Problem 3.7.13 f € H(C*) fonksiyonunun 0’da birinci dereceden bir ku-
tup yeri var ve f(S) C R ise, bir « € C* ve bir 5 € C ile her z € C* i¢in
f(2) = az + @l + B oldugunu gosteriniz.

3.8 Ayrik Tekil Noktalar

Bu kisimda gosterimlerde soyle bir yol izleyecegiz: U C C acgik ve a € U veril-
diginde U* := U\{a} yazacagiz ve elbette U* da agiktir. Bir f € H(U*) fonk-
siyonunu a noktasia holomorf olarak genisletebiliyorsak, bu fonksiyonu f ile
gosterecegiz. Bir g : U — C fonksiyonu ¢g|U* € H(U*) olacak bigimde verildi-
ginde, eger g|U* fonksiyonu a noktasina holomorf genislerse g/HT*(a) # g(a)
olabilir. Ornegin her z € C* igin g(z) := sinz ve g(0) := 1 olarak tanimlan-
sim. g|C* fonksiyonu 0 noktasina 9]76*(0) = 0 ile holomorf genigler. Boylece,
inceleyecegimiz f € H(U*) fonksiyonlarimin bir F' : U — C’nin kisitlamasi
olmasi, dd. f = F|U* olmasi bizi ilgilendirmeyecek; tiim savlarimizda belir-
leyici olan f olacaktir!

U,a,U* ve f yukaridaki gibi olsunlar. U = Cise R = +o0, diger durumda
R := d(a,dU) olsun. H(a;0, R) halkas1 U igine diigen a merkezli en biiyiik
halkadir. f fonksiyonunun H(a;0, R) halkasindaki Laurent serisi,

+o0 —00
fR)= ) alz—a)"= Y an(z—a)" + ) an(z—a)" = fi(2) + fa(2)
n=-—0o n=-—1 n>0

olsun. Birbirini diglayan asagidaki ti¢ durum s6z konusudur:

1. Her n € N* i¢in a_,, = 0. Bu durumda
f(2) = fa(2) = ) an(z —a)" (3.42)
n>0

olur ve a noktasma f’nin bir kaldirilabilir tekil noktasi denir. Bu
durumda f(a) := ag olarak tammlanir.

2. Negatif bir m € Z sayis1 a,, # 0 ve n < m kogulunu saglayan her
n € Z igin a, = 0 olacak bigimde vardir. Bu durumda

f'nin a noktasinda m. dereceden bir kutup yeri vardir denir.
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3. Sonsuz ¢oklukta negatif n € Z i¢in a, # 0. Bu durumda f’nin a

noktasinda bir esash tekil noktasi vardir denir.
Bu ii¢ durumun birbirini digladigr agiktir. Diger yandan, H(a;0, R) halkasi

ve Laurent acilimi tek olarak belirli oldugundan, bu tanimlar kusursuzdur.

w= (z—a)"! ve b, := a_, yazarsak fi asal kism1 fi(w) =, < bpw"
seklini alir. fnin a noktasinda bir kutup noktasi olmasi tamda fi(w)nin
bir polinom olmasina, f’nin a noktasinda bir esash tekil noktasi olmasi
ise fi(w)nin bir tam agkin fonksiyon olmasma kargilik gelir. Kisim 3.2’de
limy, 00 f1(w) ayrmtili bigimde incelendi; w — oo ise z — a’ya denk oldu-
gundan, o bilgiler bize lim, ., f1(2) hakkinda bilgiler verir. Izleyen 6nerme-
lerde bu iyi bir kilavuzdur.

Teorem 3.8.1 U C C agk, a € U, U* := U\{a} ve f € H(U*) olsun.
Asaqrdaki onermeler denktirler:

(i) f’nin a’da bir kaldvrilabilir tekil noktasy vardar.

(ii) f fonksiyonu a’ya holomorf genisletilebilir.

(iii) f fonksiyonu a’ya strekli genisletilebilir.

() f fonksiyonu bir Df(a) C U*’da sinurlidr.

(v) lim,_,4(z —a)f(z) = 0.
Kamit. (ii)<=(iii)<=(iv)<=(v) Riemann Genisletme Teoremi’nin dogru-
dan sonucudur. (i)<=>(ii) oldugunu gosterirsek igimiz biter.

(i)==(ii): (3.42) esitliginden otirii U’daki en biiyik H(a;0, R) halka-
sinda f(z) = fa(z). Ancak fy fonksiyonu Dg(a)’da holomorftur, dolayisiyla
f (a) := fa(a) olarak tamimlarsak Dg(a)’da f = f» holomorf olur, boylece f
fonksiyonu a’ya holomorf genisletilebilir.

(il)=>(i): f fonksiyonu a noktasima holomorf genislesin; bu geniglemeyi
f ile gsterelim. f € H(Dg(a)) oldugundan, bir Y >0 an(z—a)™ kuvvet seri-
sine acilabilir. f|H (a;0, R) = f|H(a;0, R) oldugundan, bu seri ayn zamanda
f’nin H(a;0, R) halkasindaki Laurent a¢ihmidir. Dolayisiyla, a noktasi f’nin
bir kaldirilabilir tekil noktasidir. |

Teorem 3.8.2 U C C agk, a € U, U* := U\{a}, m € N* ve f € H(U")
ise, asagidaki onermeler denktirler:

(i) f fonksiyonunun a’da m. dereceden bir kutup yeri vardur.

(i) 3g € H(U), g(a) # 0 dyle ki,

vze U f(z) = &)

(z —a)m™

(iii) Bir Dy(a) C U dairesi, a noktasinda m. dereceden sifir yeri olan bir
h € H(Dy(a)) fonksiyonu her z € D}(a) i¢in h(z) # 0 ve f(z) =
1/h(z) olacak bigimde vardur.
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(iv) Bir Dy(a) C U dairesi ve My, My > 0 gergel sayilary her z € D} (a)
igin My|z — a|™™ < | f(2)] < Ma|z — a|™™ olacak bi¢imde vardar.

Kanit. (i)=(ii): U*'da g(z) := (z — a)™ f(2) olarak tamimlansm. Tanim
geregi g € H(U*) olur. U’ya diigen a merkezli en biiyiik halkamiz H (a; 0, R)
ise, tamim geregi f'nin H(a;0, R)’deki Laurent agilimi agagidaki gibidir: Vz €
H(a;0,R)

:10, + fQ(Z)v A—_m 7é O, f2 € H(DR((Z))

Buradan H(a;0, R)'de p(z) = 3.7 a_; (z — a)™ " olmak fizere,

(z=a)" f(z) = p(2) + (2 — a)" fa(2) =: 9(2) (3.43)

saglanir. p(z) bir polinom oldugundan, her yerde, 6zellikle a noktasinda ho-
lomorftur ve p(a) = a_y, # 0. Diger yandan, (z — a)™ f2(z) de a noktasinda
holomorftur. Dolayisiyla, (3.43) esitliginin sag yan a noktasimda holomorf-
tur ve orada a_y, degerini alir. g(a) := a_,, olarak tanmmlarsak g € H(U)
ve g(a) # 0 olur.

(il)==(iii): g € H(U) ve g(a) # 0 oldugundan, bir D,(a) C U dairesi
daima g(z) # 0 olacak bi¢imde segilebilir. Bu durumda ¢ := 1/g fonksiyonu
D, (a) dairesinde holomorftur ve orada sifir yeri yoktur. Dolayisiyla, h(z) :=
(z — a)™p(z) fonksiyonu D,(a) dairesinde holomorftur ve orada yalnizca
a noktasinda bir sifir yeri vardir ve bu sifir yeri m. derecedendir. Elbette
D,(a)da f =1/h.

(ill)=(@iv): ¢ yukarldaki gibi olmak tizere, 0 < o < r yeterince kiigiik
secilirse My := inf, 5 () | 5! > 0ve 0 <M :=sup,p | 5l < +oo
olur. Buradan |f(2)| = |z — a| "p(z)| 7t ile sav cikar.

(iv)==(i): D(a)da 0 < M; < |z —a|™|f(2)] £ M2 < +oo olsun.
Teorem 3.8.1(iv)’ten dolay1, ¥(z) := (2 — a)" f(z) fonksiyonu a noktasina
holomorf genigletilebilir ve [¢(a)] > M; > 0. Dolaysiyla, 1 fonksiyonu
Dg(a) dairesinde ), - an(z — a)", ag # 0 gibi bir kuvvet serisine acilir;
bu ayni zamanda ¥’nin H (a;0, R) halkasindaki Laurent agihmidir. Buradan
f'nin H(a;0, R)’deki Laurent agilimi

) = e 4 T S (= )F T g £0

(z —a)m zoa

olur. Tamim geregi a noktasi f fonksiyonunun m. dereceden bir kutup yeridir.
|
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Sonug 3.8.3 (i) a noktasimn f € H(U*) fonksiyonunun bir kutup yeri
olmasu igin gerek ve yeter kosul lim,_,, f(z) = oo olmasider, dd. f
fonksiyonunu U "ya f(a) = o0 ile genigletirsek, f : U — Cy fonksiyo-
nunun a noktasinda stirekli olmasidar.

(i) f € H(U*) fonksiyonunun a noktasinda bir kutup yeri varsa f’yi a
noktasina f(a) = 00 ile genisleterek elde ettigimiz f doniistimi a nok-
tasinda holomorftur.

Kanit. (i) f'nin a noktasinda bir kutup yeri varsa (3.8.2)(iii) 'teki gosterim-
lerle lim,_,, f(2) = 1/lim,_4 h(z) = 1/0 = oo olur.

Tersine, lim,_,, f(z) = oo ise, o yeterince kiigiik segildiginde D¥(a)’'da f
sifir degerini almaz, g := 1/ f orada holomorftur ve lim,_,, g(z) = 0 olur. Do-
layisiyla, g fonksiyonunu g(a) := 0 olarak tammlayarak D, (a)’ya holomorf
genisletebiliriz ve a noktasi bu dairede ¢’'nin yegane sifir yeridir. a noktasi
g'nin m. dereceden sifir yeriyse, D, (a)’da holomorf ve sifir yeri olmayan bir
©(z) fonksiyonu ile §(z) = (z — a)™p(z) olacagindan, D*(a) da

L (e
G-ameE  (z-a)"

olur. (3.8.2)(ii)’den f’nin a’da m. dereceden bir kutup yeri vardir.

(ii) a noktasi f fonksiyonunun m. dereceden bir kutup yeri olsun. Te-
orem 3.8.2(ii)’den dolay1 bir D,(a) C U dairesi, bu dairede holomorf ve sifir
yeri olmayan bir g fonksiyonu her z € D}(a) igin f(z) = (z — a)"™g(2)
olacak bigimde bulunabilir. Bu durumda her z € Dj(a) igin (f(z))~! =
(z — a)™(g9(2))~' =: h(2) olur. h fonksiyonu D,(a)’da holomorf ve h(a) =

f(z) =

0= é = f(la) oldugundan, D, (a)’da % = ¢ holomorf, dolayisiyla tanmima
gore f doniigiimii @ noktasinda holomorf olur. |

Ornek 3.8.4. C*’da tamml f(z) = sz fonksiyonunun 0’da bir kaldilabilir tekilligi,
g(z) = & + cos z’nin 0 noktasinda figiincii dereceden bir kutup yeri ve h(z) = e =

Ym0 migw fonksiyonunun 0 noktasinda bir esash tekilligi vardir. z — 0 igin h(z)’nin
davranigi h(%) = €”’nin z — oo igin davramsidir. Ancak e® bir tam agkin fonksiyondur
ve biz Teorem 3.2.5te sunu kanmitladik: f € H(C) bir tam agkin fonksiyonsa her w € C
sayisina kargihik z, — oo olan bir diziyi lim,— 4+ f(2n) = w olacak bigimde bulabiliriz.
Aslinda exp(C) = C* oldugunu biliyoruz ve exp fonksiyonu 274 peryodludur. Dolayisiyla,
her r > 0 gergel sayisi i¢in exp(D7} (00)) = C*, dd. h(D;(0)) = C*. Ozel olarak 0 # a =

pe'? verilmisse exp% = a denkleminin tiim ¢6ziimleri

1

“hmpriesr ) K€D

Zk

sayilaridir ve her D} (0)’da bunlardan sonsuz tane vardir.
Simdi bu davranigin her esash tekillik igin gegerli oldugunu kanitlayacagiz.
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Teorem 3.8.5 (Casorati-Weierstrass) U C C agik, a € U, U* := U\ {a}
ve f € H(U*) olsun. Asagidaki énermeler esdegerdir:

(i) f fonksiyonunun a noktasinda bir esash tekilligi vardar.
(1)) V. C U kiimesi a’mn herhangi bir komsulugu ve V* = V\{a} ise,
F(V*) resmi C’de yogundur.
(111) limy—s 100 2n, = a olan bir (z,) C U* dizisi, (f(zn)) dizisi yakinsak
olmayacak bicimde bulunabilir.

Kanit. (ii)==(iii) asikardir. (iii) saglanmigsa f fonksiyonu a noktasma sii-
rekli olarak genigletilemez; dolayisiyla a noktasi f'nin ne kaldirilabilir tekil-
ligi ne de bir kutup noktasidir. Boylece (iii)==-(i).

Simdi (i)==(ii) oldugunu gorelim: Bu, —(ii) = —(4) 6nermesine denk-
tir. (ii) olmasin. a noktasimin bir V' komsgulugu i¢in f(V*) kiimesi C’'de yo-
gun olmasin. Bu durumda bir r > 0 pozitif sayis1 ve bir b kompleks sayisi
D,(b) N f(V*) = 0 olacak bigimde bulunabilir. O zaman her z € V* i¢in
|f(2) —b] > r olacagindan, g := (f(z) — b)~! fonksiyonu V*’da holomorf
ve sinirlidir; dolayisiyla V'ye g olarak holomorf genigletilebilir. Simdi V*’da
f(z) =b+ le) oldugundan, a noktasi, g(a) # 0 ise f’nin bir kaldirilabilir
tekilligi, g(a) = 0 ise f’nin bir kutup yeridir. |

Bu teoremi KA II'de Picard Teroemi’yle genellestirecegiz. Birebir holo-
morf fonksiyonlarin ayrik tekil noktalar: i¢in biraz fazlasimi soyleyebiliriz.

Teorem 3.8.6 B C C bir bilge ve A C B ise B’de kapali ve ayrik olsun.
f: B\A — C holomorf ve birebirse asagidakiler gecerlidir:

(i) f’'nin A’da esasl tekil noktalar: yoktur.
(11) f’nin bira € A noktasinda bir kutup yeri varsa bu birinci derecedendir.

(111) A’nan her bir noktasinda f’nin bir kaldvrilabilir tekil noktas: varsa
fnin f : B — C holomorf genislemesi de birebirdir.

Kanit. (i) a € B keyfi verilsin. Bir D, (a) C B dairesi AN D,(a) = {a} ve

B’ := B\ (A U Dr(a)> # () olacak segilebilir. Agik Doniigiim Teoremi'nden
dolay1, f(B') # 0 agik ve f birebir oldugundan, f(D}(a)) N f(B') = 0
olur. Casorati-Weierstrass Teoremi’nden dolay1, f'nin a noktasinda bir esash
tekilligi olamaz.

(ii) m € N* ve a € A olmak iizere, f'nin a’da m. dereceden bir kutup yeri
olsun. Teorem 3.8.2(iii)’e gore bir D, (a)’da holomorf ve a’da m. dereceden
sifir yeri olan bir A fonksiyonu bu dairede f = % olacak bigimde vardir.
fID!(a) birebir oldugundan, h : D}(a) — C* da birebirdir. Dolayisiyla,
h : Dy(a) — C birebirdir. Bunun sonucu olarak h'(a) # 0 ve h'nin a’da
birinci dereceden bir sifir yeri vardir. Sonug olarak, m = 1.
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(iii) Her a € A noktas1 f’'nin bir kaldirilabilir tekil noktasi olsun ve f
ise f'nin B’ye holomorf geniglemesi olsun. f 'nin birebir olmadigini varsa-
yalim. Bu durumda 21,29 € B noktalar z; # 2o ve w = f(zl) = f(zz)
olacak bigimde vardir. B'de D, (z1), D,(22) ayrik dairelerini D}(z1) C B\ A
ve D}(z2) C B\A olacak bicimde secelim. Agik Doniigiim Teoremi’nden,
f(Dy(21)) N f (Dy(22)) kiimesi w'nin bir agik komsgulugudur. Bu komsu-
luktan segilen bir w’' # w igin 2] € D}(z1) ve 25 € D}(z2) noktalari
f(z)) = f(z4) = w' olacak bigimde vardir. 2| # 2} ve 2{,z, € B\A ol-
dugundan, bu, f'nin birebirligi ile celigir. Dolayisiyla, varsayimimiz yanls,
savimiz dogrudur. |

Biz tekil noktalar: Laurent serileri iizerinden tanimladik ve onlara denk
onermeler elde ettik. Dolayisiyla, Laurent serilerine bagvurmadan bu tanim-
lar1 goyle de verebilirdik: U C C agik, a € U,U* := U\{a} ve f € H(U*)
olmak iizere, a noktasi f fonksiyonunun

(1) lim,—4(z —a)f(z) = 0 ise bir kaldirilabilir tekil noktasi,
(ii) lim,—,, f(2) = oo ise bir kutup noktasi,
(iii) ne bir kaldirilabilir tekil noktasi ne de bir kutup noktasiysa, bir esash
tekil noktasidir.

Not 3.8.7 Elimizdeki bilgilerle tekil noktalar: lim,_,, [(z — a)f(2)| ile de
karakterize edebiliriz: U C C agik, a € U, U* := U\{a} ve f € H(U*) olsun.
a noktasi f fonksiyonunun:

1. kaldvrdabilir tekil noktasidir <= Ilim,_, |(z — a) f(2)| = 0,

2. bir kutup yeridir <= Ilim,_,, |(z — a)f(z)| # 0,

3. esasl tekil noktasidir <= lim,_,, |(2 — a)f(z)| limiti yoktur.
Bunlardan (2)’nin <= yonii i¢in lim,_, [(z — a) f(2)| # 0 ise lim,_,, f(2) =
oo oldugunu belirtmekle yetinecegiz. A

Tamim 3.8.8 U C Cy agk, o0 € U, U* := U\{oo} ve f € H(U*) ve
V* = x(U*) olsun (x i¢in (3.26)’ya bkz.). 0 noktas:

f=fox iV =C, f(2)=f(z7Y)

fonksiyonunun bir kaldirilabilir tekil noktast veya m. dereceden bir kutup
noktast veya bir esash tekil noktasiysa, oo noktass f’nin bir kaldirilabilir
tekil noktas: veya m. dereceden bir kutup noktast veya bir esasl tekil
noktasitdar denir.

Ornegin n € N* i¢in f(2) = 2" olsun. f(z) = z~" fonksiyonunun 0’da
n. dereceden bir kutup yeri oldugundan, f fonksiyonunun oc’da n. dereceden
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bir kutup yeri vardir. Eger f(2) =, < an2" tam agkinsa, dd. serimiz C’de
yakinsak ve sonsuz tane n igin a, # 0 ise, f'nin oo’da bir esash tekil noktasi
vardir.

Not 3.8.9 Holomorf fonksiyonlar i¢in tanimlanan yerel kavramlar benzer
bicimde oo noktasinda da tanimlanir. Ornegin U C Cu, 0o € U ve f €
H(U), f(co) = w olsun. 0 noktas: fnin n. dereceden bir w yeriyse, 0o
noktast f'nin n. dereceden w yeridir denir. Bu kez n € N* igin f(z) =
z~™ alirsak f (z) = 2™ fonksiyonunun 0’da n. dereceden bir sifir yeri olur;
dolayisiyla f fonksiyonunun oo’da n. dereceden bir sifir yeri vardir. A

Holomorf fonksiyonlara iligkin yerel teoremler de co noktasina aktarilir-
lar. Ornegin Riemann Genigleme Teoremi'ni verelim: U C Cu agik, 0o €
U, U* .= U\{oo}, f € H(U*) ve f bir Df(co) da sumrlysa, f fonksiyonu
oo noktasina holomorf genisler. Gergekten de bu durumunda f € H(V¥)

fonksiyonu D7(0)’da smurh oldugundan, sifira holomorf genigler. f(0) = a
ise f(oo) := a alwsak, f € H(U) ve f|JU* = f. Benzer bi¢imde Casorati-
Weierstrass Teoremi oo esash tekil noktalar igin gecerlidir: f : U — C
fonksiyonunun oo’da esasl tekilligi varsa her D} (oco) C U i¢in f(D}(c0))
kiimesi C’de yogundur. Benzer bigimde herhangi bir f : U — Co donii-
stimi igin f(00) = oo ve 0o noktast bir kutup noktaswysa, f donisimi oco’da
holomorftur.

Problemler

Problem 3.8.1 f € H(C\(—N)) fonksiyonunun her bir —n € —N’de birinci
dereceden bir kutup yeri var ve her z € C\(—N) i¢in f(z+1) = zf(z) esitligi
saglanmigsa Res(f, —n) = (_nﬁ oldugunu gosteriniz.

Problem 3.8.2 0 noktasinin exp% fonksiyonun bir ayrik ve esash tekil
noktasi oldugunu gdésteriniz.

Problem 3.8.3 Problem 3.8.2 genellegtirilebilir: f'nin a noktasinda bir
kaldirilamaz tekilligi varsa ef 'nin a’da bir esash tekilligi oldugunu gosteriniz.

Problem 3.8.4 f € H(C*) fonksiyonunun 0’da birinci dereceden bir kutup
yeri var ve f(S) C R ise, bir a € C* ve bir § € C ile her z € C* igin
f(z)=az+ 6% + B oldugunu gosteriniz.

Problem 3.8.5 f € H(C)’nin oco’da kaldirilabilir bir tekilligi varsa f sabit-
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tir; gosteriniz.

Problem 3.8.6 Eger a noktasi f fonksiyonunun bir esash tekil noktasiysa
ve p sabit olmayan bir polinomsa, ¢ noktasimin p o f fonksiyonunun da bir
esash tekil noktasi oldugunu gosteriniz.

Problem 3.8.7 f sabit olmayan bir tam fonksiyonsa ef 'nin co’da bir esash
tekilligi oldugunu gosteriniz.

Problem 3.8.8 A C D} (a) kiimesi yegane y1gilma noktasi a olan sayilabilir
sonsuz bir kiime ve f € H(D}(a)\A) olsun. Ayrica, A'min her noktasi f’nin
bir kutup noktasiysa, f(D}(a)\A)'nin C’'de yogun oldugunu gosteriniz.

Problem 3.8.9 B C C bir bolge a € B ve f: B\{a} — C holomorf olsun.
Bir n € N* ve bir € > 0 ile her z € D?(a) i¢in

Re f(z) < —nln|z — qa|
ise, a’nin f’nin bir kaldirilabilir tekilligi oldugunu gosteriniz.

Problem 3.8.10 Agagidaki fonksiyonlarin C,’daki ayrik tekil noktalarini
bulup karakterlerini belirleyiniz:

1ol t g, Logz 5. _VZ
' z—2 R | 2241
1 cot mz
4. ez 5. po 6. exptan 2
ze? CcoS 2 1
zZ
ﬁ 11. exp <1 i z> 12. sin(cosz™ 1)t

Problem 3.8.11 (f,) C H(D}(a)) ve bu dizi D;}(a)’da f’ye kompakt diiz-
giin yakinsak olsun. Her f,, fonksiyonunun a noktasinda ya bir kaldirilabilir
tekilligi, ya da < m dereceden bir kutup yeri olsun. Bu kosullarda f fonk-
siyonunun da a noktasinda ya bir kaldirilabilir tekilligi, ya da < m dereceli
bir kutup yeri oldugunu gosteriniz.

3.9 Meromorf Fonksiyonlar

3.9.1 Meromorf Fonksiyonlarin Tamimi ve Temel Ozellikleri

Onerme 3.9.1 X yerel kompakt Hausdorff topolojik uzay, P C U C X wve
U ag¢iksa asagidaki onermeler denktirler:
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(i) Her x € U noktasinin bir V,, komsulugu V, NP sonlu olabilecek bigimde
vardwr. Bu durumda P kimesi U’da yerel sonludur denir.

(11) U’nun her kompakt K altkimesi i¢in K N P sonludur.
(i1i) P kiimesi U’da kapal ve ayriktor.
(iv) P’nin U’da bir yigilma noktasy yoktur.

Kanit. (i)==(ii) U'nun kompakt K altkiimesi verilsin. Her = € U i¢in bu
noktanin V. komsulugu V, N P sonlu olacak bicimde secilsin. K kiimesini
sonlu sayida V., ..., V,, kiimeleriyle ortebiliriz. Dolayisiyla, K N P kiimesi
sonlu (J;"; Vi, N P kiimesinin altkiimesi olarak sonludur.

(ii)==(iili) € P keyfi verilsin. U yerel kompakt oldugundan, = noktasi-
nin U’da bir kompakt U, komsulugunu segebiliriz. Varsayimimizdan U, N P
sonlu ve uzaymmz Hausdorff uzayr oldugundan, x noktasinin U’da bir W,
komgulugu W, N P = {x} olacak bi¢imde segilebilir. Sonug olarak, P kiimesi
U’da ayriktir.

Simdi P’nin U’daki kapanigi P ve € P olsun. ¢ P oldugunu varsaya-
lim. Yukarida oldugu gibi x noktasinin U’da kompakt U, komsgulugu secilsin.
U, N P sonludur; buradaki noktalar pq, ..., pn, ise, uzayimiz Hausdorff oldu-
gundan, x noktasimin bir W, komsulugu p1,...,pm ¢ Wy, dd. W, NP =)
olacak bicimde bulunabilir; bu ise 2 € P ile celisir!

(iii)=(iv) ve (iv)=(i)’1 okura birakiyoruz. |

C ve Cy 6nermemizin kosullarini saglar. Yerel sonluluk bir mutlak kav-
ram degil, bir goreceli kavramdir ve U’ya baghdir. Ornegin P := {%\n € N*}
kiimesi {z | Re z > 0} agik kiimesinde yerel sonludur, buna kargin ayni kiime
C’de kapali degil, dolayisiyla yerel sonlu degildir. Yine N kiimesi C.,’da
ayrik, ancak kapali degildir; boylece N kiimesi C,’da yerel sonlu degildir.
Gergekten de co’un her komgulugunda sonsuz sayida dogal say1 vardir.

Bu yeni kavramla holomorf fonksiyonlar icin Ozdeslik Teoremi'ni soyle
de ifade edebiliriz:

Teorem 3.9.2 B C C bir bolge, f € H(B) ve f sabit degilse her w € C
icin f~1(w) kiimesi B de yerel sonludur.

Onerme 3.9.3 P kiimesi U C Co agik kiimesinde yerel sonlu olsun. P
saylabilirdir. Ayrica, U bir bélge ise U\P de bir bélgedir.

Kanit. Her K C U kompakt kiimesi i¢in P N K sonludur. U kiimesini say1-
labilir coklukta kompakt kiimelerle tiiketebildigimizden, P sayilabilir olmak
zorundadir.

Simdi U baglantili olsun ve a,b € U\ P noktalar keyfi verilsin. Her gey-
den o6nce P kiimesi U’da kapali oldugundan, U\P agktir. C,, yerel yol
baglantili oldugundan U yol baglantihidir. Simdi + gezisi U’da a noktasini
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b noktasima baglasin. v kompakt oldugundan, v izi iizerinde P’nin en fazla
sonlu sayida dgesi vardir. Bunlar py, ..., p, olsun. p; merkezli D; dairelerini
ikiger ikiger ayrik, D; C U ve D; N P = {p;} olacak bigimde segebiliriz. Her
bir D;’de v gezisinin p; civarindaki bir kismini p;’den ge¢gmeyen bir geziyle
degigtirerek a’y1 U\ P’de bir v gezisi ile b noktasina baglariz. Boylece U\ P
acitk ve yol baglantili oldugundan, baglantilidir. |

U C Cx acik, P C U kiimesi U’da kapali ve ayrik olsun. Bir a € P
noktas1 f € H(U\P) fonksiyonunun bir kaldirilabilir tekil noktasiysa, f
fonksiyonunu a’ya holomorf olarak; eger bir kutup noktasiysa a noktasina
siirekli olarak genisletilebilecegini biliyoruz. Dolayisiyla, P kiimesi U da ye-
rel sonlu olmak tzere, her f € H(U\P) fonksiyonu, ejer P’de esasl tekilligi
yoksa bir stirekli f : U — Cq fonksiyonuna genigletilebilir. U’da yalnizca
kaldirilabilir tekillikleri ve kutup yerleri olan iki f, g fonksiyonuna, kaldirila-
bilir tekilliklere holomorf genislettigimizde, esit fonksiyonlar elde ediyorsak
esittir diyecegiz. Bu anlamda ayrik tekillikleri kaldirilabilir veya kutup nok-
tasi olan fonksiyonlar iyi huyludur ve onlar hakkindan bir seyler séylenebilir.
Onlara bir ad takacagiz, onlar U’da meromorf fonksiyonlarimiz olacaklardir.

Uzlagma: Biz kaldirilabilir tekil noktalara, inceledigimiz f fonksiyonlarinin
holomorf genisletildigini ve bu genigletilmis fonksiyonumuzun da yine f ile
gosterildigini varsayacagiz. Bu kisimda inceleyecegimiz f fonksiyonlarinin
kaldirilabilir tekilligi olmayacak, ¢iinkii varsalar kaldirmig olacagiz!

Tanim 3.9.4 U C C, olmak tizere, herhangi bir sirekli f : U — Cg
doniigiimiine Py := f~1(c0) kiimesi ayrik ve f déniisiimi U\ Py de holomorf
ise, f fonksiyonu U’da meromorftur denir. M(U) ile U’daki meromorf
fonksiyonlarin kiimesini gosterecegiz.

f siirekli oldugundan, P kiimesi U’da kapahdir, 6zetle Py kiimesi U 'da
yerel sonludur. f 'nin a € Py noktasinda siirekli olmasi lim,_,, f(z) = oo
olmasi, dolayisiyla a noktasinin f fonksiyonunun bir kutup noktasi olmasi
demektir. Py kiimesi tama tamana f fonksiyonumuzun U ’daki kutup nok-
talarimn kiimesidir. f’yi stirekli sectigimizden artik kaldirilabilir tekillik-
leri olamaz, dolayisiyla f meromorf fonksiyonumuz uzlagmamiza uyan bir
fonksiyondur. Kutup noktalar1 ve esash tekil noktalarina gercek tekil nok-
talar dersek, meromorf fonksiyonlar yalnizca gercek tekillikleri olan ve on-
larin da kutup noktalar: oldugu fonksiyonlardwr. Py = () dislanmadigr icin
HU) € M(U) ve U’daki holomorf fonksiyonlar, kutup yerleri olmayan
U’daki meromorf fonksiyonlardir. Bu tamima gére U’daki f = oo fonksi-
yonu U’da bir meromorf fonksiyon degildir; ancak Tanim 3.6.8’¢ gore bir
holomorf doniigiimdiir! Bagka bir anlatimla f : U — C, fonksiyonunun
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meromorf olmasi f’nin U’nun higbir baglantili bilegeninde 6zdes olarak oo
olmayan bir holomorf f : U — C,, doniistimii olmasi demektir.

Teorem 3.9.5 B C Cy bir bolge olmak dizere, f : B — C& déndistimii-
nin B’de meromorf olmasi f Z oo ve f donistiminin holomorf olmasina
denktir.

Kamt. (1) f € M(B) olsun. Tanmm geregi f : B — Cq siireklidir ve
P; = f71(c0) olmak iizere, f fonksiyonu B\Pj’de holomorftur. a € Py
olsun. Once a € C durumunu inceleyelim: a noktasi f'nin bir kutup yeri
oldugundan, bir D,(a), bir m € N* ve bu dairede holomorf ve sifir yeri
olmayan bir g fonksiyonu ile her z € D,(a) igin f(z) = g(2)/(z — a)™ olur.
a noktasi f'nin bir co-yeri oldugundan, f'nin a’da holomorf olmasi tanim
geregi 1/f'nin a noktasinda holomorf olmasi demektir. Bu ise D, (a)’daki
1/f(2) = (z — a)™/g(2) esitliginden agikardir. Simdi a = oo ise, f yerine
f (z) = f(1/2) fonksiyonuna gegerek ayni sonuca ulagilir. Sonugta f : B —
Co doniigiimii holomorftur.

(2) Simdi f : B — C holomorf ve f # oo olsun. Tamim geregi f
siireklidir ve Py := f~!(c0) olmak iizere, f € H(B\Py) olur. f siirekli ol-
dugundan, Py kiimesi B’de kapaldir. Simdi Py'nin B’de ayrik oldugunu
gorelim: Pr'nin B’deki yigilma noktalarmi kiimesini A ile gosterelim. To-
polojiden A'nin B’nin bir kapah altkiimesi oldugunu biliyoruz. A # ) ve
a € A oldugunu varsayalim. Once a € C olsun. Bir (a,) C Dj(a) N Py di-
zisini lim a,, = a olacak bicimde secelim. f fonksiyonu a noktasinda siirekli
oldugundan, f(a) = lim,, 4 f(a,) = oo olur. Bu durumda a,’ler ve a nok-
tas1 1/ f'nin sifir yerleri oldugundan, Ozdeslik Teoremi'nden dolay1 D, (a)’da
% = 0, dolaywsiyla D,(a)'da f = oo olur. Boylece D,(a) C A olur. Simdi
a = oo olsun. Bu durumda f (z)=1f (%) icin az onceki irdelemeler gecerlidir
ve yine bir r > 0 ile D,(a) C A sonucuna ulagiriz; boylece A bir agik kiime-
dir. B bolge oldugundan, A kiimesi B’nin hem agik hem kapali alt kiimesi
olarak A = B ve dolayisiyla B’de f = oo olur ki bu, varsayimimizla geli-
sir. Son olarak a € P ise, % fonksiyonu bir D,(a)’da holomorf oldugundan,
f’nin a’da bir kutup yeri vardir. |

Not 3.9.6 Genelde bize bir V' C C kiimesinde bir f : V' — C holomorf
fonksiyonu verilmigtir. Bir a € C\V noktasimin 0V simirinin bir ayrik nok-
tas1 olmasi yeterince kiiciik bir r, > 0 ile D} (a) C V olmasi demektir.
Uzlagmamiz geregi a noktasi f’nin bir kaldirilabilir noktasi degildir (tiim
kaldirilabilir tekilliklere f fonksiyonunu holomorf genigletilmis diigiinecegiz).
V kiimesinin ayrik sinir noktalarinin kiimesi P olsun. Elbette U := VUP =
VUU,ep Dr, (a) bir agik kiimedir ve tanim geregi V' = U\ P. Eger P kiimesi
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U’da kapaliysa ve her p € P noktasi f'nin bir kutup noktasi ise, her p € P
icin f (p) := o0 ve f |V := f tamimlayarak bir meromorf f:U — Cu fonksi-
yonu elde ederiz; ¢iinkii her p € P i¢in lim,_,, f (z) = f (p), dolayisiyla fnin
her p € P noktasinda da siirekli oldugunu biliyoruz. Boylelikle, U C Cy
acik ve P C U ise U’da yigilma noktasi olmayan bir alt kiime olmak {izere,
kutup yerleri P olan f € H(U\P) fonksiyonlar1 U’da meromorftur ve U’daki
tiim meromorf fonksiyonlar boyle elde edilir. A

U C Cx agik, f € M(U) ve a € Py ise f'nin n. dereceden bir kutup yeri
olsun. Bu durumda D} (a) C U ise, f orada a’nin durumuna gore

Sl ap(z—a)* + fo2)  f2 € H(Dr(a)), acn #0, a € C

fle) = S a2 + goo(2) goo € H(Dr(00)), an # 0, a = oo

Laurent ag¢ihmlarina sahiptir. Dolayisiyla, her z € D} (a) i¢in

(z—a)"f(2)
2 "f(2)

h(z), a € C, h € H(D,(a)), h(a) #0 (3.44)
9(2), a =00, g € H(Dr(0)), g(o0) # 0. (3.45)

(z — a)" fonksiyonu D, (a)’da holomorftur ve orada yalmizca a noktasinda
n. dereceden bir sifir yerine sahiptir. z=" fonksiyonu ise D, (c0)’da holomorf-
tur ve orada yalnizca oo’da n. dereceden bir sifir yerine sahiptir.

Ornek 3.9.7. Meromorf fonksiyonlara bir kag érnek verelim:

1. p(2) = anz"+- - -+ao, an # 0 olsun. p polinomu C’de holomorftur. Teorem 3.2.3’ten
lim. o0 p(2) = 00 olur. p(co) := oo olarak tammlarsak p : Coo — Co fonksiyonu stirekli,
dolayisiyla p € M(Cs) olur. Diger yandan, lim._,o(x 0 p)(z) = lim. 0 ﬁ = 0 oldu-
gundan, x o p fonksiyonu bir D;(co0)’da holomorf ve sinirli oldugundan, co’da holomorf
olur. Béylece, p polinomu co’da da holomorftur.

2. p, q € C[z] ortak bolenleri olmayan iki polinom ve r(z) := Zgz; olsun. a1, ...,a, € C
noktalar1 ¢ polinomunun birbirinden farkli sifir yerleri olsunlar ve her i igin a;’deki sifirin
derecesi m; olsun. Bu durumda bir h; € H(Dy, (a:)), hi(a;) # 0ile her z € D} (a;) igin (z—
a;)™r(z) = hi(z) olur. Dolayisiyla, r(z) rasyonel fonksiyonumuzun a;’de m;. dereceden
bir kutup yeri vardir. r(z) fonksiyonumuzun a;’deki Laurent agiliminin esas kismin g;(z)
ile gosterirsek, s := r — 3_"" | g; bir rasyonel fonksiyondur ve C’de kutup yeri yoktur.
Boylece s bir polinomdur. Boylece,

r(2) = Y 0i(2) + s(2)

ifadesi 7(z) rasyonel fonksiyonlarimizin kesirlere ayrimindan bagka bir sey degildir.

3. f € M(Cx) ise, Py kiimesi Coc kompakt uzaymin yerel sonlu alt kiimesi olarak
sonlu olmak zorundadir.(1.7.5)(iii)’ten biliyoruz ki cosz =0 <= z € 5 + 7Z ve sinz =
0 <= z € wZ. Her iki fonksiyonun da sifir yerlerinde tiirevleri sifirdan farkli oldugu icin
bunlar birinci dereceden sifir yerleridir. Dolayisiyla, f(z) = 1/cosz ve g(z) = 1/sinz
fonksiyonlarinin her ikisi de C’de meromorftur. Py = 3 + 7Z ve Py = 7Z ve tiim kutup
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noktalar: birinci derecedendir. Py ve Py kiimeleri sonsuz oldugundan, f ve g fonksiyonlar
Coo’a meromorf olarak genisletilemezler. Py ve Py kiimeleri C’da ayrik degillerdir!

Onerme 3.9.8 U C Cy, agik ve f € M(U) ise, her a € U noktasinan bir
V' komsulugunda f fonksiyonu V ’de holomorf iki fonksiyonun bolimaidir,

dd. g,h € H(V) fonksiyonlars f|V = g/h olacak bi¢imde vardr.

Kanit. a € U\Py ise f = f/1. Eger a € Py ise sav, (3.44) ve (3.45)ten
cikar. ]

Meromorf Fonksiyonlarda Islemler: B C Cy bir bélge olsun. f, g €
M(B) verilsinler. Py ve P, bu fonksiyonlarin kutup yerleri olsunlar. Py ve
P, kiimelerinin her biri B’de yerel sonlu olduklarindan, P; U P, kiimesi de
B’de yerel sonludur. Dolayisiyla, f+g ve f-g fonksiyonlar1 B\ (PyU P,) bol-
gesinde holomorfturlar. P;U P, kiimesinde ise bu fonksiyonlarin kaldirilabilir
tekillikleri veya kutup noktalar: oldugu kolayca goriiliir. Uzlagsmamiz geregi
[ £ g ve f-g fonksiyonlar: B\(PyU P,) bolgesindeki kaldirlabilir tekil nok-
talarina holomorf olarak genisletilmis olarak ele alinacaktirlar. Dolayisiyla,
Pfiy, Py C Py U P,. Burada C yerinde duruma gore C olabilir. Ornegin a
noktasi f fonksiyonunun n. dereceden bir kutup yeri ve g ise a noktasinda
n. dereceden sifir yeri olan bir meromorf fonksiyonsa a noktasi fg’nin bir
kaldirilabilir tekil noktasidir. Sonug olarak, a ¢ Py, ancak a € Py U P,. Veya
f(z) =sinz — 27! ve g(2) := 2! fonksiyonlar1 C’de meromorftur, 0 noktasi
her ikisinin de birinci dereceden kutup yeridir. Ancak f+ g fonksiyonun 0’da

bir kaldirlabilir tekilligi vardir. (m)(O) =0 ve f/—i-\g\(C* = (f+g)|C*

ile tanimlanan f/Jr\g fonksiyonu C’de holomorftur.

Teorem 3.9.9 B C Cy, bir bilge ise, M(B) yukarida tansmlanan islemlere
gore bir cisimdir.

Kamt. Kanitlanmasi gereken tek sey 0 # f € M(B) ise, dd. f € M(B) ve
f#0ise, 1/f € M(B) oldugudur. B bélge oldugundan, f'nin B’deki sifir
yerlerinin Z; kiimesi B’de yerel sonlu ve g := 1/f olmak {izere, P, C Z;
oldugundan, 1/f € M(B). ]

Sonug 3.9.10 U C Cy agik, f € M(U) ve f fonksiyonu U ’da hi¢bir yerde
yerel olarak ozdes olarak 0 degilse, dd. yerel olarak f # 0 ise, 1/f € M(U).

Kanit. Teorem 3.9.9'u U agik kiimesinin B baglantili bilegenlerine uygular-

sak bu, sav1 verir. [
B C C bir bolge ise, Sonug 1.8.6’da A(B)’nin, yani H(B) nin bir tamlik
bolgesi oldugunu kamtladik. H(B) C M(B) ve M(B) bir cisim oldugun-

)
dan, H(B) tamlk bolgesinin {f/g|f,g € H(B), g # 0} béliim cismi, M(B)
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cisminin bir alt cismidir. Biz KA II'de M(B) = {f/g|f,g € H(B), g # 0}
oldugunu kanitlayacagiz. Ancak simdilik h € M(B) ve Py, sonluise, h = f/g
olacak bigimde f, g € H(B) bulabilecegimizi gorebiliriz. h fonksiyonunun ku-

tup noktalari aq, ..., ar ve dereceleri myq, ..., m; olsun.
f(z):=(z—a))™ .- (z — ar)™*h(z) =: g(2)h(2)
fonksiyonu B\{ai,...,ar} de holomorftur ve a; noktalarinda kaldirilabilir

tekillikleri vardir ve oralara holomorf genisgletilir ve g polinomu tiim diiz-
lemde holomorf oldugundan, sonunda B’de f,g € H(B) ve h = f/g olur.

Holomorf fonksiyonlar i¢in gegerli olan teoremlerin ¢ogu meromorf fonk-
siyonlara aktarilirlar. Bunlardan bazilarimi verelim:

Onerme 3.9.11 Her holomorf f : Coo — C fonksiyonu sabittir.

Kanit. f fonksiyonu Cy'da siirekli, Co, kompakt oldugundan, f(Cs) kii-
mesi C'nin bir kompakt altkiimesidir, dolayisiyla siirhdir. Ozellikle f|C bir
sinirli holomorf fonksiyondur, boylece Liouville Teoremi’'nden dolay: sabittir.
f siirekli oldugundan, Cy,'da da sabittir. |

Kompleks katsayili rasyonel fonksiyonlarin cismi C(z) ile gosterilir.

Onerme 3.9.12 M(Cy,) = C(2), dd. Co, 'deki meromorf fonksiyonlar tama
tamina rasyonel fonksiyonlardur.

Kamt. C(z) € M(Cy) oldugu apagiktir. Tersini gorelim: f € M(Cy)
verilsin. Py = f~!(oco) kiimesi Co kompakt uzaymda ayrik oldugu igin
sonludur ve oo € Py olabilir. Py = {z1,...,2,} olsun. f fonksiyonunun
zi 'deki Laurent agiliminin esas kismin Ay ile gosterelim. Her bir hj fonk-
siyonu Coo\ {2k }'de holomorftur. Dolaysiyla, g := f — >")_; hy fonksiyonu
Coo\Py’de holomorftur. Ayrica, g'nin her bir z,’de bir kaldirilabilir tekilligi
oldugundan, g : Co. — C holomorftur, béylece Onerme 3.9.11 ile g sabittir.
Bir ¢ € Cile g(z) = ¢. Bu durumda f = Y"}_, by + c. Eger 2, € C ise,
hy fonksiyonu (z — z;)~!in bir polinomu, dolayisiyla rasyonel; eger z; = oo
ise hy fonksiyonu z’nin bir polinomu oldugundan, her bir hg bir rasyonel
fonksiyondur; dolayisiyla f rasyoneldir. |

Not 3.9.13 Ozellikle f € M(Cs) meromorf fonksiyonu, p,q € C[z] ol-
mak iizere, f(z) = 5 gz; rasyonel fonksiyonu ise kamttaki f = Y 1_; hi + ¢
ifadesine rasyonel fonksiyonlarin integrallerini almak istedigimizde bag vuru-
ruz. Bu ifade f rasyonel fonksiyonunun kesirlere parcalanmasindan bagka bir
sey degildir. p ve ¢ polinomlarimi aralarinda asal varsayalim. Bu durumda

f fonksiyonunun C’deki kutup noktalari tami tamina ¢ polinomunun sifir
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yerleridir. co noktasiysa, ancak ve ancak p’nin derecesi ¢'nun derecesinden
biiyiikse f’nin bir kutup yeridir. Eger z; kutup noktasi C’de ise

M

hi(z) = Z ﬁ

=1

tipinde bir ifadedir. Eger 2z = oo ve p ve ¢'nun dereceleri sirasiyla m ve n
olmak lizere, m > n ise hy(z) = >_;" " ar;z* tipinde bir polinomdur. A

Teorem 3.9.14 B C C bir bolge, f € M(B) ve f #sabit ise, her w € C
igin f~Y(w) kiimesi B’de ayriktor.

Sonug 3.9.15 (Ozdeslik Teoremi) B C C, bir bilge, A C B ve A
kiimesinin B’de bir yigilma noktase olsun. f,g € M(B) ve f|A = g|A ise,
f = g esitligi saglanar.

Kamt.[Teoremin kaniti] w = oo ise, f~1(0c0) = Py tanim geregi B’de ayrik-
tir.

Simdi w € C olsun. Onerme 3.9.3’ten B\ Py bir bolgedir. Dolayisiyla,
G := B\(PyU{oo}) C C de bir bolgedir. f|G : G — C holomorf oldugundan,
f~}(w)min G’de bir y1g1lma noktasi olamaz! Aksi durumda f|G sabit olurdu,
ardindan f'nin siirekliliginden B’de f sabit olurdu ve bu, varsayimimizla
celisir. Ancak f~!(w)mnin PyU{oc} de bir y1gilma noktas: olabilir. Béyle bir
yigilma noktasi varsa, f’nin siirekliliginden, bu ancak oo olabilir.

Irdelenmesi gereken durum oo € B ve co’nun f~!(w)’nin bir y1gilma nok-
tast olmasidir. Bu durumda bir o > 0 sayisin1 ve terimleri birbirinden farkli
olan bir (2, )neny C £~ (w)ND%(00) dizisini limy,— o0 2n, = 00 olacak bigimde
segebiliriz. f fonksiyonu B’de siirekli oldugundan, f(oco) = lim f(z,) = w
olur. Dolayisiyla, f fonksiyonu bir D, (co) C B dairesinde smirhdir. Bu du-
rumda f fonksiyonu D} (c0)’da holomorftur —orada kutup yeri olamaz!—,
béylece f(z) = f(z~!) fonksiyonumuz D7 (0)’da holomorf ve smirhdir, dola-

yisiyla 0 noktasina f (0) = w ile holomorf genigletilir. Bu durumda 0 noktasi

D, (0)’da holomorf olan f fonksiyonun w-yerleri olan z, b terimlerinin bir
yigima noktasidir. Holomorf fonksiyonlar icin Ozdeslik Teoremi'nden D,.(0)

dairesinde f = w, dolayisiyla D,(c0) dairesinde f = w olur. Bu durumda

yukarida kanitlananin aksine f~!(w)min G’de de yigilma noktalar1 olmasi

gerekir; bu olamaz! Sonucta her w € C igin de f~!(w)’nin B’de bir y1g1lma

noktasi yoktur, béylelikle bu f~!(w) kiimesi B’de (3.9.1)(iv)’ten dolay1 ay-
riktir.

Sonucu kanitlamak i¢in teoremi f—g € M(B) fonksiyonuna uygulayinz.

|
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Teorem 3.9.16 (Acgik Doniisiim Teoremi II) B C C., bir bolge ise,

sabit olmayan her f: B — Cs meromorf fonksiyonu bir acik déndsimdiir.
Ozellikle her G C B bélgesi i¢in f(G) de bir bolgedir.

Kamt. U C B agik olsun. zg € U keyfi verilsin ve wg = f(zp) olsun. Biz bir
o > 0'nin D, (wy) C f(U) olacak bi¢cimde bulunabilecegini gosterecegiz.

Once wy # oo durumunu inceleyelim: Bir » > 0 sayisi D,.(z9) C U ve f
fonksiyonunu D,.(zp)’da holomorf olacak bigimde segelim. Eger zg # oo ise,
f|1Dr(20) sabit olmayan bir holomorf fonksiyondur, dolayisiyla Agik Donii-
siim Teoremi’'nden dolay1 bir acik déniisiimdiir. Oyleyse, f(D;(z0)) bir acik
kiimedir. Dolayisiyla, bir o > 0 sayis1 D, (wg) C f(U) olacak bi¢imde bulu-
nabilir. zg = oo ise, bu kez f(z) = f (1) fonksiyonu D, (0)’da sabit olmayan
bir holomorf fonksiyondur ve dolayisiyla yine Agik Doniigiim Teoremi’nden
dolay1, f(D,(z0)) = f(D,(0)) bir agik kiimedir ve bir énceki argiiman geger-
lidir.

Simdi wg = oo olsun. Bu durumda g := % fonksiyonu sabit degildir ve
B’de meromorftur ve g(z9) = 0. Az 6nce kanitlanandan, bir o > 0 sayisi
D,(0) C g(U), dolaywsiyla D,(o0) C f(U) olacak bigimde bulabiliriz. Bu,
f(U) kiimesinin agikhigimin kanitini tamamlar.

G C B bir bolge ise, f siirekli oldugundan, f(G) baglantihidir, diger
yandan agik oldugunu da biliyoruz. Oyleyse, f(G) bir bolgedir. |

Teorem 3.9.17 (Maksimum ilkesi) Bir B bélgesindeki f meromorf fonk-
siyonu sabit degilse | f| fonksiyonu B\ Py te maksimumunu alamaz.

Kanit. B\ P bir bolge ve f orada holomorf oldugundan, sav (1.8.18)’den
gikar. |

3.9.2 Meromorf Fonksiyonlarin Topolojisi

Kisim 1.5te diizgiin yakinsaklik topolojilerini incelemigtik. Simdi U C Cy
agik olmak ve Co, ise doo kirig metrigi ile alinmak tizere, C(U, Co) uzayim
kompakt kiimeler iizerindeki diizgiin yakinsaklik topolojisiyle ele alacagiz.
U’nun bir K kompakt altkiimesi verildiginde her f,g € C(U,Cy) igin

doc(f.9) = sup o (/(2), (2))

zeK
Eger U = C ise U'nun kendisi kompakt oldugundan, dor bize C(Coo, Co)
uzayinda diizgiin yakinsaklik topolojisini veren bir metriktir. Ilging olan
U C Co durumuna donelim: U’yu kompakt kiimelerle tiiketebiliriz. Orne-
gin her n € N* i¢in K, := {2z € U |dwo(2,0U) > L} kiimeleri kompakt Cs
uzayimizin kapali altkiimeleri olarak kompakttirlar ve acik¢a U = J,,~1 K.
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Simdi U’yu tiiketen herhangi bir (K,) kompakt kiimeler dizisi alalim. Bu
kez f,g € C(U,Cy) olmak iizere,

' = 1 dooKn(f7 g)
pol19) =D i T e (9

n=1
alacagiz. (C,d) ve (C, dso) metrik uzaylar: tamdirlar. p (3.16) ile tanimla-
nan metrik olmak {izere, Onerme 3.4.6’da (C(U,C), p) metrik uzaymm tam
oldugunu kanitlamigtik. Ayni gekilde (C(U, Cy), poo) metrik uzayimin tamhgi
kanitlanir. po, metrigine C(U, C,) uzaymin kirigsel metrigi diyecegiz.
Simdi U C C olsun. Her z,w € C igin doo (2, w) < 2d(z,w) oldugundan,
herhangi bir (f,) € C(U) = C(U,C), f € C(U) ve herhangi bir K C U
kompakt kiimesi i¢in lim dg (fy, f) = 0 ise lim doo i (fn, f) = 0. Dolayisiyla,
lim p(fn, f) = 0 ise lim poo (frn, f) = 0 olur. Bunun tersi dogru degildir; yine
de agsagidaki 6nerme gecerlidir.

Onerme 3.9.18 M C C., (fn) C C(M,Cs), f € C(M,C) ve (f,) di-
zisi M’de f fonksiyonuna kirissel dizgin yakinsak, dd. im doops(fr, f) =0
olsun. Eger ayrica f fonksiyonu M ’de swmirlysa, bir ng dogal sayist ile

(fr)n>no C C(M,C) olur ve f, N f, dd. imdy(fp, f) = 0.

Kanit. f fonksiyonu M’de simirli oldugundan, bir ¢ > 0 sabiti her z € M i¢in
|f(2)] < colacak bigimde segilebilir. p(t) = t/+v/1 + t? fonksiyonu (0, +00)’da
kesin artan oldugundan, Vz € M igin

2/ _ 2

meﬁﬂ+§<2

(0. (2)) =
v

olur. € > 0 sayisi 0 < e+ ﬁ < 1 olacak bigimde secelim. a := e+ ﬁ
olsun. limy, dsops(frn, f) = 0 oldugundan, bir ng = ng(e) saywst her n > ng
icin dooprs(fn, f) < 2e olacak bi¢imde segilebilir. Bu durumda her z € M ve

her n > ng icin

2fn(2)
1+ |fu(2))?

a

Buradan ve 0 < a < 1 esitsizliginden, 0 < p := N ile her n > ng ve her
z € M icin |fn(2)] < p elde edilir, dd. (fn)n>n, € C(M,C). Diger yandan,
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her n > ngy ve her z € M igin

7(E) = Fale)l = doo (£, SuloD) YT+ EPY 1T+ o)
< ocl (), TV F EVIE P = Pidao(£(2), fu(2))

elde ederiz. Dolaysiyla, ||f — fullyy < Pdoori(f, fr) ve lim ||f — fully, = 0.
|

Meromorf fonksiyonlar dizilerini incelerken po. kiris metrigi daha kulla-
nighdir. Simdi bize bir (g,) C M(U) meromorf fonksiyonlar dizisi verilsin.
(gn) dizisi U’da bir g € F(U,Cy) fonksiyonuna kompakt diizgiin yakinsaksa
g € C(U,Cq) ve lim poo(gn, g) = 0 oldugunu biliyoruz.

Teorem 3.9.19 B C C. bir bolge, (fn) C M(B), f: B — Cy olsun.
lim poo (fin, f) = 0 ise, dd. (f,) dizisi B’de f fonksiyonuna kirissel kompakt
diizgiin yakinsaksa ya f = oo ya da f € M(B). Eger ayrica (f,) C H(B)
ise, ya [ = oo ya da f € H(DB).

Sonug 3.9.20 ps metrigi ile H(B) U {oo} ve M(B) U {0} uzaylar, tam-
durlar.tt

Kamit. Her seyden énce f € C(B,Cy). Simdi a € B keyfi verilsin.

(1) f(a) € C olsun. f siirekli oldugundan, bir D,(a) C B’de smirhdir.
Onerme 3.9.18’den dolay1, bir ng’dan itibaren f,, fonksiyonlar1 D, (a)’da C-
degerli, dolayisiyla D,.(a)’da holomorfturlar. Yine Onerme 3.9.18’den dolayt,
(fn)n>ne dizisi D,.(a)’da aligildik anlamda f’ye diizgiin yakinsak olduklarin-
dan, f fonksiyonu D, (a)’da holomorftur.

(2) f(a) = oo olsun. Bu durumda bir ng sayis1 her n > ng i¢in f,(a) # 0
olacak bigimde bulunabilir. Dolayisiyla, n > ng igin f, # 0 ve bu nedenle,
n > ng icin g, := 1/f, olmak tzere, (gn)n>n, C M(B) olur. g := 1/f
dersek, her z € B i¢in doo(gn(2), gm(2)) = doo(fn(2), fm(z)) oldugundan
(bkz. Problem 3.6.3), (g,,) dizisi B’de g fonksiyonuna kirigsel kompakt diiz-
giin yakinsaktir. Boylece, g € C(B,Cy) ve g(a) = 0 olur. Sonug olarak (1)

durumundayiz ve bir D,.(a) C B’de g, 2 g ve g € H(Dy(a)) olur. Eger

D,(a)’da g = 0 ise, orada f = co. Eger D,(a)’da g # 0 ise orada g'nin sifir
yerleri ayrik, dolayisiyla f = % fonksiyonu D, (a)’da meromorf olacaktir.

f siirekli oldugundan, A := f~!(c0) kiimesi B’de kapahdir. z € B\A
ise, irdelemelerimizden z noktasinin bir U, komgulugunda f fonksiyonu me-
romorftur ve U, N A = (J; boylece B\ A kiimesi B’de agiktir. Dolayisiyla,

1By sonuctaki oo ile B’deki f = oo sabit fonksiyonu kastedilmektedir.
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B=AU (B\A> ve B bir bolge oldugundan, ya A = (), ya da B\A = 0.
Boylece, ya f € M(B) ya da f = .

(3) Simdi (f,) € H(B), f € C(B,Cx) ve lim poo(fn, f) = 0 olsun.
Simdiden ya f = oo ya da f € M(B) oldugunu biliyoruz. f # oo, dola-
yisiyla f meromorf olsun. f'nin B’de kutup yeri olmadigimi kanitlayacagiz.
Bir a € BN C igin f(a) = co oldugunu varsayalim. r > 0 sayisini yeterince
kiigiik segersek a noktasinin f’nin bir D, (a)’daki yegane kutup noktasi ol-
masi saglariz; ayrica D,.(a) C B olsun. g, g, fonksiyonlar1 (2)’deki gibi
secilsinler. Ayrica, bir ng’dan itibaren f,,’lerin D,.(a)’da sifir yerleri olma-
masini saglayabiliriz; dolayisiyla n > ng icin g,’ler D,(a)'da sifir yerleri

(a)

olmayan holomorf fonksiyonlar ve g, D%g g oldugundan, Sonug 4.2.23’ten
g(a) = 0 olamaz. Celigkiye ulagtik; f(a) = oo olamaz! a = oo oldugunda
ayn irdelemeler f (%) ve gn (%) fonksiyonlariyla yapilir. Sonugta f kutup
yeri olmayan bir meromorf fonksiyon, dd. bir holomorf fonksiyondur. ]

Not 3.9.21 U :=C\D, her n € N ve her z € U igin f,(z) = 2" ve g(z) = o0
alahm. K C U kompakt kiimesi keyfi verilsin. my, My pozitif sayilari her
z € K i¢in 1 < mg < |z] £ Mg < +o0o olacak bicimde bulunabilirler. Her
z € K igin

1 1
<
VI+ P\ 1+my

oldugundan, 0 < lim, deor (fn,9) = limy,sup,cx deo(2™,00) < 0 sagla-
nir. Dolayisiyla, (fy,) dizisi her kompakt K C U kiimesinde g fonksiyo-
nuna doo’ye gore diizgiin yakinsak oldugundan, (C(U,Cy), po) uzayinda
g € C(U,Cy) fonksiyonuna ps’a gore yakinsar. Simdi (f,) € H(U) C
M(U) C C(U,Cy) saglandigindan, sunu gormiis olduk: H(U) ve M(U)
uzaylari (C(U, Cx), poo) metrik uzayimin kapali alt kiimeleri degildirler. Bun-
dan dolay1, (H(U), poo) ve (M(U), poo) metrik uzaylar: tam degildirler. A

3.9.3 Meromorf Fonksiyon Serileri

U c C bir agk kiime ve (f,) € M(U) olmak iizere, ) f, serileri i¢in
uygun yakisaklk kavramlariyla bu serilerin f toplamlar: i¢in de f € M(U)
olmasini istiyoruz.

Kutup Kosulu: (f,) € M(U) verilsin. Her kompakt K C U altki-
mesine kargihk bir ng dogal sayisi her n > ng i¢in Py, N K = () olacak
bi¢imde bulunabiliyorsa (f,) dizisi U’da kutup kogulunu saglar diyecegiz.
Bu gosterimleri sakli tutalim.
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Tanim 3.9.22 U C C bir agk altkime ve (f,) C M(U) dizisi U’da
kutup kosulunu saglasin. U ag¢ik kimesinin her kompakt K altkiimesinde
Y nsny In serisi dizgin (benzer bicimde mutlak dizgiin veya normsal) ya-
kinsaksa Y, <o fn serisi U’da kompakt diizgiin yakinsaktir (benzer bi-
¢imde U ’da kompakt mutlak veya U ‘da kompakt normsal yakinsaktir)
denir.

Her K kiimesinde ancak fo, fi,..., fn,—1 fonksiyonlarmim kutup yerleri
bulunabilir ve bunlar sonlu sayidadirlar. Dolayisiyla, > - fn serisi U’da
kompakt diizgiin (veya kompakt normsal) yakinsaksa P := J,q Py, kii-
mesi U’da yerel sonludur ve V := U\ P bir agik kiimedir. Ayrica, tanimdan
(falV) CH(V) ve >, ~¢ fn]V serisi V’de holomorf bir fy fonksiyonuna kom-
pakt diizgiin (veya kompakt normsal) yakinsaktir. Asagidaki teorem apacik-
tar:

Teorem 3.9.23 (f,) C M(U) ve Y, <o fn serisi U’da kompakt diizgiin
(veya kompakt normsal) yaknsaksa tek olarak belirli bir f € M(U) ile asa-
gidaki onerme gegerlidir:

W € U agik ve bir m € N ile her n > m i¢in Py, "W =0 ise, >, <, fn
serisi bir gm € H(W) fonksiyonuna W 'de kompakt diizgiin (veya kompakt
normsal) yakinsaktir ve

FIW = folW + filW + -+ frna[W + g (3.46)

> n>0 fn = f olarak tanimlanir. Teoremde varhg: ve tekligi éne siiriilen
f meromorf fonksiyonumuz icin elbette f|V = fy gecerlidir; dolayisiyla Py C
P olur. Meromorf serileri incelemedeki temel yaklagim sudur: Her W € U
agik kiimesinde serimiz, (3.46)’da oldugu gibi, sonlu sayida W’de meromorf
fonksiyonun toplami art1 Wde bir > - fn|W holomorf fonksiyonlarin bir
serisinin toplamidir. Bu nedenle, holomorf fonksiyon serilerine iliskin cogu
teorem meromorf serilere aktarilir.

Teorem 3.9.24 (f,) C M(U) dizisi U’da kutup kosulunu saglasin. Eger
> fn serisi U’da kompakt diizgiin (veya kompakt normsal) yakinsak ve f =

> n>0 fn ise, her k € N* igin Zfék) serisi de U’da kompakt diizgiin (veya
kompakt normsal) yakinsaktir ve toplama f &) i

Kanit. Sav, dogrudan Teorem 3.3.2 ve Teorem 3.3.4’ten ¢ikar. |
Asagidaki iki sav agikardar:

Onerme 3.9.25 (f,.), (gn) C M(U) dizileri U da kutup kosulunu saglasin.

" fnove Y gn serileri U’da kompakt dizgiin (veya kompakt normsal) yakin-

saksalar her a,b € C i¢in Y (af, + bgn) serileri de U’da kompakt diizgiin
(veya kompakt normsal) yakinsaktirlar.
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Teorem 3.9.26 (f,) C M(U) dizisi U’da kutup kosulunu saglasin. > fp
serisi U’da f € M(U) fonksiyonuna kompakt normsal yakinsaksa her o :
N — N permiitasyonu i¢in ) fo(n) serisi de U’da f fonksiyonuna kompakt
normsal yakinsaktur.

(fa)nez C M(U) olmak iizere, >../°° _ f, serisinin U’da kompakt diiz-
giin (veya kompakt normsal) yakinsak olmasmdan dolay: elbette ;rg n
ve 20 f,, serilerin her ikisinin de U’da kompakt diizgiin (veya kompakt
normsal) yakinsak olmasi anlagilacaktir.

Ornek 3.9.27. 1. k > 2 olmak iizere,
1 1 1 1 1 1
() Z(E) S S

k
n>1 n>1 n>0 (Z+n) n>0

serileri C’de kompakt normsal yakinsaktirlar. Gergekten de r > 0 ise
Vz € D, (0) Vn e NVE > 1 (n>r:> (n—r)k < |zin|k).

Dolayisiyla, K, := D,(0), k > 1 ve her n > r icin
1 1

1
|z £ n|k

1

w,  (n—=r)t

r

ve
z+mn  nilg T nn-—r)

Diger yandan, k > 2i¢in >, . n™* ve > (n(n—1))"" pozitif terimli serileri yakinsak
oldugundan, séz konusu serilerimiz K, kompakt kiimesinde normsal yakinsaktirlar. C’nin
her kompakt K altkiimesi béyle bir K,.’ye diigtiigiinden, serilerimiz C’de kompakt normsal
yakinsaktir.

2. C’de kompakt normsal yakinsak olan ( L l) ve y. ( Loy %) serilerinin

z4+n n z—n

toplami olarak > z22_7zn2’ dolaysiyla > 225 serisi de C’de kompakt normsal yakinsaktir.

3.
“+oo

> =
— )2
= (z=n)
serisinin C’de kompakt normsal yakinsak oldugunu savunuyoruz. Yukaridaki birinci érne-
gimizden, > ﬁ ve > 120 ﬁ serilerinin her ikisinin de C’de kompakt normsal

yakinsak oldugunu biliyoruz. Bu savi verir. Bu serinin toplamina f dersek, bu meromorf
fonksiyonumuzun kutup yerlerinin kiimesi Z’dir ve her n € Z noktasinda fonksiyonumuzun
ikinci dereceden bir kutup yeri vardir. Ornek 4.4.5(2)’de

+o0o 2

1 m
z (z—n)2  (sinmz)?

n=-—oo

oldugunu gorecegiz.

Problemler

Problem 3.9.1 B bir bolge, f,g € M(B), f #0,9 #0ve f'/f =4¢'/g
ise, bir ¢ € C* ile f = cg oldugunu kamtlaymiz (Ipucu: f/g € M(B) ve
(f/9)' = 0).



344 KOMPLEKS ANALIiZ I

Problem 3.9.2 B,G C C,, bolgeler, B i> G % C, f bir holomorf déniigiim
ve g bir holomorf fonksiyonsa g o f'nin bir holomorf fonksiyon oldugunu
kanitlayimniz.

Problem 3.9.3 f,g € M(C) ve bir ¢ sabiti ile, f veya ¢g’nin kutup yeri
olmayan her z noktasinda |f(2)| < c|g(2)| ise, bir « ile f = ag oldugunu
kanitlayiniz.

Problem 3.9.4 > -, % serisinin C’de bir meromorf fonksiyon ta-
nimladigini goésteriniz ve kutup noktalarini dereceleriyle birlikte belirleyiniz.

Problem 3.9.5 f € M(Cy) fonksiyonunun Co’'da yalmzca —1’de bi-
rinci dereceden, 2’de ise ikinci dereceden kutup yerleri bulunsun. Ayrica,
Res(f,—1) = 1, Res(f,2) = 2 ve f(0) = % olsun. f’nin H(0;1,2) halkasin-
daki Laurent agilimini bulunuz.

Problem 3.9.6 f € M(D,) ve fnin D,’de sonlu sayida kutup yeri olsun.
Yeterince kiigiik 0 < ¢ < r i¢in f = fi + fo, fonksiyonumuzun H(0;r — &, r)
halkasindaki Laurent acilimi ise, fi esas kismi, f’nin kutup noktalarindaki
esas kisimlarmin toplamidir, kanitlayiniz.

Problem 3.9.7 f(z) = tan z fonksiyonunun H (0; 3, 4) halkasindaki Laurent
agithmi f = f1 + f5 olsun. fi’in agik ifadesini veriniz.

Problem 3.9.8 f : D — C., f(OD) C 9D ve fID € M(D) olsun. Bu

durumda sonlu sayida ay,...ay, b1, ..., by, € D noktalar: ve |¢| = 1 olan bir
c sabiti ile
zZ—a; LR BJZ —
_ : . zeD
f(z) C}_[ll—aiz jle_bj 2

oldugunu gosteriniz.

Problem 3.9.9 Teorem 3.9.24 ve 3.9.26 ile Onerme 3.9.25’in kamtlarim

veriniz.

Problem 3.9.10 (f),(g9n) € M(U) dizileri kutup kogulunu saglasinlar.
0 : N — NxN bir tamesleme ve her i € Ni¢in 0 (i) = (n;, m;) ve h; :== fn,9m,
olsun. (h;) € M(U) zorunlu olarak kutup kogulunu saglar mi?



Bolum 4

Kalanlar ve Argiiman Ilkesi

4.1 Kalanlar

Tanim 4.1.1 U C Cy agtka € U, f € H(U\{a}) ve D,(a) C U ise

1 sei ). [ aeC0<o<r
Res(f,a) := / =191 ’ _ 1
27 Jop, (a) Tm‘ffegof a =00, <0< +00

sayisina | fonksiyonunun a noktasindaki kalana denir.

Her geyden 6nce bu tamim o’nin se¢iminden bagimsizdir. Ayrica, a €
C ve f'nin D}(a)’daki Laurent agilimimin esas kismu fi ise Res(f,a) =
Res(f1,a) oldugu apagiktir. Diger yandan, r, o gezisinin D,(0) sagimda ka-
lirken Coo\D,(0) solunda kalir; dd. Ko gezisi Coo\Dy(0)1 pozitif yonde
gevreler.

UcCagkaeU, feH(U\{a})ise f fonksiyonu her D} (a) C U’da tek

olarak belirli bir °, - an(z —a)"™ Laurent serisine agilir. g(z) := f(z) — 2=

dersek, Onerme 3.7.9’dan dolay1, g'nin Dj(a)’da bir ilkeli vardir. Dolayi-
siyla, Dy (a)'daki her I’ ¢evrimi i¢in [ g = 0 olur. Simdi @ € C ve a = oo
durumlarini ayr ayr inceleyelim:

a € C olsun.

1 1 1 a—1
R e = — —_— d = a—
estha) =55 /Hf 2ri /ng Tomi ), a—a T
1 1 1 a—1
— = — — dz=T _
omi ! = ami o9 o f T O @
olur ve biz .
— / f=a-1n(l,a) = Res(f,a)n(l,a) (4.1)
21 T

345
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elde ederiz.
Simdi @ = oo olsun. f'nin bir D} (co) = H(0; 1, +00)’daki Laurent serisi
:iof o Gn 2" ise

2mi

Res(f,00) = ! / f=—-a_

elde ederiz. D¥(oo)’daki f(z) = St a,2" acihmimi oo noktasina gore

n=—00
okursak roller degisir; simdi :ﬁ anz" bu agilimin esas kismidir. Sonsuz
goklukta n € N* i¢in a,, # 0 ise f’nin oo’da bir esash tekil noktasi, bir
n € N* igin a, # 0 ve her £k > n i¢in a; = 0 ise f’nin oo’da bir kutup
noktasi ve her n € N* igin a, = 0 ise f’'nin oo’da bir kaldirilabilir tekil
noktasi vardir.

Not 4.1.2 Burada iki noktaya dikkat etmemiz gerekir.

(1) a € C ve f fonksiyonu a noktasmnda holomorf veya orada kaldiri-
labilir bir tekilligi varsa Res(f,a) = 0 oldugu apagiktir. Ancak m > 2 ise
f(2) = (2 — a)7"™ fonksiyonunun a noktasinda m. dereceden bir kutup yeri
vardir, yine de Res(f,a) = 0. Diger yandan, f fonksiyonu oo noktasinda ho-
lomorf olsa da Res(f, 00) # 0 olabilir. Ornegin f(z) = z~! fonksiyonu co’da
holomorftur ancak Res (f,00) = —1 # 0.

(2) Res(f, 00)’u diger kavramlara kogut, Res(f,0) olarak tan1m1amad1g1—
muza dikkat ediniz. D¥*(00)’da f fonksiyonunun Laurent acilim 3 n

ise f(z) = f (1)nin D} (0)’daki Laurent acilimi

n=—o0 4n%

1. XX
fle)=10C)= > anz "

olur. Burada ise a_; kargimiza z’nin katsayisi olarak ¢ikar. Bu durumda a_;
tam da 272 f(z) fonksiyonunun 0 noktasindaki kalani olacagindan,

—a; = Res(f,00) = — Res(zﬁf(z),O) =Res(—z"2f(z71),0)

elde ederiz. z = x(w) = w™! alirsak

o= (2)a(2) - () () - o

olur. (2.4.7) degi§ken degistirme teoremi ile

omi / C zm FOc(w))dx(w)

_1’0

= L (—w72f(w)) dw

21
K/’!‘7 1 ,0
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esitligi Res(f, 00) taniminin mantigim bir kez daha agiklar ve bir kez daha
f'nin oo’daki kalanimin —z=2f(z) nin 0°daki kalans oldugunu goriiriiz. A

Eger f ve g fonksiyonlari, a € U olmak {izere, U\{a}'da holomorf ve
a, B € Cise
Resq(af + Bg) = aRes, f + fResq g

oldugu agikardir.

Tanim 4.1.3 U C C,a € U ve f € M(U) olsun. Df(a) C U, f €
H(D;(a)) ve f fonksiyonu orada # 0 ise tek olarak belirli bir m € Z tam
sayisy igin f 'nin D} (a) 'daki Laurent agilima

“+00

f(z) = Z ar(z — a)k, am, #0

k=m

seklindedir. Bu durumda ord, f := m saypsina f fonksiyonunun a nokta-
sindaki derecest denir.

Dogrudan tanmimdan agagidaki gercekleri gérmeyi okura birakiyoruz:

(i) f fonksiyonu a’da holomorftur<=- ord,f > 0. Ayrica, ord, f = 0 <=
f fonksiyonu a’da holomorftur ve f(a) # 0.

(ii) m =ord,f > 0 <= f’nin a’da m. dereceden bir sifir yeri vardir.

(iii) m = ord 4 f < 0 <= f’nin a’da —m. dereceden bir kutup yeri vardir.

) ord4(fg) = ord o f + ord 4g.

(v) ord4(f + g) > min{ord . f,ord ,g} ve esitlik ancak ord ,f # ord g ise
vardir.

(iv

Onerme 4.1.4 U C C agik, a € U ve f € H(U\{a}) olsun.

(i) f’nin a’da birinci dereceden kutup yeri varsa

Res(f,a) = lim(z — a) f(2).

zZ—a

(i) g,h € H(U), g(a) #0, h(a) =0 ve h'(a) # 0 ise f := g/h igin

-~ g \_ 9(a)
Res(f,a) = Res (h,a> = ) (4.2)
(i11) f’nin a’da m. dereceden bir kutup yeri var ve g(z) = (z —a)"™ f(z) ise

Res(f,a) = — 9" D). (4.3)

(m—1)
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Kanit. (i) f’'nin a noktasinda birinci dereceden bir kutup yeri varsa, bir
r> 0 igin D} (a)da f(z) = a_1(z —a) ' + fa(2) ve fo € H(Dr(a)) olur. Bu
durumda agik¢a lim,_,,(z — a) f(z) = a—1 = Res(f, a).

(ii) Savimizin kogullarimda f’nin a’da birinci dereceden kutup yeri var;
oyleyse (i)’den,

Res(f,) = lim(= = 0)(2) = Iy 9 = 2.

zZ—a
(iii) g fonksiyonu bir D, (a)’da holomorftur; oradaki seriye a¢ihmi g(z) =

Ym0 g<2!(a) (z—a)" ise f'nin D (a)’daki Laurent acihmi bir fo € H(D,(a))
ile

(m—1) 1
1) = (=)o) = 2 S )
oldugundan, Res(f,a) = ﬁg(m_l)(a) elde ederiz. |

Ornek 4.1.5. (1) Ister Onerme 4.1.4(i)’den, ister (4.3)’ten, eger f fonksiyonunun a nokta-
sinda birinci dereceden bir kutup noktasi varsa ve a noktasimin bir Dj(a) komsulugunda
holomorf bir g fonksiyonu ile g(z) = (2 — a)f(z) ise Res(f,a) = lim.q(2z — a)f(z) =
lim, ., g(z) = g(a) elde ederiz. Ornegin U bir agik kiime, a1,...,a, € U birbirinden
farkl noktalar, h € H(U), h(a;) # 0,1 <i <nve U\{ai,...,an}de

h(z) . h(ax)
F(2) = e ise Res(f,ax) = mr—ot)
[[iZi(z —as) [Tk i1 (ak — ai)
2) f(z) = % olsun. a # b ise a,b noktalarinda birinci dereceden kutup
yerlerimiz var, dolayisiyla
Res(f,a) = e ve Res(f,b) = e
T a-b T b—a’
a=>bise f(z) = (z — a) fonksiyonunun a’da ikinci dereceden bir kutup yeri var ve
9(2) = (z — a)? ( ) = e°® oldugundan, (4.1.4)(iii) ile Res(f,a) = ¢'(a) = ce“® olur.
(3) f(2) = 5= ve cot z = 2% fonksiyonlarmin nw (n € Z) noktalarlnda birinci de-

receden kutup noktalar1 vardir ve (4.2) ile Res(f,nw) = —— = (—1)" ve Res(cot, nm) =
cosnm — 1

Problemler

Problem 4.1.1 f(z) = jzztzf 1+)§ fonksiyonunun kesirlere ayirarak 0, 1 ve

—1 noktalarindaki kalanlarimi bulunuz.

Problem 4.1.2 f(z) = 17,» fonksiyonu i¢in Res(f,0) = sin1 oldugunu
Cauchy Carpim Teoremi ile gbsteriniz.
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2231
A3

Problem 4.1.3 Kalanlara iligkin bilgilerden yararlanarak R(z) =
rasyonel fonksiyonunu kesirlere ayiriniz.

Problem 4.1.4 b # 0 igin Res(52%2- 0) = &(b*—a?) oldugunu gésteriniz.

23 sin bz’

Problem 4.1.5 Asagidaki esitlikleri kanitlayimiz:

1. Res( ?Xpi),()) -1, Res< ?Xp’i)ﬂ) =e,

€ . e . ;
2. Res ( ff;z, ) = 1 , Res ( 1"}::22'7 —z) =—1
1 4-1
3. R ( 22 i) ) bR Res (m,()) = ].7
elsz o (1 7,)
b s ( T JTE
5 z7r(2k+1 —1)k+1;
- hes 1+z4)coshz’ = I 2k:+1 5H®

. Res(cot z,0) = 1, Res(e?/(172) 1) = —1,
7. Res((1 —22)exp21,0) = 2.

Problem 4.1.6 Res((smf)z 00) ve Res(2® cos L5,

oo) sayilarimi hesaplayi-
niz.

Problem 4.1.7 g fonksiyonu a noktasinin bir komgulugunda holomorf ve
g'(a) # 0 olsun. f fonksiyonunun g(a) noktasinda bir basit kutbu var ve
Res(f,g(a)) = A ise Res(f o g,a) = A/¢'(a) oldugunu gosteriniz.

Problem 4.1.8 [, cotzdz = 2miven € N*igin [ exp (%) dz integralinin
ise n =1 ig¢in 27i, n > 2 iginse 0 oldugunu gosterlmz

Problem 4.1.9 [ ——dz =0, fm Wdz =0vea=3 ver =
1/30 olmak tizere, fma (sin z_l) dz = 2—7” oldugunu gosteriniz.

4.2 Kalan Teoremi ve Baz1 Sonuclari

Teorem 4.2.1 (Kalan Teoremi) U C C a¢k, A C U ise U’da ayrik
bir alt kiime, f € H(U\A) fonksiyonunun a € A noktalarinda kutup yerleri
veya esasl tekil noktalary bulunsun. I' € Z1(U) ise U’da sifira homolog ve
I'NA=0 olsun. Bu durumda

27rz/f Z (T',a) Res(f, a). (4.4)
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Kamnit. I(T) kiimesi kompakt ve U’dadir. Bu nedenle, I(T') N A sonludur. Bu
kiimenin ogeleri a1, ..., ay ise (4.4) toplami sonlu > 7" | n(T',a;) Res(f, a;)
toplamidir; dolayisiyla burada bir yakinsaklik arastirmasina gerek yoktur.
Simdi k; gezilerini Teorem 2.11.12’deki gibi segersek, o teorem ve (4.1) ile

2m/f Z (T, a;) 71” /Kifz Z27:1;71(F,ai) Res(f, ai) (4.5)

elde ederiz. ]

Hemen belirtelim ki, Cauchy integral formiilii Kalan Teoremi’nin bir 6zel
halidir. U C C acik, f € H(U) ve I' € Z;(U) gevrimi U’da sifira homolog
olsun. Bu durumda z € U\L i¢in U\ {z}'de g(w) := f(2)(w — 2)~! olarak
tanimlanan g fonksiyonu U’da meromorftur ve yalnizca z noktasinda birinci
dereceden bir kutup yeri vardir ve Res(g, z) = f(z) oldugundan, (4.5) ile

/ — 1 /g =n(l, z) Res(g,2) = n(T, 2) f(2).

—Z 211

Teorem 4.2.2 B C Cy, bir bolge, 0o ¢ 0o B ve B sonlu sayida integral

gezisinden olugsun. A = {a1,...,a,} C B sonlu bir altkiime ve co € B ise
a1 = oo olsun. f € H(B\A)NC(B\A) ise

/ ZRes frai).
27TZ OB im1

Kanit. a; merkezli D; daireleri, kapamslar1 B’de ve i # j i¢cin D; N D; = 0)
olacak bigimde segilsinler. D; dairesinin pozitif yonlenmis —yani a; nokta-
sin1 soluna alan — basit siir gezisini k; ile gosterelim. G := B\ U, D;
bélgesi igin G C C, 8G = 0B + Y ., k; ve f € C(G) N H(G) oldugundan,

Teorem 3.1.5 ile
BT ROY R WS WK

=1

2m/aB 227”/ f= ZRGS (f,a:)

ve sav, buradan cikar. |

Sonug 4.2.3 U C Cy agitk, A C U kimesi U’da ayrik f € H(U\A), ~ ise
izi U\A’da olup oo’dan gegmeyen pozitif yonlenmis bir basit kapalr gezi ve
ANI(v) =A{ai,...,an} ise

3i ] 7= ZRes foao).
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Sekil 4.1: Teorem 4.2.2’ye iligkin sekil. 8B = 9 + 71 + 2.

Kanit. Teorem 4.2.2’de B := I(v) almz. [

Sonug 4.2.4 f fonksiyonu C’de ay,...,a, noktalar: disinda holomorfsa
Z Res(f,a;) = — Res(f, 00).

Kanit. R > 0 sayist {a1,...,a,} C Dpg(0) olacak bi¢imde secilirse So-
nug 4.2.3 ile

= 1
;Res(.ﬂai):%/’ﬂ? 27T’L/ f__ReS f7 )

Veya sdyle de kanitlayabiliriz: C’de a; noktalarini igermeyen bir D, (c) kapal
dairesi secersek, ko . gezisi Dy (c ) dairesinin pozitif yénlenmis sinir1 ve orada
f’nin tekillikleri olmadigindan f f = 0 olur. Diger yandan, £ . gezi-

’ 27r7,
siyse Coo\ D, (c) bolgesinin pozitif sinir1 oldugundan, ve tliim a; noktalarimiz
bu bélgede olduklarindan,

0= i f = zn:Res(f, a;) + Res(f, 00).
i=1

21

|

Kalan Teoremi ¢ok degisik bilgilere ula@mamlzl saglar. Her geyden once
eger Res(f, a)’y1 kolayca hesaplayabiliyorsak, 5= 5 Jp f integralini kolayca he-
saplama sansini elde ederiz. Ornegin ~ izi C*’da olan bir kapali gezi olsun.
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<

dah

Sekil 4.2: f exdz = 2.

2m

z # 0 igin
1 1

fe) =t =14 it

serisi f fonksiyonunun C* halkasindaki Laurent serisidir. Boylece, Res(f,0) =

1 ve
2m/f—/ede—n(%O)-l—n(%O)

olur. 2%” fv f integralini hesaplamak igin bilmemiz gereken yalnizca n(v,0)
donme sayis1 ve Res(f,0) kalamdir; v’'nin herhangi bir parametrelegtirilme-
sinin acik ifadesini bilmek gerekmez! Ornegin Sekil 4.2’de v hakkinda bil-
digimiz yalmizea gekilde goriinendir, dd. n(v,0) = 2 oldugudur, dolayisiyla
27rz f f =2

Kalan Teoremi’nin integral hesaplamadaki kullanimini ayr1 bir kisimda
inceleyecegiz. Burada ondan g¢ikarilan bagka teoremlere odaklanacagiz.

B C Cbir bolge, A C B ise B’de yerel sonlu bir alt kiime, f € H(B\A) ve
a € A igin w, := 2mi Res(f, a) olsun. Her a € A noktasinda f’nin bir kutup
yeri veya bir esasli tekil noktasi bulunsun. B’de bir zy noktasini secelim.
Ayrica, her z € B\A igin B\A'da ba§1ang1(; noktasi zg ve bitig noktasi z
olan integral gezilerimizin kiimesi G!__(B\A) olmak iizere, bir ¢ok degerli F
fonksiyonunu

20,2

F(z) = / [ edl (B\A) (4.6)

olarak tanmimlansin. F genelde bir ¢ok degerli fonksiyondur.
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Sekil 4.3

7. € Gi, .(B\A) keyfi seilsin ve r > 0 sayismm D,(z) C B\A olacak
bigimde segelim. D, (z) basit baglantih ve f € H(D,(z)) oldugundan, her
w € Dy(z) ve her v, € GL,(Dy(2)) igin F(z) = J,. f olmak iizere,

Fw) =FC)+ [ f=re) /ﬁ i

fonksiyonu D, (z) dairesinde holomorftur. Ayrica, bu dairede F’ = f oldugu
apagiktir. Dolayisiyla, F'nin B\ A’deki integral gezileri boyunca analitik dal-
lar1 vardir.

B\ A’da baglangig noktasi zg ve bitig noktasi z olan sayilamaz ¢oklukta in-
tegral gezimiz vardir. A, boyle bir geziyse, I := \,7; integral gezisi B\ A’da
bir kapali gezidir. (4.4)ten G(2) := [, f ve w, = 2miRes(f,a) ile

o) -Fe) = [ £ [ = [r= T
G(z)=F(z)+ Z MaWa, Mg :=n(l',a) € Z (4.7)
a€ANI(T)

olur. A sonsuz olabilir, ancak bilindigi gibi (4.7)’deki toplam sonludur; do-
layisiyla ortada bir yakinsaklik sorunu yoktur. Her ne kadar s6z konusu A,
gezileri sayillamaz goklukta olsalar da G(z) degerleri sayilabilir ¢okluktadir
ve (4.7)’deki gibi yalin bir gésterime sahiptirler. w, sayilarma |, A f integral-
lerinin polar dongiileri denir.

Simdi B ve f Teorem 4.2.2°deki gibi olsun. Her bir a € A tekil noktasini
ve 0B’nin i¢ kisimda kalan her bir parcasi iizerideki bir noktay1r dB’nin
en digtaki parcasi tizerindeki bir noktasiyla, birbirlerini kesmeyecek bicimde
bir dogru pargasiyla birlegtirelim (bkz. Sekil 4.3’teki sol sekil). B’den bu
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dogru parcalari ¢ikarirsak, geriye bir B* basit baglantili bolgesi kalir. Simdi
f € H(B*) ve B* basit baglantili oldugundan, f’nin B*’da bir holomorf F™*
ilkeli vardir. F™* fonksiyonu ¢ikardigimiz her bir dogru parcasindan oteye, iki
taraftan da, holomorf genisler. Ancak w, # 0 ise bu geniglemeler artik F™*
ile ortiismez! Ornegin w,, # 0 ise b noktasina sagdan yaklastigimizda da
soldan yaklagtigimizda da F™*’in limitleri vardir; ancak bunlar birbirine egit

degildir.
Eger B smirh degilse, 6rnegin B = C ise bu kez Sekil 4.3'te sag sekilde
oldugu gibi B’den birbirini kesmeyen sonlu sayida Iy, ...,1, 1sm1 ¢ikarilir.

Bu irdelemeler bizi agagidaki teoreme gotiiriir:

Teorem 4.2.5 B C C bir bolge, A = {a1,...,a,} C B bir sonlu altkiime
ve f € H(B\A) olsun. f’nin her a; € A noktasinda ya bir kutup yeri ya da
bir esasl tekil noktasi bulunsun ve A; = Res(f,a;) olsun.
(i) Her i igin A; = 0 ise (4.6) ile tanamlanan F fonksiyonu ashnda tek
degerli ve B\ A’da holomorf bir F' fonksiyonudur.
(i1) Bir G € H(B\A) ile

F(z) = G(2) + Y _ Ailog(z — a;).
i=1
Kanit. (i) 1 <i <nigin A; = 0 ise w; = 2miA; = 0 olur. F'nin bir z € B\ A
noktasimda aldig1 tiim G(z) degerleri (4.7) ile verilmistir; dolayisiyla G(z) =
F(z) ve F fonksiyonu her z € B\ A noktasinda tek degerlidir. F' € H(B\A)
oldugunu yukarida gérmiistiik.
(ii) Genel durumda her z € B\ A igin

9(z) = f(z) = )

=1

A;

Z — Q;

olarak tanmmmlansi. Bu durumda Res(g, a;) = 0 oldugundan, (i)’den dolay,
G(z) = f% g ile B\ A’da tek degerli bir holomorf fonksiyon tanimlanir.
Dolayisiyla,

F(z) :/Vzg—i_;Ai[& {d—cai :G(z)+ZAilog(z—ai).

i=1

Onerme 4.2.6 U C Cy, f € M(U) vea € U noktasinda f fonksiyonunun
bir sifir yeri, ya da bir kutup yert bulunsun ve ord, f = m olsun. g fonksiyonu
a noktasinda holomorfsa

Res (g?,a) = g(a)ord, f(a) ve Res <§,a

!/

> = ord, f.
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Kanit. (1) a € C olsun. Eger f’nin a noktasinda n. dereceden bir sifir yeri
varsa f'nin a’da —n. dereceden bir kutup yeri vardir diyelim. Bu uzlagmayla
f'nin a’da n. dereceden bir kutup yeri olsun. O zaman her durumda m =
ord, f = —n esitligi gegerlidir. Bir D, (a) C U dairesini g € H (D, (a)) olacak
bigimde segelim. Gerekirse r’yi kiigiilterek, bir ¢ € H (D, (a)) fonksiyonu her
z € Dy(a) igin p(z) # 0 ve f(z) = (2 — a)™p(z) olacak bi¢imde bulunabilir.
Bu durumda

f(2) (z —a)mp(z)
= m 90/(2) —n /(Z olayisiyla
z—a (2) z—a v(2) dolaysiyl
f'(z) _gzm | g(2)¢'(z) _ —ng(z) | 9(2)¢'(2)
Do T e T e e @Y

olur. (4.8)'de, g¢'/¢ € H(D,(a)) oldugundan,

e ) e (125

olur. ¥(z) := gii);n terimine odaklanmak yeterlidir. g’nin D, (a)’daki seri
acihimi g(z) = ap+a1(z —a)+--- olsun. g(a) = ap # 0 ise bir § € H(D,(a))
ile (z) = g(a)m + 0(z) oldugundan, Res(¢,a) = g(a)m olur. Eger g(a) = 0
ise D} (a)’ da holomorf olan v fonksiyonu a noktasima holomorf olarak genis-
letilebileceginden, Res(¢, a) = 0 = g(a)m olur ve bu, savi verir.

(2) a = oo olsun ve f’nin co’da n. dereceden bir kutup yeri olsun. Bir
D,(o0) C U dairesini g € H(D,(o0)) olacak bicimde secelim. Gerekirse
r’yi kiigtlterek, bir h € H(D,(c0)) fonksiyonu her z € D,(c0) icin h(z) #
0,00 ve f(z) = z™h(z) olacak bigimde bulunabilir. (1)’deki iglemlere benzer
islemlerle

f'(z) _g(z)n  g(2)W(z) _ ng(z)
F(z):= = =: G
oolur. g ve G fonksiyonlaorl oo’da holomorf olduklarimdan 0’da holomorf § ve
G ile F(z) = nzg(z) + G(z) dolayisiyla,

2R() = Tg(2) + 5 G(e)

clde ederiz. Bir yandan Res(Z G,0) = 0, diger yandan eger g(o0) = §(0) =
0 ise Res(2g(z),0) = 0 olacagindan, Res(—z “20(2),0) = 0 = —g(oco)n
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olur. Eger §(0) # 0 ise Res(—z"2F(z),0) = —g(co)n oldugu kolaya goriiliir.
Boylece

Res(gf/, 00) = Res(—272F(2),0) = —ng(0) = mg(co).

Tanim 4.2.7 U C C agik, a € C ve f € M(U) olsun. f meromorf fonk-
styonu a degerini sonlu sayrdaki, birbirinden farkl ai,...,a, noktalarinda
alsin ve birbirinden farkl sonlu sayrdaki by, . .., by, noktalarysa f 'nin U daki
kutup yerleri olsunlar. a degerini her bir a;’de p;. dereceden alsin ve her bir
bj ise q;. dereceden bir kutup yeri olsun. Zo(f,U) := Y i | p; dogal sayisina
f'nin U’daki a yerleri sayist, Zoo(f,U) = Z;n:l gj dogal saysina ise
f’nin U’daki kutup yerleri sayist denir.

ordy f:= Zo(f,U) — Zoo(f, U)

olsun. a; noktalar: sifir yerleri ve b; noktalar: kutup yerleri olmak iizere,

ordy f = Zordal f+ Z ordy, f

=1 7j=1
oldugu apaciktir.

Teorem 4.2.8 (Argiiman Ilkesi) B C Cy, bir bilge, I' € Z1(B) ise B’de
sifira homolog olsun ve oo’dan gegmesin. 0 # f € M(B) fonksiyonunun
T’da ne sifir yeri ne de kutup yerleri olmasin. f fonksiyonunun I(I") daki

sifur yerleri ay, ..., an ve kutup yerleri by, ..., by, ise her g € H(B) igin
1 f’ =
i )i ZgaZ -n(T",a;) - ordg, f+Zg n(L, b;) - ordy, f.
7j=1

Kamnit. Varsayimlarimizdan dolayi, h := g~f7, € M(B) ve h’nin kutup yerleri
f fonksiyonunun kutup yerleri ve sifir yerleri arasinda olmak zorundadir. Bu
nedenle, Kalan Teoremi (Teorem 4.2.1) ve Onerme 4.2.6’dan

1 ! n m
i:Zn(l“,a,) Res(g —I-an b;) - Res(g
7=1

=1

,bj
21 Fgf )

I

T

= Zn(F,ai) -g(a;) -ordg, f + Zn (bj) - ordy, f.
7j=1

=1
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Teoremimizin 6zel durumlarim vurgulamakta yarar var. Veriler teorem-
deki gibi olmak iizere, f'nin a;’de p;. dereceden bir sifir, b;’de ise g;. derece-
den bir kutup yeri varsa

L f/ Zpl (a;) - n(T, a;) Zq] n(I', b;). (4.9)

21

Ozel olarak g = 1 ve her a;,b; i¢in n(T', a;) = n(T,b;) = 1 ise

=[x -Yoni- qu—Zof, D) - Zo(£IT).  (410)

27

AN

Teoremimizde “sifir yerini” “a yeri” ile degistirirsek, (f —a)’ = f’ oldu-

gundan,

27m/ f—a sz (@;) - n(T', a;) ZQJ n(I,b;)  (4.11)

ve Ozel durumda ise

27 /

(/, 1)) = Zoo(f, 1(T))

elde ederiz.

Not 4.2.9 R(z)=12 (? rasyonel fonksiyonu verilsin. p ve ¢ polinomlar1 ara-
larinda asal olsunlar. p’nin derecesi n ve ¢'nun derecesi m olsun. R sabit ol-
masin. Bu kogullarda R rasyonel fonksiyonunun C’deki kutuplariin ¢oklugu
Zso(R,C) = m’dir. R’nin oo’da n < m igin kutup yeri yoktur, n > m iginse
derecesi (n —m) olan bir kutup yeri vardir. Sonugta R fonksiyonunun C.,’da
max(n, m) kadar kutup yeri vardir, daha dogrusu Z. (R, C,) = max(n,m).
Simdi C’de yeterince kiiciik bir D dairesini R fonksiyonunun D’de a yeri ve
kutup noktasi olmayacak bicimde secersek, elbette

R — —

0= / — Z4(R.Co\D) — Zoo(R,C\D)
oa-pR—a

olur. Dolayisiyla, R rasyonel fonksiyonu her a € Cs degerini ayni coklukta

alr. Ozelikle n > 1 olmak iizere, p fonksiyonu degp = n olan bir polinomsa

Z5o(Coo,p) = n oldugundan, Zy(p,C) = n olur ve bir kez daha Cebirin

Anateoremi’ni elde ederiz. A
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Teorem 4.2.10 B C Cy bir bilge, oo ¢ OB ve OB sonlu sayida basit
kapali integral gezisinden olussun. f fonksiyonunun B’de sonlu sayida sifir
yeri ve sonlu sayda kutup moktast bulunsun ve bunlarin kimesi siraswyla
Z wve P olsun; ayrica, f’nin OB ’de sifir yeri de kutup yeri de bulunmasin.

A= Z U P olmak iizere, f € H(B\A) NC(B\A) ve g € H(B)ise

2i7ri - gj; = ;g(a) ord, f + l;g(b) ordy f ozellikle
1 !/
o [, = ords f = Zu(£.B) - Zu(1.) (4.12)
1 f!

=Z.(f,B) — Zoo(f, B), ejerc € C,Vz € OB : f(z) # c.
(4.13)

2mi Jop f — ¢

Sonug 4.2.11 B teoremin kosullarina saglasin. P = (), f € H(B) NC(B)
ve her z € OB i¢in f(z) # a ise

L ro_ Zq(f, B 4.14

o | L= an), (114

Kamt. Teorem 4.2.8 gibi kanitlanir. f fonksiyonunun a yerleri h := f —
a fonksiyonunun sifir yerleri ve f]i, - = %/ oldugundan, (4.13) dogrudan
(4.12)’den gikar. Varsaydigimiz kogullarda, f'nin B’de a yerlerinin sonlu sa-
yida olmak zorunda oldugunu belirtmekle yetinelim. |

Not 4.2.12 Sonug 4.2.11, Cebirin Anateoremi igin bir kisa kanit vermemizi
saglar. p(z) = 2"+ 3" a;2*, n > 1 polinomu verilsin. lim, ., |p(z)| = +o0
oldugundan, r > 0 yeterince biiyiik segilirse her |z| > 7 igin |p(z)] > 1
saglanir. p'nin C’de kutup yeri olmadigindan, (4.14) ile Zy(p, D,) = % . %
olur. Diger yandan, |z| > r igin

= = )

Burada g(z) fonksiyonu, k& > 2 olmak tizere zik tipinde terimler icerdiginden,
Zy(p, D,) L fm 2 — n olur. Boylece, p'nin D, de kathiliklariyla sayilmak

= 2mi Jer p
iizere, n > 1 tane sifir yeri vardir. A

Artik Argiiman Ilkesi'nin adina bir anlam verebilecek noktaya geldik.
Sonug 4.2.11’in kosullarinda olalim ve 8B basit kapal bir v integral gezisi
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Sekil 4.4: Z,(f,B) = 3, Zy(f,B) = 2, Z.(f,B) = 1'dir. f fonksiyonu B’de,
kathliklariyla sayilmak iizere, a degerini 3 kez, b degerini iki kez, ¢ degerini
1 kez alirken d degerini almaz.

olsun. Ayrica, f € H(B) olsun'. Bu durumda f o v gezisi w-diizleminde bir
kapali integral gezisidir. f o y'nin a etrafindaki n(f oy, a) donme sayisi

n(fo7,0) = — /f du —1/Wfl(z)dzzza<f,3>

T omi ww—a 2m ), f(z)—a

olur. Demek ki, f oy gezisi a noktasinin etrafinda f'nin B’deki a yerleri-
nin kathihiklarinin toplami kadar, dolayisiyla toplamda Z,(f, B) kadar turlar
(bkz. Sekil 4.4). Bagka agidan bakalim. f fonksiyonunun agik ifadesini bilmi-
yor, ancak yalmizca f o~ gezisini biliyorsak, f fonksiyonunun B’de herhangi
bir a degerini alip almayacagini, aliyorsa katliliklariyla alinmak iizere, kag
kez alindigini kolayca sOyleyebiliriz. Sonu¢ 4.2.11 bize f fonksiyonunun a
degerini n(f o, a) kez aldigim séyler. Yine inanilmaz bir sonug!

p € C[z] ve degp > 1 olsun. r > 0 sayis1 yeterince biiyiik segilirse 0
noktasi p o k, gezisinin igine diiger. Dolaywsiyla, Zy(p, D) = n(p o k,,0) #
0 olur ve p’nin D,’de bir sifir yeri vardir. Bir kez daha buradan Cebirin
Anateoremi’ne ulagiriz.

Simdi U C C agk, v : [a,b] — U bir gezi f € H(U) ve her z € v igin
f(2) # 0 olsun. Bu durumda ~'mmn acik bir V komsulugu her z € V icin
f(2) # 0 olacak bicimde secilebilir. Bu durumda V’de v boyunca olan bir
Dy, ..., D, daireler zincirini segebiliriz. f'/f € H(V) oldugundan, elbette
bu daireler zinciri boyunca analitik genigletilir. Dy dairesinde segecegimiz
ve Fj ile gosterecegimiz log f'nin bir holomorf log f dali, F) = (log f)’ =
z oldugundan, fTI’nin Dy’da bir ilkelidir. Onerme 3.5.15 ile Fy bu daireler

f
zinciri boyunca Fi,..., F, olarak analitik genisletilir ve elbette her bir F;

'K C Cu bir kompakt kiime ise f € H(K)’den anladigimz K nin bir agik U komsulugu
ve bir F € H(U) ile f = F|K oldugudur.



360 KOMPLEKS ANALIiZ I

yine log f’nin bir holomorf dahdir. (3.19) ile

/?:%MW—%MW
i

=In[f(v())| +iarg, f(v(b)) —In|f(v(a))| —iarg, f(v(a))

— HM 7lar — ar a
=l [arg,, f(7(b)) — argo f(v(a))].

Burada her bir arg, fonksiyonu D; dairesinde arg z'nin uygun se¢ilmig bir
siirekli dalidir.

Ay arg f := arg,, f(v(D)) — argy f(v(a))

olsun. A, arg f degeri arg f'nin v boyunca degisimidir denir. Eger v ka-
paliysa,
15 N 2
L =iAyarg f €27

olur. Eger I' = 71 + - - - + 7, ise elbette Aparg f := > " A, arg f olarak
tanimlanir.

Simdi Argiiman Ilkesi teoreminin kosullar1 saglansm ve orada g(z) = 1
alinsim. O zaman (4.9) denkleminden

elde ederiz ve bu bize Ar arg f’yi hesaplamanin bir yolunu verir.

Sonug 4.2.13 B C C simarl bélgesinin B siniry sonlu sayida basit kapals
integral gezilerinden olussun. f fonksiyonu B’nin bir agtk U komsulugunda
meromorf olsun ve f’nin OB simrinda sifir yeri de, kutup yeri de olmasin.
Bu durumda

App ar
n(f 0 dB,0) = Zo(f,B) — Zoo(f, B) = BBTgf
Kanit. Sav, dogrudan (4.12)’den ¢ikar:
1 d 1 ' A
n(f o 9B, 0) = / do _ 1 [ [z), _Dopargf
2mi Jpoop w270 Jop f(2) 2m

Yine Sonug 4.2.11’den sunu elde ederiz: f € H(B)NC(B) ve her z € OB
icin f(z) # a ise dd. a ¢ fo OB ise

n(fodB,a) = Z,(f, B). (4.15)
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Sonug 4.2.14 B C C bir ssmrl bolge ve OB ise sonlu sayida basit kapali
integral gezilerden olussun. f € H(B) ve T’ := f o 8B olmak iizere, f(B) =
Tul(l') = f(oB)UI(I).

Kanit. (4.15)’ten, her w € C\I i¢in n(I',w) > 0; dyleyse,
w € f(B) <= Zy,(f,B) > 1= nl,w) > 1< weI(I).
|

Sonug 4.2.15 B C C bir ssmrl bolge ve OB ise sonlu sayida basit kapali
integral gezilerden olugsun. f € H(B), V basit baglantih ve f(OB) C V ise
f(B)CV.

Kanit. C\V baglantili oldugundan, her z ¢ V veI' := fodB i¢inn(I', 2) =
0, dolaysiyla I(I') C V olur ve sav, Sonug 4.2.14’ten ¢ikar. |

Sonug 4.2.16 B C C bir smarh bélge, f € H(B), OB bir basit kapal
integral gezisi ve f|OB birebirse f: B — I(f o OB) biholomorftur.

Kanit. Her w € I(f 0 @B) i¢in Z,(f, B) = n(f o 8B, w) = 1. Dolayisiyla,
(4.2.14) ile f : B — I(f08B) bir tamegleme ve holomorftur, boylece (3.1.11)
ile biholomorftur. |

Teorem 4.2.17 (Rouché Teoremi) B C C bir sinirly bolge ve OB ise
sonlu saynda basit kapaly integral gezilerden olussun. f,g € H(B) olsun.

V2 € 9B |f(2) - 9(2)] < IF(2)] + lg (=) (4.16)

ise Zo(f, B) = Zo(g, B), dd. kathliklarwyla saylmak tzere, f ve g fonksiyon-
larinan B deki sifir yerleri sayilar: birbirine esittir.

Sonug 4.2.18 B C C bir stmrl bélge ve OB ise sonlu sayida basit kapalr
integral gezilerden olussun. f,g € H(B) olsun.

Vz e 0B |f(z) —g(2)| < |f(2)] (4.17)

ise Zo(f, B) = Zy(g, B), dd. katliliklaryla saylmak tzere, f ve g fonksiyon-
lariman B deki sifir yerleri saylar: birbirine esittir.

Sonug 4.2.19 B C C bir ssnurl bolge ve OB ise sonlu sayida basit kapali
integral gezilerden olussun. f,g € H(B) olsun.

Vz e 0B |g(z)| < |f(2)] (4.18)

ise Zo(f,B) = Zo(f + g, B), dd. katliliklarwyla sayilmak tzere, f ve f+ g
fonksiyonlarinin B deki sifur yerleri saylary birbirine egittir.
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Kanit. (4.16) kogulundan dolay1, f ve g fonksiyonlarinin dB’de sifir yerleri
yoktur. Sonug olarak, f|B # 0 ve g|B # 0. Bu nedenle, f ve g fonksiyonlari-
nin B’de, dolaysiyla B’de, sonlu sayida sifir yerleri vardir. O zaman h := f/g
fonksiyonu B'nin bir agik U komsulugunda meromorftur ve h fonksiyonunun
0B’de sifir yeri de kutup yeri de yoktur. Diger yandan (4.16)’dan,

Vze 0B |1 —h(z)| <1+|h(z).

Bu durumda her z € 9B i¢in h(z) ¢ (—o0,0] olur. Dolayisiyla, (—oo,
araligl h o OB gezisinin digina diigser ve n(h o 8B,0) = 0 olur. %/ = fT/ —
oldugundan, (4.10) ile f ve g’'nin B’de holomorf oldugunu gozetirsek ve I :

h o OB alirsak,

[| o2

Zo(f.B) — Zo(g.B) = = [ £~ 1/F99

T omi r [ 2m

1 n
=— [ —=n(hodB,0)=0
omi Jo "o 9B0)

olur ve bu, savi verir.

(4.17) saglanmigsa (4.16) de saglanir; (4.2.18) buradan gikar. Eger (4.18)
saglanmigsa h := f+g¢g olmak tizere, |h—f| = |g| < |f] < |f|+]|h| oldugundan,
Rouché Teoremi’yle Zy(f, B) = Zo(h, B) = Zo(f + g, B). Bu, kanit1 bitirir.

|

Klasik anlamda Rouché Teoremi, Sonug 4.2.18 veya Sonug 4.2.19’dur.

Not 4.2.20 (1) Bazen bize verilen bir p(z) polinomunun kéklerini bulmak
zordur ve bizi koklerin kendileri degil, belli bir bolgede kag¢ tane olduklar
ilgilendirir. Boyle bir durumda Rouché Teoremi isimize yarayabilir. Ornegin
p(2) = 2°+8z—1 polinomunun Dy(0) dairesinde kag kokii vardir? g(z) := 2°
alirsak, z € 90D>(0) igin

Ip(z) —g(2)] = [8z = 1] < 8[z| + 1 =17 < 32 = |g(2)|

oldugundan, Sonug 4.2.18 ile Zy(p, D2(0)) = Zy(g, D2(0)) = 5. Dolayisiyla,
kathiliklariyla sayilmak iizere, p polinomunun Ds(0)dairesindeki koklerinin
say1s1 5’tir. Buna kargin D1 (0)’daki kok sayisini aragtiralim ve bu kez h(z) =
8z — 1 olmak iizere, |z| =1 i¢in

p(2) = h(z)| = 2°] =1 < 7=8|z| = 1 < [82 — 1| = |h(2)|

oldugundan, h'nin D;(0) dairesinde bir kokii oldugu i¢in p polinomunun da
D1(0) dairesinde bir kokii vardir. Ozetle p polinomunun tiim kokleri Do(0)
dairesinde, bunlardan yalniz bir tanesi D;(0) dairesindedir.
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(2) p(z) = 2"+ Z:‘L:_ol a;z" ve n > 1 olsun. g(z) = 2™ alahm.
p(2)

ZTL

an—1 Q,

0

ve limzﬁoo h(z) = 0 oldugundan, r > 0 yeterince biiyiik secilirse her |z| = r
< 1 olur, dd. |p(z) — g(2)| < |g(#)| saglamir. Dolayisiyla,

Zo(p, D (0)) = Zo(g, Dr(0)) = n > 1. Boylece kathliklariyla sayilmak tizere,
p polinomunun D, (0) dairesinde n kokii vardir. Sonugta Cebirin Anate-
oremi’ni bir kez daha kanitlamig olduk.

(3) f € H(D) ve f(0D) C D ise, tam bir c € D i¢in f(c) = c olur, dd. f
fonksiyonunun D’de tam bir tane sabit noktasy vardwr. g(z) = f(z) — z ve
h(z) = —z olsun. |z| = 1 i¢in |g(z) —h(2)| = | f(2)| < 1 = |h(2)| oldugundan,
g ve h fonksiyonlarinin D’de sifir yerlerinin sayis1 aynidir, yani 1’dir. ¢’nin
bu tek sifir yerine ¢ dersek, 0 = g(c¢) = f(c) — ¢ olur ve bu, savimizi kanitlar.

(4) B C C basit baglantili bir bolge, v := @B ise basit kapali bir integral
gezisi olsun. f € H(B) ve \ := f o~ gezisi de basit kapali bir integral
gezisi olsun. Bu durumda f : B — I(\) biholomorftur. Gergekten de her
w € I(A) i¢in n(A,w) = 1 oldugundan, f(z) = w kosulunu saglayan tam bir
z € B vardir. Dolayisiyla, f : B — I(\) holomorf ve birebir oldugundan,
biholomorftur. A

Teorem 4.2.21 (Ters Fonksiyon Teoremi) B C C bilgesi basit kapali
OB integral gezisi ile cevrelenmis olsun. f € H(B), f|B birebir ve G := f(B)
olsun. f~': G — B vardwr ve

YweG: f(w)= aBgfél)(C) d¢.

Kamit. Sonug 4.2.16’dan f : B — G doniigiimiiniin biholomorf oldugunu
biliyoruz. z € B igin w = f(z) dersek, z noktasi f fonksiyonunun birinci
dereceden w yeridir; dolayisiyla z noktasi f(z) — w fonksiyonunun birinci
dereceden sifir yeridir. (4.11) denkleminde g(¢) = ¢ alirsak,

1 A f'(€)
2mi Jop > f(C) —

elde ederiz. [

fHw)=2= —d¢

Teorem 4.2.22 (Hurwitz Teoremi) B C C bir bolge ve H(B) uzayinda
(fn)nen dizisi f’ye yakinsak ve f # 0 olsun. Bir a € B noktast f fonksi-
yonunun m. dereceden bir sifir yeri olsun. Bir R > 0 saysi ile Dr(a) C B
ve f’nin bu kapaly dairedeki yegdne sifir noktasy a olsun. Bu durumda her
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0 < r < R saysina karsihk bir n, ’den baslamak izere, her f, fonksiyonu-
nun Dy (a)’da, kathliklaryla sayldmak tzere, m sifor yeri vardir. Dolayisiyla,
Sp kiimesi f, fonksiyonunun B’deki sifir yerlerinin kiimesi olmak dzere, a
noktasi | J,,~o Sn kiimesinin bir yigilma noktasidur.

Kanit. a € B noktasi f'nin m. dereceden bir sifir yeri olsun. f € H(B)
ve f 7i 0 oldugundan, f'nin sifir yerleri ayriktir. Dolayisiyla, bir R > 0
sayist Dg(a) C B ve her a # z € Dg(a) igin f(z) # 0 olacak bigimde

segilebilir. Simdi 0 < r < R ve 6, := || fll¢, (4 > 0 olsun. fy ) f oldu-
gundan, bir ng(r) dogal sayist her n > no(r) icin || fullc, (o) = 0r/2 olacak
bi¢imde segilebilir. Bu ve Weierstrass Yakinsaklik Teoremi'nden dolayz, (f,,)
ve (fy,) dizileri C;(a)'da diizgiin yakinsak olduklarmdan, (f,/fn)n>ne@) di-
zisi Cp(a)’da f'/f fonksiyonuna diizgiin yakimsaktir. Bu durumda n > ng(r)
olmak iizere,

. _ 1 f/ 1 /

lim Zo(fn, Dr(a)) = lim = = = Zo(f,B) =m.

n=-+oo n—too 2mi Jo fn o 2mi )., f

(Zo(fns DR(a)))nzno(r) dogal sayilarin yakinsak bir dizisi oldugundan, bir n,.
indisinden baglamak tizere, terimleri sabit olmak zorundadir, dd. bir n,, € N
ile her n > n, i¢in Zy(fn, Dr(a)) = m olur.

Ikinci kanat: Bu teoremi Rouché Teoremi ile kanitlayacagiz. r ve §, yu-
karidaki gibi olsunlar. Bir n, € N, her n > n,. ve her z € C.(a) igin

£ (2) = fu(2)] < g <[fEI<IF G+ | fa(2)]

olacak bi¢imde bulunabilir. Rouché Teoremi’nden her n > n, icin f ve f,
fonksiyonlarinin sifir yerleri kathiliklariyla sayilmak tizere, aynidir yani m’dir.
Savin kalani her iki durumda da agikardir. |

Sonug 4.2.23 B C C bir bilge, (fn) C H(B) ve bu dizi B’de f € H(B)
fonksiyonuna kompakt diizgiin yakinsak olsun. Eger her n € N i¢in f, fonk-
styonunun B’de sifir yeri yoksa ya f’nin de sifir yeri yoktur ya da f = 0.

Bu sonug dogrudan Hurwitz Teoremi'nden ¢ikar. f,, fonksiyonlarinin sifir
yerleri yokken f = 0 olabilecegini 6rnekleyelim: B := C* ve her n € N* ve
her z € B i¢in fu(z) := z/n olsun; Zo(fn, B) = 0 ve (f,) C H(B) dizisi
B’de f = 0 fonksiyonuna kompakt diizgiin yakinsaktur.

Teorem 4.2.24 (Birebirligin Korunumu) B C C bir bolge, (f,) C
H(B) ise B’de birebir holomorf fonksiyonlar dizisi ve H(B) uzayinda lim f, =
f olsun. Bu kogullarda f fonksiyonu ya sabittir ya da birebirdir.
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Kanit. a € B'’yi keyfi secelim. Her z € B* := B\{a} igin f(2) # f(a)
oldugunu kanitlamak yeterlidir. f,, birebir oldugundan, g, := f, — fu(a)
da birebirdir ve B* bolgesinde sifir yeri yoktur. (g,) dizisi B* bolgesinde
f — f(a) fonksiyonuna kompakt diizgiin yakinsaktir. Sonug 4.2.23’ten dolayz,
f — f(a) ya = 0 ya da sifir yeri yoktur. Oyleyse, ya f = f(a) ya da her n
her z € B*igin f(z) # f(a). Ikinci segenekte, a € B keyfi segildiginden, f
birebir olur. |

Problemler

Problem 4.2.1 v € G/(C\{1,i}) kapali olmak iizere,

integralinin alabilecegi tiim degerleri belirleyiniz.

Problem 4.2.2 Kalan Teoremi’nden yararlanarak asagidaki integralleri he-
saplayimniz:

1
1. fn1+¢,2 = ( 2Jr1)dz fm) exp 1 dz,

fnn tanmzdz, n € N*, fn 1sin G _11)2 dz,

L. cos272dz, f 270 sin zdz,

[. expz~
K1
. f i +Z4, 7 pozitif yénlenmis basit kapal 2% — zy 4y +x+y = 0 elipsi,

fnl 1+z4’ fxT z z:zdz (n € N*a a,b S Dr)

ol W

Problem 4.2.3 Bir p(z) = 2" + Zz;é az* polinomu verilsin. Her z € D
i¢in |p(2)| < 1 olabilir mi?

Problem 4.2.4 ~(t) = (2 + cos £)e’, 0 < ¢ < 4w olmak iizere,

5_924492,-6
/z 25+ 2z "
.

22— 2z
integralini hesaplayiniz.

Problem 4.2.5 ~:[0,27] — C gezisi y(t) = sin 2t + 2isint ile veriliyorsa,
f7 p _Hdz integralini hesaplayiniz.
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Problem 4.2.6 p(z) = 2" +a12" ' + -+ +a, € C[z] ve bir R > 0 reel
sayist ile 1 <4 < n i¢in |a;| < R'/n ise, p’nin tiim koklerinin Dg dairesinde
oldugunu gosteriniz.

Problem 4.2.7 a € C ve Rea > 1 ise, e * + z —a = 0 denkleminin C* sag
yaridiizleminde tam bir tane ¢dziimi oldugunu gosteriniz.

Problem 4.2.8 B C C bir bélge olsun ve (f,) C H(B) dizisi B’de f
fonksiyonuna kompakt diizgiin yakinsak olsun. Eger hi¢bir f,, fonksiyonu w
degerini almiyorsa ya f = w ya da f de w degerini almadigin1 gbsteriniz.

Problem 4.2.9 Her 0 < ¢ < 7 sayisina karsilik bir n. € N dogal sayis1 her
n > ne igin pp(z) = ZZ>0(_1)%me2kH polinomunun (7 — &, 7 + ¢)
araliginda en az bir sifir yeri olacak bicimde bulunabilecegini gosteriniz. p,,
bilindik bir fonksiyonun Taylor polinomudur.

Problem 4.2.10 Agik Déniigtim Teoremi’ni (4.14)’ten yararlanarak kanit-
layiniz.

Problem 4.2.11 H(0;4, +00) halkasinda tanimh

1) = z-1)(z-2)(z—3)

fonksiyonunun bu halkada bir ilkeli var madir? Aym halkada

22

z—1)(z=2)(z —3)

9(z) =
(
fonksiyonunun bir ilkeli var midir?

Problem 4.2.12 K C C i¢in asagidaki énermelerin denk oldugunu goste-
riniz:

(a) (fn) C C(K)NH(K) ve fn EN f olsun. Eger her z € 0K igin
f(z) # 0 ise, bir ng’dan baglamak iizere, f,, ve f’nin K’daki sifir say1ilar
birbirine egittir.

(b) f,g € C(K) N H(K) ve her z € OK igin |g(2)| < |f(2)| ise, f ve
f + ¢g’'nin K’deki sifir sayilar1 birbirine esittir.

4.3 Kalanlarin Integral Hesaplamada Kullanimi

Bu kisunda bazi gergel integrallerin Kalan Teoremi yardimiyla hesaplanma-
larin inceleyecegiz. Bu bi¢imde hesaplamada integralini alacagimiz fonksi-
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yonlarin ilkellerini bilmemiz gerekmeyecektir. Onlarin yerini sonlu sayida
tekil noktalar1 olan holomorf fonksiyonlar alacak ve integralimiz, bu fonksi-
yonlarin bu tekil noktalardaki kalanlar1 yardimiyla hesaplanacaktir. Ancak
bu yaklagimda elimizde genel bir yontem yoktur; bu nedenle bazi tipleri
vermekle yetinecegiz.

Bu ve bir sonraki kissmda [ f, f;oo f ve fj;o f integralleri, daima

Altkisim 5.3.2°de tanmimlanan has olmayan integralleri gostereceklerdir.

4.3.1 fOQW R(cost,sint)dt Tipinde Integraller

Burada R(z,y), 0D’de tekil noktalar1 olmayan bir rasyonel fonksiyondur,
yani P(zx,y), Q(z,y) polinomlari ile R(z,y) = P(z,vy)/Q(x,y) ve 2*+y* =1
icin Q(z,y) # 0. Bu tipte, birim ¢ember iizerindeki z = €, 0 < t < 27
noktalarmm su 6zellikleri devreye girer: z = e = cost +isint = x + iy icin

z 1 d
E:ﬁ:f , dz = izdt, ve dt:,—z
z oz iz
1 1 1 1 1 1
cost = 5(2—}—2) = i(z—l—;), sint = 27,(2—2) = 27(2—;)

Boyle bir R(x,y) rasyonel fonksiyonuna bir
R(z):=2"'R 1(,2: +2z7h l(z -z h
’ 2 " 21

fonksiyonu karsihk getirecegiz. R fonksiyonu Cu.’da meromorftur ve 0 si-
nirinda ise tekil noktalar: yoktur.

Teorem 4.3.1 R(x,y) bir rasyonel fonksiyon olsun ve 0D simirinda tekil
noktalar: olmasin. Bu durumda

27
R(cost,sint)dt = 27 Z Res(R, a). (4.19)

0 a€D

Kamt. 9D gezisi v(t) = €, 0 < t < 27 ile parametrelenmistir. Kalan
Teoremi’yle

ZWZRes(R,a) = 1[y]§:

a€D

izdt = R(cost,sint)dt.
z 0

S| =

/27r R(cost,sint) 2
0

Ornek 4.3.2. (1) a > 1 olmak fizere,

27 1
I:/ dt
o a-+cost
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integralini hesaplayimz. R(z,y) = 1/(a + ) teoremin kogullarim saglar. R(cost,sint) =
1/(a + cost). Bu durumda
1 1 2

R(z)= =" = .
(2) z a+3(z+271)  22+2az+1

Paydadaki polinomunun kokleri —a ++/a? — 1’dir ve bunlardan ancak z; = —a++va? — 1
kokii D’dedir. Dolayisiyla, bu birinci dereceden bir kutup yeri oldugundan, (4.19) ile
2 4 21

I =27 Res R,z =27 = = .
(R 2) (71 —22) 2va2—=1 +Va2-—-1

(2) m € N* olmak {izere,
27
_ om 5, 21 (2m)!
I—/0 (cost) dt—m

oldugunu gosteriniz. Burada R(z,y) = 2*™ ve

m 2m
~ 1 1 —1 2 1 2m 2n—2m-—1
R =1 (36+:) =g ()
oldugundan, R’nin D’de yalmzca z = 0’da bir kutup yeri vardir ve

5 27 (2m 27 - (2m)!
I:QWRes(R,O):%<m>:W.

Okurun kolayca gorecegi gibi n € N* olmak iizere, fOQW R(cosnt,sinnt)dt tipinde bir in-
tegral s6z konusu ise, benzer bi¢cimde

1/, 1 . 1/, 1
cosnt=—-(z +— ) ve sinnt=— |z — —
2 Zn 21 A

doniigtimleri ile galigiriz.

4.3.2 f_t:: f(z)dz Tipinde Integraller

Gergel analizden biliyoruz ki

+oo +oo +00
/ f mutlak yakinsak = / f yakinsak = ECPV/ I

—0oQ —0o0
f _Jr;o [ icin genel stratejimiz su olacaktir: f(x) fonksiyonu H'de, ya da H~"de,
sonlu nokta diginda holomorf olan bir f(z) fonksiyonuna geLi§l>etilecektir ve
genelde f'nin R’de tekil noktalar: olmamasin isteyecegiz. (—r)r gezisi ya st
yaridiizlemdeki bir -, gezisi ile, ya da alt yaridiizlemdeki bir A, gezisi ile,
basit kapali (—7)r 4., ya da (—r)r+ A, gezilerine tamamlanir. r yeterince

biiytik secilirse iist yaridiizlemdeki, ya da alt yaridiizlemdeki, tiim tekillikler
bu basit kaplh gezilerin igine diiger ve biz

/:f+/Tf:§HRes(f,z) ya da /ier Asz— > Res(f,2)

- z€H~
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. —_—
elde ederiz. Ikinci toplamdaki — igareti (—r)r 4+ A\, gezisinin igini negatif
yonde cevrelemesinden kaynaklanir. Tekil noktalarimiz sonlu oldugundan,
her iki toplam da aslinda sonludur. lim,_, f% f =0 oldugu durumlarda

CPV/+OO f(z)dz = Res(f,2) yada CPV /mf =— ) Res(f,2)

zeH zeH~

olur. Eger ayrica fjoooo f'nin yakimsak oldugunu biliyorsak,

+o00 +o0
/ f(z)dz =) Res(f,2) (ya da / f=="_ Res(f2)).

—00

zeH z€H~

Simdi bazi 6zel v, gezileri igin hangi kogullarda lim,_, 4 o, f% f = 0 oldugunu
aragtiracagiz; benzeri A, i¢in aragtirilacaktir.

0 <1 <2 <2m, 10 > 0, Ay (1, 2) := {re"?|r > 10, 1 < ¢ < o}
ve By, (¢1,p2) = {re"?|0 < r <1, p1 < @ < @a} olsun. 7, : [¢1,p2] = C
gezisiyse v, (t) = re' olsun.

Onerme 4.3.3 f €C(Ar(p1,92)) ve g € C(Byy(p1,02)) olsun.
(1) lim, o0 2f(2) = 0 ise lim, 1 f% f=0.

(ii) im0 2g(2) = 0 ise lim, o [ g = 0.

Kanit. (i) » > ro olsun. f fonksiyonu 7, kompakt kiimesinde siirekli oldu-
gundan, orada bir z, noktasinda | f| maksimumunu alr, dd. || f[l, = |f(z/)|
ve |zr| = r. Varsayimimizdan dolay,

0= lim |z[f(z) = lim r|fll, ve

/ f\ < L) 171, < (o2 — o) ],
r

oldugundan, lim,_, 1 f% f =0 olur. (ii) benzer bigimde kanitlanir. |

Teorem 4.3.4 f fonksiyonu H'de (ya da F’de}, reel dogru tzerinde ol-
mayan sonlu sayida tekil noktalar disinda holomorf olsun. lim,_,. zf(z) =0
1s€

CPV o f(z)dz = 2mi ZRes(f, a) (ya da = —2mi Z Res(f,a)).

- acH acH~

Eger ayrica fj;o [ 'nin yakinsak oldugunu biliyorsak, yukarida CPV [ yerine
| yazabiliriz.
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-r o) r

Sekil 4.5: Teorem 4.3.4%e iligkin gekil.

Kanit. Ust yaridiizlemdeki sonlu nokta disinda f fonksiyonumuz H’de holo-
morf olsun. r > 0 sayisini yeterince biiyiik segersek, v, Sekil 4.5’teki yarigem-

ber olmak tizere, H iist yaridiizlemindeki tiim tekil noktalarimiz (—r)r + ~,
kapali gezimizin i¢ine diiger. Bu durumda

/ f+ f=2mi Z Res(f,a —27TiZR€S(f>a)
—-r Tr

a€l(~r) acH

olur. Burada r — 400 icin limitlere gecersek, Onerme 4.3.3 ile

CPV /+Oof = ZTriZRes(f, a)

- acH
elde ederiz. f € H(H~) durumunda (—7)r + A, gezisinin her bir i¢ noktas:

etrafindaki dénme sayis1 —1 oldugundan, bu geziden yola cikarsak elbette
PV fj;o f=-=2mi) .y Res(f,a) elde ederiz. ]

Not 4.3.5 f fonksiyonu tiist yaridiizlemde teoremin kogullarini saglasin ve
ayrica rg > 0, M > 0 ve a > 0 olmak iizere,

M

olsun. Teorem 5.3.22’den dolayi, fj;o f yakisaktir ve
—+00
/ f=2mi> Res(f,a) (4.21)
o acH

olur. Eger f = P/Q bir rasyonel fonksiyon ve deg @ > deg P + 2 ise, acik¢a
(4.20) saglanir ve (4.21) gegerlidir. A
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0

Sekil 4.6: Not 4.3.7’ye iligkin gekil.

Ornek 4.3.6. (1)

tooo dx tooo dx
I = _ar —
/_oo 1+ab © J /0 1426

integrallerini hesaplayalim: Burada P(z) = 1, Q(z) = 2% + 1 ve R(z) = Z%H’dir, boylece
Not 4.3.5’in kosullar1 saglamir. (1.41)’den 2% + 1 = 0, dd. 2° = —1 denkleminin {ist
yaridiizlemdeki kikleri z; = €', 2o = €2 ve 23 = % dir. Onerme 4.1.4(ii) ile zx’de
1 1 1 2k Zk
Res(—=,21) = —r— = —r = & = %k
271 i i o . 2
I:—%Z(e 6 +e'2 +e 6):%(251n%+1):§
. 6 . . . - _ 1 _m
elde ederiz. 1/(1 + z°) bir ¢ift fonksiyon oldugundan, J = 51 = %.
(2) n > pigin
+oo 2p
I'= / Qi dr = : 7;-p-ﬁ—l
feo XM A1 nsm( e 7r)
oldugunu gérelim. Sonug 4.3.5’in kogullar1 saglanir. 22" +1 = 0 <= 2" = —1 denkleminin
iist yaridiizlemdeki ¢oziimleri
; 2k +1
zr =¢e"%F o = u, k=0,1,...,n—1.
2n
R(2) = iy dersek, yine (4.1.4)(ii) ile
2p 2p+1 2p+1
z z z
R R — k — k — _ k
eS( 7Zk) 217,2’:"71 21122” m
ve biraz hesaplamayla
n—1 2p+1 2n(2p+1) 1
. 1 2p+1 —T 20 [ZO
I =2mi ——szr):—
> (m?") -
_ 2 _ A%y _ s
n [ng_u — 20_2’7_1} n2i sin (21;:1#) nsin (QZIIW)
elde ederiz. p = 0, n = 3 6zel durumunda yeniden
/+°° de. _ w© w27
oo 2841 3sing 3.1 3

buluruz ki bu, bir 6énceki érnekteki sonugtur.
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Not 4.3.7 Eger f : R — R bir ¢ift fonksiyonsa ve fj—;o f yakinsaksa elbette

0+°° f= % fj;o f- Bu kismin baginda belirttigimiz gibi kalanlar yardimiyla

gercgel integrallerin hesaplanmasinin genel bir yontemi yoktur. Simdi yari-
cemberler yerine fonksiyonumuza uygun bagka geziler secerek

+oo ,.m—1 -1
T T/ . mm
dxr = — (sin — ,mmeNve 0<m<n
o I"+1 n n

oldugunu gorelim. f(z) := % alirsak, f fonksiyonu birim ¢ember iizerin-
deki sonlu sayida birinci dereceden kutup noktasi diginda C’de holomorf-
tur. 2" = —1 denkleminin { = en kokiine odaklanalim ve Yr,1sVr2, Vr.3
gezilerini Sekil 4.6’daki gibi segelim; bu geziler {izerinde f’nin kutup nokta-
lar1 olmasin ve 7,179,273 gezisinin i¢inde yalmzca ¢ kutup yeri bulunsun.
Onerme 4.1.4(ii) ile Res(f,¢) = —%Cm oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla,

21,
/%,1“/%2” Wf— - (4.22)

lim. 100 2f(2) = 0 oldugundan, (4.3.3)(1) ile lim. 1o [ f = 0. Ay-
rica, integralimiz yakinsak oldugundan, f0+°° fx)dr = lim,— 4 f'le f ve
%_73(75) =%, 0<t<rve(® =1 oldugundan,

r gm—1,2m—2 roam—1 r
Yr,3 0 0

¢ +1 o th+1
Simdi (4.22)’de r — 400 limitine gegersek,

oo 27

2m _ 2t em
@ -y [ r="

olur. ( = eln oldugundan,

olur ve sav buradan gikar. A

4.3.3 f_Jr;o f(x)ei**dx, a € R Tipinde Integraller

Bu tip integraller, her € R icin f(z) € R ise f(x)e'™ = f(x)cosaz +
if(x)sinax oldugundan,

400 400
/ f(x) cosazxdz ve / f(x)sinaxdz

—00 —00
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—r +1q 72 s+ 1q

3 Q 7

Sekil 4.7: Teorem 4.3.8’e iligkin gekil.

tipi integralleri de kapsar.

a € Rve z =z + iy icin ['%*| = e~ oldugundan, ay > 0 icin =% < 1
olur, dd. “a > 0 ve y > 0”7 veya “a < 0 ve y < 0” ise, e~* < 1 olur. Bu basit
bilgi agagidaki teoremde rol oynayacaktir:

Teorem 4.3.8 f fonksiyonu H de reel dojru tizerinde olmayan sonlu sayda
tekil nokta diginda holomorf olsun ve Imz > 0 igin lim,_,o f(2) = 0 olsun.
Bu kosullarda a > 0 ise

/+OO f(z)e""®dx = 2mi Z Res(f(2)e'*, w).

o weH

Benzer bicimde f fonksiyonu H="de reel dogru izerinde olmayan sonlu sa-
yida tekil nokta disinda holomorf ve Imz < 0 d¢in lim,_,o f(2) = 0 olsun.
Bu kosullarda a < 0 ise

o f(z)e" " de = —2mi Z Res(f(2)e'*, w).

weH~

Not 4.3.9 f = P/Q bir rasyonel fonksiyon ve deg@ > degP + 1 ise,
teoremin kogullari saglanir. A

Kanit. Once a > 0 olsun. r, s > 0 pozitif sayilarini yeterince biiyiik secersek,
f fonksiyonunun H {ist yaridiizlemdeki tiim tekil noktalari ¢ := r 4+ s olmak
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izere, kogeleri —7, s, s + iq, —r 4 iq olan @) karesinin igine diiger. Sekil 4.7’de
gosterildigi gibi 3Q) = g - - - y3 olsun.

3
Z f(2)e"**dz = 2mi Z Res(f(2)e"*, w) = 2mi Z Res(f(2)e", w).
i=0 Y7 wER weH
I; .= f%_ f(2)e"**dz olmak iizere, i = 1,2,3 igin lim, 5400 I; = 0 oldugunu
kanitlarsak, lim, 4o Ip = f_Jr;o f(x)e!*®dx oldugundan isimiz biter. Yy
icin parametre araligin [—r, s| segersek, v, () =t +iq ve z = x + iy iginse
i = =% oldugundan,

e > qise |I| = || f(2)e"*||, L(v2) < I fll,, a7 < |1 f]],, -

Ote yandan v, (t) = s 4 it, 0 < t < q igin | O] = e~ ve |y (t)| = |i| = 1
oldugundan,

g q
< [l <, et
<Iflly, et @ = e) < I fl,, a7

Benzer bicimde [I3] < [|f],, a~! kanitlanmir. Sonugta yeterince biiyiik ¢ igin
€’ > q oldugundan ve lim,_, f(z) = 0'in bir sonucu olarak i = 1,2,3 i¢in
limy s 400 HfH% = 0 oldugundan, lim; 5,4 I; = 0 olur ve a > 0 icin igimiz
biter.

a < 0 icinse benzer bicimde karelerimizi H—de seceriz ve bu durumda
q < 0 olacagindan, yine aq > 0 oldugunu unutmayacagiz. |

Ornek 4.3.10. m, a > 0 olmak iizere,

+oco +oo .
T cosme T sinmz
I ::/ dx ve I ::/ dx
— 00

2 2 2 2
oo It a e +a

integrallerini hesaplaymiz. f(z) := ﬁ ve g(z) = f(z)e'™* dersek, f fonksiyonu =ia
disinda C’de holomorftur ve Teorem 4.3.8’in kogullar1 saglanir.

+oo X
I:= /700 p _‘T_ pe e dx dersek I = I +ils.

Dikkat edilirse ¢’nin H’deki yegane tekil noktas: ia ve Res(g, ia) = 27'e™™ oldugundan,
I =2mi27e™™ = ime™™?, dolaysiyla I = 0 (bu ise R’de bir tek fonksiyonun integrali
olarak agikardir) ve I = me™™* olur.

Onerme 4.3.11 f € H(D}(2)) fonksiyonunun zy noktasinda bir basit ku-
tup noktasi var ve her 0 < e < 7 i¢in v-(t) = zo+ee’, 0 < o1 <t < g < 27
15€

lim/ f=1(v2 — 1) Res(f, 20).
Ve

e—0
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Kanit. a = Res(f, z9) olmak tizere, f'nin D (zp)’daki Laurent agilimi

f2) == +9(2), 9 € H(D(0))

olsun. |g|'nin D, 5(20) daki maksimumuna M dersek, 0 < M < o0 oldu-
gundan, 0 < & < /2 icin ’f% g‘ < L(3e)M = (o2 —p1)M ile lime o [, g =
0. Diger yandan,

a P2 g )
/ dz = / —ieedp = ia(p2 — ¢1)
2= 20 o1 €€¥

oldugundan, lim._.o f% f=rta(ps — @1) +lime_0 f% g =1a(p2 — v1).

(i) c € Rve f:R\{c} — C siirekli olsun. Her € > 0 i¢in [“_° f ve ;rzo f
integralleri yakinsak ve ayrica

([ )

limiti varsa buna fj;o f integralinin esas degeri denir ve bu limit
—+o00
v s
—00
(ii) ¢ € (a,b) olmak tizere, f : [a,b] \{c} — C siirekliyse, limit varsa

[ rem([ )

esas deger olarak adlandirilir.

ile gosterilir.

(iii) ¢1,..-5¢n,01,...,apt1 € R ve her i i¢in a; < ¢; < a;41 olsun. f :
R\{c ¢n} — C siirekli olsun. [*2 f ve [T f integralleri yakin-
LieeesCn S — g y
sak vet =1,...,n i¢in PV f;”l f esas degerleri varsa

400 al n ait1 +00
PV/ f::/ f+ZPV/ f+/ f
—00 —00 i=1 a; an+1

yine esas deger olarak adlandirilir.
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Not 4.3.12 (1) z € R* i¢in f(z) = 2! olsun. Her 1,62 > 0 igin [~°' f ve
f;_oo f integralleri yakinsaktir, ancak lim,,\ o f__oaol f ve limg,\ o f;_oo 7 limit-
lerinin her ikisi de yoktur. Yine de PV fj;o f var ve = 0.

(2) Bu tanmmun (iii) sikki ay, . . ., ap4+1 noktalarimin se¢iminden bagimsiz-
dir, kolayca goriiliir.

(3) U c C acik, a,c,be Rvea <c<b,[a,b CUolsun. f € H(U\{c})
ve f fonksiyonunun ¢ noktasimda bir basit kutup yeri olsun. D}(¢)’de f’nin
Laurent acihmi f(z) = ;% + g(2),9 € H(D;(c)) ise, PV ff f’nin var ve

b b—c b
PV/ f=aln +/ g(x)dx

cC—a

oldugu kolayca goriiliir. Gergekten de r sayisim1 D,.(¢) C U olacak bigimde
secelim. g € H(U) olacagindan, 3 ffg. Dolaysiyla, 0 < & < min(c—a,b—c)

olmak iizere,
c—e b b
EIIim(/ g+/ g)Z/g.
e\0 a cte a
Diger yandan,

¢ adzx b adx
lim </ +/ ) = lim (aln|x—c| la “+alnfz—( |§+a>
e\0 a Tr —C c+e L —C e\0

=lima(lne —In(c—a) +In(b — ¢) — Ine)

e\0
~ In(b—c¢)
B aln(c —a)

Bu iki limitin varlign PV fab f esas degerinin var ve bu iki limitin toplamina
esit olmasi demektir. A

Teorem 4.3.13 f fonksiyonu H’de sonlu sayida tekil nokta disinda holo-
morf olsun ve Imz > 0 i¢in lim,_, f(2) = 0 olsun. f’nin gergel eksen
tzerindeks tekilliklert birinci dereceden c1, . . ., ¢, kutup yerleri olsun. Bu ko-
sullarda a > 0 ise

n

PV /_+OO f(x)ei‘wdx = 27 Z Res(f(z)emz, c)+ i ZRes(f(z)ewz, ).

ceH =1

Teoremin H~ icin ifadesini okura birakiyoruz.
Kanit. rg, s > 0 sayilarii, gg = rg + sg olmak iizere, yeterince biiyiik se-
gersek, bir yandan iist yaridiizlemdeki tekil noktalar koseleri —rg, sg, so +
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Y
—r +1q 72 s+ 1q
73 !
Ve Vie Vne
L0 Vo U \
—r9 €1 a; C; Q341 Ch So S x

Sekil 4.8: Teorem 4.3.13’e iligkin sekil.

iqo, —T0 + iqo olan acgik @0 karesine diigerken, diger yandan x-ekseni iize-
rindeki basit kutup noktalarimiz ise (—rg, sg) agik araligima diiger. Simdi
Q1,...,0n41 sayllarini —rg = a1, So = an41 ve a; < ¢; < a;4+1 olacak bicimde
segelim. € > 0 yeteri kadar kiigiik segilirse f € H(DZ(c;)) saglanir. ;. ile ¢;
merkezli € yaricapli pozitif yonlenmis yarigember gezisini gosterelim. Simdi
r, s pozitif sayilar, —r < aj, s > an41 ve ¢ = r + s olmak lizere, v1,7v2,73
Sekil 4.8’deki geziler ve g(z) = f(2)e!** olmak iizere, Kalan Teoremi’yle

al c1—€ An+1 3
/ g+/ g+/ 9+--~+/ g+/ 9+2/9=ZRGS(9,C)
- al Ve ne cnte i=1 7V

ceH

olur. Teorem 4.3.8’in kanitinda oldugu gibi r,s — +00 igin f%g — 0 ve

integrallerin yakinsaklhigindan
+oo
g+/ 9="> Res(g,0)
C

al c1—¢€ az
—00 a1 Ve c1+e Y nte ceH

ai c1—¢€ a2 +o0o n
/ g+/ g+/ g+---+/ g+2/ 9= Res(g.)
—0o0 a1 c1+e cn+te fyk;

k=1 ceH

ne

Burada ¢ \, 0 limitine gecersek, Onerme 4.3.11 ile

n

+oo
PV/ g— E 7i Res(g,¢;) = E Res(g, ¢)
- i=1

ceH
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Clr

027‘

Sekil 4.9: Teorem 4.3.15%e iligkin sekil.

elde ederiz; bu ise savimizdir. |

Ornek 4.3.14. I := fj;o SIngy? f(z) = 1 fonksiyonu teoremimizin kogulunu saglar.
z-ekseni lizerinde yalnizca z = 0 noktasinda bir basit kutup yeri vardir. sinz/z fonksi-
yonu 0 diginda stireklidir; 0’da sorunlu gibi goziikse de oraya da siirekli genisletilebildigini
biliyoruz. I = Im fj:: f(x)e*®dx. Teoremdeki yontemimizle 7. ile 0 merkezli € yaricaph

pozitif yonlenmis yarigember gezisini gosterirsek, g(z) = % olmak iizere, Res(g,0) = 1

oldugundan, _ _
+o0 el ) et? ]
PV —dx = lim —dz = 71,

oo L e\ 0 e z

boylelikle I yakinsak oldugundan, I = Im i = 7 elde edilir. Ayrica, sin 2z/z fonksiyonunun
bir ¢ift fonksiyon oldugunu gozetirsek, f0+°°(sin z/x)dx = 7/2 olur.

4.3.4 0+°O Iz(f) dz Tipinde Integraller

Burada kosulumuz
R € C(z)rasyonel,0 < a < 1, lim R(z) =0
Z—>00

ve ayrica R(x) rasyonel fonksiyonunun pozitif z-ekseninde, dd. [0, +00)’da
kutup yeri olmayacak. p,q polinomlar olmak tizere, R = p/q ise degq >
deg p + 1. Bu kogullarda integralimiz 0 alt sinirinda ve +oo iist sinirinda da
yakinsaktir.

Teorem 4.3.15 Yukaridaki kosullarda fo(2) := R(2)/e“!°80% olmak iizere,

A +oo
(1-— 6_2”0‘)/0 i(f)dx = 27i Z Res(fo,a)

aeC
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esitligi saglanar.

Kanit. g > 0 saywsini yeterince kiiciik ve rg > 0 sayisini yeterince biiyiik
secersek, fo fonksiyonunun tiim tekil noktalar: her 0 < ¢ < gg ve her rg <
r < 400 i¢in B := C\[0, +00) olmak tizere, B, , := H(0;e,r) N B bolgesine
diiger. 8 sayism1 § < 3 < m ve [e0e®, 70e?P] dogru parcasinda fy'in tekil
noktalari olmayacak bigimde segelim. Simdi 0 < & < gg ve rg < r < +00 keyfi

verilsinler. ¢ € [0, 3] igin Cy,.(t) := rei ve C1.(t) := ee' ve her t € [3,27]
i¢in Co,(t) := re’ ve Coc(t) := ee® olsun (bkz. Sekil 4.9). Bu durumda
C1,Cor = Ky ve C1.Co9. = K¢ olur. Simdi (C_g’de logaritmanin log_%(z) =
In |z| —i—z’arg_g(z) =In|z| +ip, =% < ¢ < 3T holomorf daln1 secersek,

_ Rz
f_g(z) = W; Z € C—g

fonksiyonumuz sonlu nokta disinda holomorftur. d,. := re'f, Eeiz gezisi ol-
mak iizere, y1 1= ﬁCler’ECfs basit kapali gezisinin i¢ini Belﬂ, ile gosterelim.
Kalan Teoremi'nden dolay1

[ﬂ foz :/71 eafg(z()dz—Qm > Res(f_z,a). (4.23)

a€Bl

Benzer bigimde fz(z) = R(z)/ealog%(z) ve v 1= CQTQCQ_Ed,T’S basit kapali

gezisinin igi ng olmak iizere,

/ Iy = alo;w)( sl =27 ) Res(fz,a) (4.24)
Y2 Y2 e

a€BZ2,

esitligi saglamr. Simdi d,.'da f_x = fz oldugundan, J b, f-z + / i fa =
0 olur. fo(z) = R(z )/eo‘logoz olmak lizere, a € B!, ise Res(f_z,a) =
Res(fo, a), ve a € B2, ise Res(fz,a) = Res(fo,a) oldugu apagiktir. Tiim
tekil noktalarmz ya Bl ya da B2, ’de oldugundan, (4.23) ve (4.24) taraf
tarafa toplamrsa, > 0 icin fz(z) = R(z)/e” (Infel+2m) — R(x)/x"e??m™
oldugunu gozetirsek,

" R(x) / / —i2 /’” R(x)
x s fz—et e —~dx = Res(fo,a
/a e Ccu+0rn 2 Jomtoy e 2 Res(foa)

aeC

elde ederiz. Bu esitligin sag yam sabittir. Sol yaninda ise, bir yandan (4.3.3)
ile r — +o00 icin fClr f_% — 0 ve szr fg — 0, ayrica ¢ — 0 iginse
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fC* f_g — 0 ve fC* f% — 0. Diger yandan integralimiz yakinsak oldu-
le 2e

gundan, yukaridaki egitlikten r — 400, — 0 limitlerine gegersek savimizi

elde ederiz. [

Ornek 4.3.16. 0 < a < 1 icin

I'—/+OO dx _om
)y =xe(l+z) sinTa

oldugunu gosteriniz. Teoremin kogullar1 saglanir. fo(z) = 1/e%!°80 *(1 + z) fonksiyonunun

yalnizca z = —1 noktasinda bir basit kutup yeri vardir. log,(—1) = ém oldugundan,
R 1) =1 1 =1 1 = ! - L
eS(f(), - ) - zi}I{ll(Z + )fo(Z) - ZAI’HJI ealoggz — calogg(—1) ~— eair’
Boylece teoremden
27 T m m
I =— S = T - = — = — .
eza‘rr(l —e 271'7.0() Z(ezwa _ e—lwa) Im etme Sin T

elde edilir.

4.3.5 [ R(z)Inzdr Tipinde Integraller

Burada kogulumuz R(x)’in [0, +00) pozitif z-ekseninde kutup noktas: olma-
yan bir rasyonel fonksiyon ve limy_, o zR(z) = 0 olmasidir. Bu durumda

0+°° R(z)log xzdzx integralimiz yakinsaktir. Yine bir énceki tipteki bolge ve
gezileri kullanacagiz. Ancak bu kez

f-z(2) == R(2)(log_z 2)*, fo(2) := R(2)(logy 2)? ve fz(2) := R(2)(logz 2)*

NIE]

alirsak, aym irdelemelerle

/+OO R(z)(Inxz)*dx — /+OO R(z)(Inz + 27i)%dx = 2mi Z Res(fo, a)
0 0 T

aeC

400 +oo
2/0 R(z) Inzdx — 2772/0 R(z)dx = ZRes(fo, a) (4.25)

acC

elde ederiz. Bu denklem I = 0+OO R(z) Inxdx integrali ile J = f0+oo R(x)dx
integrali arasinda bir iligki verir.

Teorem 4.3.17 R(x) rasyonel fonksiyonunun [0, 4+00) da kutup yeri yoksa
ve limy oo xR(x) = 0 ise, ejer J integralini hesaplayabiliyorsak, (4.25)
denklemi ile I integralini hesaplarz. Eger her x € R igin R(x) € R ise, yine
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bu denklemden

+o0
I= ; R(z)Inzdx = —% Re (Z Res(R(z)(log, 2)2, a)) (4.26)
aeC
J = = R(z)dr = —— Im (Z Res(R(2)(log, 2)?, a))
0 aeC

olur.

Ornek 4.3.18. a > 0 igin iistteki teoremi kullanarak
+oo
1= / thimdac = " lna
o r24a? 2a

oldugunu (4.26) ile gorelim. R(z) = ﬁ teoremin kogullarim saglar ve her z € R igin

R(z) € R. Diger yandan, fo(2) = R(2)(log, 2)* fonksiyonunun sanal eksen iizerinde +ia
noktalarmda birinci dereceden kutup yerleri vardir. Onerme 4.1.4 ile

. . . 2
Res( fo, ia) = (log, ia)? _ (lna—i‘—zg)2 _ (Ina)® +irlna — T

2ia 2ia 2ia
) (logy(—ia))> (na+i%)* —(lna)®—i3rlna+ 2
R — = = =
es(fo, ~ia) —2ia ~2ia 2ia ’
—; 2 2
Z Res( fo, w) = 27 ln.a + 27 _ mlna — i ve boylece
2ia a
weC
1 —rlna —ir?
Problemler
2 d 21 aeD
. ™ t _ 1—a2? _
Problem 4.3.1 0 # a ¢ ID ise, [;" {=sueosizaz =  or 0aD oldu
a2_1’

gunu gosteriniz.

Problem 4.3.2 [_ exp(exp ; Ddz = 2mei ve [
gosteriniz.

. (deZ = mi oldugunu

Problem 4.3.3 f,(2) = —i7 ise, I, := [* 2 fu(2)de = etz oldu-
gunu gosteriniz. (f,) fonksiyonlar dizisi R’de bir f fonksiyonuna yakinsak-
tir. (fp) dizisinin f’ye diizgiin yakinsak olmadigini, yine de lim fj;o fn =

fj;o lim f,, oldugunu gosteriniz.

Problem 4.3.4 Asagidaki esitlikleri kanitlayiniz:



382 KOMPLEKS ANALIZ I

() fo7 = 2n\/aZ — 12, a,b € R ve a® > b2 > 0.

a+bsinx
(i) Jy" afheoszde = 3 (e~ Va? =1%), 0< b <a.
el 2 d.
(111) ()7r (1+acf,sx)2 = (17(217;)3/27 |a‘ < 1.

Problem 4.3.5 _—1-;0 1+1x4 dx integralini hesaplayimniz.

Problem 4.3.6 Asagidaki esitlikleri kanitlayiniz:

: +oo  22—z42 __ 57
(1) J o A0z 90T = 13-
2

. —+o0 T - L -3
(ll) 0 mdl‘ = 167ra , a > 0.

Problem 4.3.7 m > 0 bir pozitif gercel say1 olmak {izere,

/+°° cos mx me” (1 +m)
dx =
0 (1'2 + 1)2 4

oldugunu gosteriniz.

Problem 4.3.8 _Jr;o xﬁ:’;f ~7dx integralini hesaplayimz.

Problem 4.3.9 fj;o mda: integralini hesaplayiniz.

Problem 4.3.10 s > 0igin PV fj;o %dm integralini hesaplayimiz.

Problem 4.3.11 0 < o < 1igin f0+°° mdx integralini hesaplayiniz.

4.4 Kalanlarin Seri Toplaminda Kullanim

f fonksiyonu C’de sonlu 7" kiimesi diginda holomorf ise, belli kogullarda

+o0
D), Y fn) ve Y (=1)"f(n)
n=0

ne”Z nel

tipindeki yakinsak serilerin Kalan Teoremi yardimiyla toplamlarini bulmay
gorecegiz. Stratejimiz su olacaktir: ¢ fonksiyonu C\Z’de holomorf, tamsa-
yilarda ise kalani 1 olan birinci dereceden kutup yerlerine sahip bir fonksi-
yon olsun. Béyle fonksiyonlar vardir, érnegin ¢(z) = 7 cot wz fonksiyonu bu
Ozellige sahiptir. Bu durumda, eger f fonksiyonu n noktasinda holomorfsa
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elbette Res(fy,n) = f(n) olur. Simdilik f fonksiyonunun her n € Z nok-
tasimda holomorf oldugunu varsayalim. Her n € N igin C\Z’deki =, basit
kapali gezisi orijini pozitif yonde cevrelesin ve ayrica f fonksiyonunun te-
kil noktalarindan da gegmesin. Gezilerimizi, d,, := d(7y,0) gezimizin orijine
uzakligl olmak tizere, lim, _,  d, = +oco ve {0,:|:1,7.. Laxn} = Z N 1(y)
olacak bigimde secelim. Bu durumda bir ng dogal sayisi yeterince biiyiik
secilirse her n > ng i¢in T' C I(~y,) olur. Boylece Kalan Teoremi'nden her

n > ng icin
2m/ T = Z (k) + ) Res(feo,a) (4.27)

k=—n a€eT

Eger limy,— 40 ﬁ f% fe = 0 oldugunu biliyorsak, buradan

Jim Y f(k) == Res(fe,a)
k=—n

acT

esitligini elde ederiz. T NZ # (), dd. f’nin baz1 tam sayilarda tekil noktasi
olmasima izin verirsek, (4.27) denklemi

gi | fe= XS94 Y Res(roa)

k=—n, k¢T acT

seklini alir. ¢ yerine her bir n € Z noktasinda birinci dereceden bir kutup
yeri ve wy, := Res(g,n) olan bir g € H(C\Z) fonksiyonu alirsak, bu kez

! [(g9= 3wt Yo Res(fg.0

2mi
k=—n, k¢T a€T

olur ve asagidaki 6nerme agikardir:
Tipki integraller i¢in Cauchy esas degerinde oldugu gibi, eger limiti varsa

+oo n
CpPV Z ap = nll}I—i{lookZ ak
=—n

k=—o00

olarak tanmimlayalim. Bu limite serimizin Cauchy esas degeri diyelim.
Cauchy esas degerinin olmasi serimizin yakinsak olmasi anlamina gelmez.
Ancak bu seri yakinsaksa, dd. 720 ax ve Y127 a_y serileri ayr1 ayr yakin-

saksa
+o0

—+00 “+o00 n
E ap = E a_x + E ap = lim g a-
n—-+00
k=1 k=0 k=—n

k=—o0
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Onerme 4.4.1 T C C bir sonlu kiime, f € H(C\T), g € H(C\Z) ve g
fonksiyonunun her n € Z noktasinda bir basit kutup yeri olsun ve oradaki
kalani wy, olsun. C\(T'UZ) de orijini pozitif yonde ¢evreleyen vy, basit kapaly
gezileri igin {0, £1,...,£n} = Z N 1(y,) ve limy, 100 f% fg =0 ise

lim Z f(B)w, = — Z Res(fg,a).

n—-+00
k=—n,k¢T a€T

Dolaysiyla, Zgoo’kéTf(k)wk yakinsaksa

+oo
Z f(k)w, = — Z Res(fg,a). (4.28)

k=—o00, k¢T acT

(4.28)’in gegerli oldugu kosullarda ayrica her wy = 1 ise

+oo
> f(k) == Res(fg,a),
k=—oc0, k¢T a€T

eger her k icin wy, = (—1)¥ ise

—+00

> (=DFf(k) == Res(fg,a).

k=—o00, k¢T acT

¢(z) = mceotmz fonksiyonu C\Z’de holomorftur ve her n € Z nokta-
sinda ise kalani 1 olmak tizere, bir basit kutup noktasi vardir. Diger yandan,
¥ (z) := mescmz fonksiyonu da C\Z’de holomorftur ve her n € Z noktasinda
ise kalani (—1)" olmak {izere, bir basit kutup noktasi vardir.

Onerme 4.4.2 ~, gezisi Sekil 4.10°daki gezi olmak tizere, A, B > 0 saylar
her n > 1 dogal sayist i¢in

[cot wz||,, < A ve |cscmz|l, < B
olacak bicimde vardar.

Kamit. coth x fonksiyonu (0, +00) araliginda azalan oldugundan, v, ’in yatay
kenarlari {izerindeki z = x +i(n + 3) noktalar1 igin

| cotmz|

eim(ai(nt3)) 4 o—im(zki(nt3))

i

1 3
= coth7(n + 5) < coth g

eiﬁ(z:ﬁ:i(nJr%)) _ 6fi7r(m:ti(n+%))

e”(rﬂw%))‘ + ‘e—z‘w(m(w%)))

o—im(aLi(n+3)) ) ‘
eTr(n—i—%) + e—ﬂ(n-{—%)

eﬂ(n+%) _ 677r(n+%)

IN
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Y
n—+1
n
Tn
x
-n—1 —n n n+1
-n
—-n—1

Sekil 4.10: Onerme 4.4.2°ye iliskin kare yollar.
cot(z + 3m) = —tanz ve cot(z + nm) = cot z oldugunu gdzetirsek, v, nin
dikey bilesenlerindeki z = +(n + 3) + iy noktalar1 igin
) 3T
|cotmz| = | — tanmiy| = |tanh7y| < 1 < coth?
elde ederiz. A := coth 37” isimizi goriir.

csc(z 4+ 4m) = secz ve csc(z + nw) = (—1)"cscz oldugunu gozetirsek,
7n'nin dikey bilesenlerindeki z = £(n + %) + 4y noktalar1 igin

N ,
csem [:l:(n—i— 5) +zy] ‘ = |seciy| = [sechy| < 1.

csch fonksiyonu (0, 4+-00) araliginda azalan oldugundan 7, nin yatay kenarlar:
iizerindeki z = x + i(n + 3) noktalar1 icin benzer bigimde

1
eﬂ(n+%) o efﬂ(nJr%)

1 3
|csemz] < = cschm(n + 5) < cs.ch?7T <1

oldugundan, B = 1 alabiliriz. |

Teorem 4.4.3 T C C sonlu, f € H(C\T) ve R, M > 0 sayulars her |z| > R
icin |zf(z)| < M olacak bi¢imde varsa

ngrfoo Z f(k)=-— Z Res(mf(z) cot wz, a)

k=—n, kgT acT

ngl—&r-loo Z (=D)Ef(k) = — Z Res(mf(z)cscmz, a).

k=—n,k¢T acT
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Eger lim,_,o z2f(2) = 0 ise, boyle R ve M 'nin varligr agikdrdar.

Kanit. v, gezileri Sekil 4.10’daki geziler olsunlar. 7, 'nin uzunlugu L(~,) =
8(n+ §)dir. g(2) := zf(z) olsun. g fonksiyonu D}_, (00)’da smirh oldugun-
dan, f fonksiyonunun da g fonksiyonun da D7,_;(c0)’da tekil noktalar: ola-
maz. §(z) = g(1) fonksiyonu D},(0) de holomorf ve smirli olur; dolaysiyla 0
noktasinda kaldirilabilir bir tekil noktas: vardir. g fonksiyonunun Dg(0)’daki
seri agihmi ) 7 - a,2" ise, g'nin Dj,_, (o0)’daki seri agilmi ) 7 - anz™", do-
layisiyla orada f’nin acilimi

—+00

1 1 aq al ag
f(z) = ~g(2) znz:%anznﬂ =255 B> R (429)
Diger yandan, g1(z) := :g a,z" "1 olarak tammmlarsak, §(z) = ag + 241 (2)

olacagimdan ¢;(z) fonksiyonu Dg(0)’da holomorftur, dolayisiyla Ry > 0 sa-
yisimi Ry > R olacak bigimde segersek, bir pozitif M sayisi ile her |z| < Rfl
i¢in |g1(2)] < My saglanir. Boylece, her |z| > Ry igin |g1(2)| = [g1(1/2)] <
M, olur. Boylece (4.29) ile

91(2)

vz <|z|2R1:>‘f(z)—a0 -

z

< f‘j;,) . (4.30)

Diger yandan, h(z) = (wcotmz)/z fonksiyonu C\Z’de holomorf, Z*’da bi-
rinci dereceden, 0’da ise ikinci dereceden kutup yerlerine sahiptir. Okur ko-
layca Res(h,0) = 0 ve n € Z* igin Res(h,n) = % oldugunu goriir. Dolayi-
siyla,

mcot mz =
h = dz = 2w | Res(h,0 Res(h
/n [yn . z = 2mi [ Res(h,0) + Z es(h,n)

k=—n, k£0

Sonug olarak,

mecotmz
dz

f(z)mcot mzdz = / f(z)mcot mzdz — ag /
g

Tn n n

= /% (f(z) — %) T eot mzdz (4.31)
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olur. n > Rj secildiginde, 7, gezisinin orijine uzaklhiginin n + % oldugunu da
gozetirsek, Onerme 4.4.2 ve (4.30), (4.31) esitsizliklerinden

/% (f(z) — %) 7ot mzdz

_8(n+ $)MimA
- (n+ 3)?

f(z)mcot mzdz
Tn

olur. Dolayisiyla, lim,_ 1 f% f(2)mcot mzdz = 0. Sonug Onerme 4.4.1 ile
gelir. Savin diger yarisi benzer bigimde kanitlanir. |

Sonug 4.4.4 T C C sonlu, f € H(C\T) ve R,M > 0 saylar: her z €

C\Dg(0) igin |2%f(2)| < M olacak bigimde bulunabiliyorsa, izellikle f(z) =
p(2)/q(z) bir rasyonel fonksiyon ve degq > degp + 2 ise

+o0o
Z flk)=-— Z Res(mcot mzf(2),a)

k=—o0, k¢T a€T
+oo
> (“DFf(k) == Res(rescmzf(2),a).
k=—o00, k¢T a€T

Kanit. Bu kogulda serilerimiz mutlak yakinsak, dolayisiyla yakinsak oldu-
gundan, sav Teorem 4.4.3’ten cikar. |

Ornek 4.4.5. (1) f(z) = z% fonksiyonu Sonug 4.4.4’tin kogullarim1 saglar. Bu f igin
T = {0} ve f fonksiyonunun 0 noktasinda ikinci dereceden bir kutup yeri oldugundan,
g(z) = Zmcotmz fonksiyonunun ve h(z) = Zywcscmz fonksiyonlarmm 0 noktasinda

tigiincii dereceden kutup yerleri vardir. Okur kolayca Res(g,0) = —%2 ve Res(h,0) = %
oldugunu goriir ve

—+oo —+o00 2

1 s
RTINS DS
k=—oc, k¢T k=—o00, k#0
“+oo “+o0 1 71‘2
k _ k _
Som= Y (=T
k=—o0, k¢T k=—00, k#0

olur. f(—k) = f(k) oldugunu gozetirsek, buradan

+oo —+oo
11 I
22 26
k=1 k=—o00, k#0
“+o0 —+oo 2 —+oo
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elde edilir. Agik yazihimla

1+1+1+ —Eiw1—1+1— T
49 G 49 127

(2) w € C\Z olmak iizere, f(z) = ﬁ olsun. Sonu¢ 4.4.4’in kosullar1 saglanir.
f’nin yegéne tekil noktas1 w ve orada

Res(mf(z) cotmz,w) = ——

oldugundan, Sonug 4.4.4 ile

—+oo

S e e

= (n—w)? " (sinw)?

olur. Bu esitlik Siniis Teoremi olarak bilinir. Burada sol yandaki serimizin yakinsak
oldugunu belirtelim. Bu egitlikte w = 1/2 alirsak,

w2 R 1
‘Z:ngixm—1p

elde edilir.

Ornek 4.4.6. Kotanjant Teoremi: Her z € C\Z i¢in

1 = 1 1 1 &= 2
crs L R _E 4.32
otz z+n__§n#0<z—n+n> z+n§1z2—n2 (4.32)

oldugunu savunuyoruz.
z € C\Z sabit tutulsun. no dogal sayis1 her n > ng igin |z — n| > n/2 olacak bicimde

secilirse bu n sayilar: i¢in

1 1

J’_ —

zZ—n n

z < 2|z|

n(z—mn)| — n?
olur, dolayisiyla S+ (2= n)~! +n~"] serimiz mutlak yakinsaktir. Benzeri irdelemelerle

et (z—(—n))_l—i—(—n)_l] =3 [(2+n) "' —n""] serisinin de mutlak yakimsak oldugu
goriiliir. Boylece, (4.32) denklemindeki ilk serimiz mutlak yakinsaktir ve istedigimiz gibi
paketlenebilir.

Simdi her w € C\{z} i¢in f(w) := - olarak tanimlansm. f € H(C\{z}). Diger

yandan, R, M > 0 sayilar1 her |w| > R igin |wf(w)| < M olacak bigimde bulunabilir,
dd. Teorem 4.4.3’lin kogullar1 saglanir. Dolayisiyla,

—+oo
. _ T cot Tw _
Z f(n)—nll’r_'r_lo<> Z k—z = —Res < ,z) = —mcotmz.

—z
n=-—o00

Buradan ise, serimiz mutlak yakinsak oldugundan,

n

~ 1 1 1
7Zk—z:;+z(z—k+z+k> 7+Z,22 k2

k=—n k=1

esitligi ile savimizi elde ederiz. (4.32)’de terim terime tiirev alirsak, yeniden Siniis Te-
oremi’ni ele ederiz.
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Problemler

Problem 4.4.1 Siniis Teoremi'nden yararlanarak 37> (2 —n)~3 serisi-
nin C\Z’deki toplamim bulunuz.

Problem 4.4.2 a ¢ iZ ise

S (T i L
n2+a2 2 aCO e a?

n=1

oldugunu gosteriniz.

Problem 4.4.3 a,b ¢ 7Z ise

f 1 _ 2 cot ma — cot b
. (n—a)(n—10) N wa — wh

oldugunu gosteriniz.

Problem 4.4.4 > -, n% = —%% (B, Bernoulli sayilari).
Problem 4.4.5 Sonug 4.4.4’iin kogullarim saglayan beg farkh f(z) = 58

fonksiyonunu kendiniz belirleyip, onlar i¢in

+o0 +o00
oo fk) ove Y (—DFf(R)
k=—oc0, k¢T k=—oc0, k¢T

serilerinin toplamini bulunuz.
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Bolum 5

Onbilgiler

5.1 Kimeler

X ve Y herhangi iki kiime olmak iizere, X kiimesinin her 6gesi Y 'nin de
bir Ogesiyse, X kiimesi Y kiimesinin bir altkiimesidir denir ve bu X C Y
veya Y D X ile gosterilir. Her kiime kendisinin bir altkiimesidir, dolayisiyla
C gosterimi esitligi diglamaz. P(X) := {A]A C X} kiimesine X kiimesinin
gii¢ kiimesi denir. P*(X) := P(X)\ {0}. A C X icin A° := X\ A kiimesine
A kiimesinin X kiimesindeki tiimleyeni denir. X kiimesinin bir 8 parca-
lanigindan agagidaki kosullari saglayan bir 8 C P*(X) ailesi anlagilir:

X=JBveVPQeP (P#Q=PNQ=10).

Ayrik birlegimleri vurgulamak igin U imini kullanacagiz; 6rnegin 3 bir parca-
lanigsa ve bunu vurgulamak istedigimizde |J yerine | | yazacagiz. X,Y
kiimeler olmak iizere, X’ten Y’ye bir f fonksiyonunu f : X — Y veya

xLyile gosterecegiz. Ayrica,
F(X,Y)={f|f: X =>Y}.

olarak tanimlansin. Bir fonksiyonun birebir, 6rten olmas: bilinen kavram-
lardir. Birebir ve 6rten doniigstimlere kisaca tamesleme diyecegiz. f fonksi-
yonunun Z C X altkiimesine kisitlanigini f|Z veya fz ile gosterecegiz.

Vz € X :ldx(z) := x olarak tanmimlanan Idx doniisiimiine X kiimesinin
0zdeslik doniisiimii denir. X belliyse, ldx yerine Id yazacagiz. X,Y ki-
meler, a € X, b € Y olmak iizere, f : (X,a) — (Y,b) gosterimi su anlama
gelecektir: f: X — Y ve f(a) =b.

N ile esgiiclii olan kiimelere sayilabilir sonsuz kiimeler denir. Sonlu
veya sayilabilir sonsuz kiimelere kisaca sayilabilir kiimeler denir. Cokluk-
lara iligkin olarak en ¢ok bag vuracagimiz teorem sudur: Sayilabilir ¢oklukta

391
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saylabilir kiimelerin birlesimi de sayilabilir. Bunun basit bir sonucu olarak
Ay, ..., A, sayilabilir kiimelerse A; x - - - x A,, kiimesi de sayilabilir. Ozellikle
her k > 1 dogal sayis1 icin N*¥ ve QF kiimeleri sayilabilir kiimelerdir.

5.2 Topoloji

5.2.1 Topolojik Uzaylar

Okurun topolojik uzaylar ve bu uzaylarin temel kavramlarin bildigini varsa-
yiyoruz. X topolojik uzayimizin topolojisini vurgulamak gerektiginde (X, 7))
gbsterimini kullanacagiz. Her Y C X icin Y'nin X’teki kapanis1 Y ile ve
ici ise Y ile gosterilecektir. Y nin Ogelerine Y kiimesinin i¢ noktalar1 denir.
Y = X ise, Y altkiimesi X uzaymnda yogundur denir. Sayilabilir yogun
altkiimeleri olan topolojik uzaylara ayrilabilir uzaylar denir.

(X, T) herhangi bir topolojik uzay olsun. x € X ve U C X olmak iizere,
bir A € T agik kiimesi x € A C U olacak bicimde bulunabiliyorsa U kii-
mesi x noktasimin topolojik uzayimizda bir komgulugudur (yoresidir) de-
nir. Benzer bi¢cimde Y C X altkiimesinin bir V komsulugundan bir
A e TileY Cc A C V kogulunu saglayan V kiimelerini anlayacagiz.
U(z) := {U|U, «’in bir komgulugudur} ailesine x noktasinin komsuluk sis-
temi denir. z # y kogulunu saglayan her z,y € X icin U € U(z) ve V € U(y)
komsguluklar1 U NV = ) olacak bigimde bulunabiliyorlarsa topolojik uzay1-
miz bir Hausdorff uzayidir denir. Analizde Hausdorff uzaylarimiz, limitin
tekligini garantilediginden, 6nemlidir.

(X, T) bir topolojik uzay ve Y C X ise, Ty :={Y N A|A € T} ailesi Y
kiimesinde bir topolojidir. Ayrica belirtilmedikce her Y alt kiimesi 7y goreli
(veya iz) topolojisiyle alinacaktur.

X bir topolojik uzay ve A C X olsun. A := A N A°¢ kiimesine A kii-
mesinin simir1 ve A kiimesinin 6gelerine ise A kiimesinin sinir noktalar:
denir. Tanmim geregi 0 A kiimesi kapalhidir ve 0A = 0A€ olur. b € X noktasina
her U € U(b) icin AN (U\{b}) # 0 ise A kiimesinin bir y1gilma (veya bir
limit) noktasidir denir; burada b € A olmasi gerekmez. a € A ve a noktasi
A kiimesinin bir yigilma noktasi degilse a noktast A kiimesinin bir ayrik
noktasidir denir.

Onerme 5.2.1 (X,7T) Hausdorff uzay, A C X ve b€ X olsun. Asagidaki
onermeler denktirler:

(i) b ogesi A’nan bir yigrlma noktasidur.

(ii) b’nin her komsulugunda A kiimesinin sonsuz dgesi vardar.

f : X — Y bir tamesleme ve hem f hem de f~! siirekli iseler f bir
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topolojik doniigiimdiir veya bir homeomorfizmdir denir. X’ten X’e
topolojik doniigimlerin kiimesini Top X ile gosterelim.

Bir B C T ailesine, her U € T igin bir A C B ailesini U = [J A olacak
bigimde bulabiliyorsak 7 topolojisinin bir bazidir denir. Bir B(z) C U(x)
derlemine her U € U(z) i¢in B C U olacak bi¢imde bir B € B(z) bulunabi-
liyorsa x noktasinin bir komguluk bazidir denir.

Dizi ve dizinin limiti bilinen kavramlardir. X uzay1 bir Hausdorff uza-
yiysa, bir dizinin birden fazla limiti olamaz, dd. Hausdorff uzaylarinda di-
zilerin limitleri tek olarak belirlidir! X uzaymmiz Hausdorff ve a 6gesi (z,)
dizisinin limitiyse, bu durum

a= lim =z,, a=Ilimz, veya z, — a
n—-+00
gosterimlerinden biri ile dile getirilir. X, Y topolojik uzaylar, A C X, zg
noktast A’min bir limit noktasi ve yg € Y olsun. zg ¢ A olabilir! f: X - Y
olsun.

lim  f(z) =yo: <= VYV €eU(f(y0)) U € U(xo) fF(U\{zo})NA) CV
rEA,x—x0
olarak tamimlanan kavram “z noktasi1 A’da kalmak iizere xy noktasina
yaklagirken f fonksiyonunun limiti yy’dir” diye dillendirilir. Bu tanimda
f fonksiyonunun zy noktasinda taniml olmasi gerekmez; taniml bile olsa bu
tamimda f(zo) degeri rol almaz! Eger A = X ise yalin bigimde lim,_,,, f(z) =
yo yazilir. Y bir Hausdorff uzayi ise, yg varsa tek olarak belirlidir.

Uzlagma: R’deki araliklarn gosterirken ( imi, ( ve | imlerinden herhangi
birini, benzer gekilde ) imi ise ) ve | imlerinden herhangi birini gostersin.

X =R ve A= (a,b) genel aralik ! 6zel durumunda

f(a+):= lim f(z) sagdan limit ve
rEA,x—a

f(—):= lim f(z) soldan limit
r€EA,x—b

kavramlarina ulagiriz.

Teorem 5.2.2 X wve Y topolojik uzaylar, f: X —Y vea € X olsun.
(i) f, a’da sireklidir <= limy_,, f(x) = f(a)

f(a).

'Bu gosterim uc noktalar1 a ve b olan tiim araliklar: belirtir; a ve b noktalar: birbirinden
bagimsiz olarak A kiimesinde olabilirler veya olmayabilirler.
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(iii) a noktasinin sayilabilir bir komsuluk bazi varsa (i) nin tersi de dogru-
dur, dd. X ’teki x,, — a kosulunu saglayan her dizi i¢in f(x,) — f(a)
ise, [ fonksiyonu a noktasinda sireklidir.

Sonug 5.2.3 Dizi Olgiitii: X,Y topolojik uzaylar: olsun ve a € X nok-
tastman sayilabilir bir komsuluk bazi bulunsun. Bu durumda f : X — Y
fonksiyonun a noktasinda stirekli olmasi icin gerek ve yeter kosul x, — a
kosulunu saglayan her dizi i¢in f(x,) — f(a) olmasidur.

Stirekli fonksiyonlarin siirekli geniglemeleri baglaminda agagidaki onsav
gecerlidir:

Lemma 5.2.4 XY topolojik uzaylar, A, B C X kapalr altkiimeler ve f :
X =Y olsun. f|A ve f|B sirekli ise, f|AU B de stireklidir.

Carpim Topolojisi: (X1,71),...,(Xn,Tn) topolojik uzaylar1 verilsin-
ler. X = X7 x--- x X, olsun ve her 1 <i <n i¢in m; : X — X; donilisiimii,
mi(z1,...,2y) := x; ile tamimlanan i.nci izdiisiim fonksiyonu olsun. X {ize-
rinde her bir 7; izdigtimiini stirekli kilan topolojilerin en kabasina X’in
carpim topolojisi denir. [[!" ; X;'yi daima carpim topolojisiyle alacagiz.

Onerme 5.2.5 Y herhangi bir topolojik uzay olmak tizere,

f:(fl,,fn)Y—)HXl

1=1

dontigtiminiin streklt olmast i¢in gerek ve yeter kosul her bir f; : Y — X;
dondisuminin strekli olmasidir.

Boliim Topolojisi: (X, 7)) bir topolojik uzay ve R ise X’te bir denklik
bagmtisi olsun. Bir x € X 6gesinin R’ye gore denklik simifim [z] ile gos-
terelim ve X/R = {[z]|lz € X} olsun. ¢ : X — X/R (x — [z]) kanonik
doniigtim olsun. X/R’de ¢’yu siirekli kilacak topolojiler vardir, 6rnegin basit
topoloji. Bu durumda ¢ i¢in X/R tizerindeki topolojiler arasinda ayricalikli
olan ¢’yu siirekli kilanlarin en incesidir; bu topolojiye X/R’'nin b6liim to-
polojisi denir. Bu topolojiyi 7* ile gosterelim. Yalin olarak [z] yerine z* ve
X/R yerine X* yazarsak, okur kolayca 7* = {U*|U* C X*, ¢ 1 (U*) € T}

oldugunu gosterebilir.

Onerme 5.2.6 X topolojik uzayinda R bir denklik bagmtisi olsun. X/R
boliim topolojisiyle alinsin. Y herhangi bir topolojik uzay olmak tizere, bir
g: X/R — 'Y dontgiminin sirekli olmast igin gerek ve yeter kosul g o q
dondisumiinin strekli olmasidir.
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f: X — Y bir 6rten dontisiim ve X bir topolojik uzay olsun. Her z1, z9 €
X i¢in ancak ve ancak f(z1) = f(z2) ise 1 Rxg olarak tanimlansin. Elbette
R bir denklik bagmtisidir. ¢ : X — X/R boliim doniigiimii olmak {izere,
g([z]) := f(z) ile tammlanan g : X/R — Y doniigiimi bir tameslemedir.
Dolayisiyla, X’in topolojisi T ise, g(7*) ailesi Y’de bir topolojidir; buna
f’nin Y’de tanimladig1 topoloji denir.

5.2.2 Metrik Uzaylar

X herhangi bir kiime olmak iizere, bir d : X x X — RT fonksiyonuna
z,y,z € X icin (1) d(z,y) = d(y,z), (2) d(z,y) = 0 <= = = y ve (3)
d(z,z) <d(x,y) + d(y, z) ise, X kiimesinde bir metriktir (uzakliktir) de-
nir. d, X {izerinde bir metrikse (X, d) ikilisine bir metrik uzay denir. Eger
d doniigiimii, (2) yerine ondan daha zayif olan, her € X igin d(x,z) = 0
kosulunu sagliyorsa X’te bir yarimetriktir denir?. (X, d) bir metrik uzay
ve Y C X ise, dy := d|Y x Y fonksiyonu Y’de bir metriktir. Ayrica belir-
tilmedikge boyle durumlarda (Y, dy) metrik uzayma gegis yapacagiz ve dy
yerine yalin olarak yine d yazacagiz.

X kiimesindeki her d metrigi bu kiimede bir 7 topolojisi tanimlar. Her
a € X ve her 0 <r € R igin

By(a) :={z € X|d(x,a) <1} ve B.(a) := {z € X|d(z,a) <1}

olarak tanimlanan kiimelere sirasiyla a merkezli r yarigcaph agik ve kapali
toplar diyecegiz. B*(a) := B,(a)\{a} ve B.(a) := B,(a)\{a} kiimelerine
merkezsiz toplar diyelim. U C X olmak iizere,

UeTy:~=VacU3IIr=r(a)>0B,(a) CU

ile tanimlanan 7; ailesi X kiimesinde bir topolojidir. (X, d) metrik uzayu,
ayrica belirtilmedigi siirece daima 7T; topolojisiyle ele alinacaktir. (X, 73)
uzaymnda B,(a) acik ve B, (a) kapalidir.

X'te bir d yarmmetrigi verildiginde B,(x) acik toplar1 ve 7 topolojisi
benzer bigimde tammlanir. Eger z,y € X,z # y ve d(z,y) = 0 ise, x ve
y noktalarim acik kiimelerle ayiramayiz, dolayisiyla bu uzaylarda limitin
tekliginden s6z edemeyiz! Bu kusurlarina karsin yine de Kisim 1.5te yari-
metriklerle calisacagiz. Metrik uzaylarin Hausdorff uzaylar1 olmalar: bizim
i¢in ¢ok 6nemlidir; bu uzaylarda limitlerin tekliginden bahsedebiliriz ve dizi
Olclitii gecerlidir.

Onerme 5.2.7 (X,d) bir metrik uzay, A C X ve b € X olsun. Asagidaki
onermeler denktirler:

2Yarimetriklerde = # y icin d(x,y) = 0 olabilir!



396 KOMPLEKS ANALIZ I

(i) b ogesi A’nan bir yigilma noktasidr.
(ii) lima, = b olacak bi¢imde, terimleri ikiser ikiser birbirinden ve b’den
farkl bir (an) C A dizisi vardor.

(iii) b’nin her komgsulugunda A kiimesinin sonsuz dgesi vardur.

(X,d), (X'd") metrik uzaylar ve f : X — X’ ise, f fonksiyonunun a € X
noktasinda stirekli olmasi

Ve >0 3:(a) >0 Ve € X (d(z,a) < b.(a) = d'(f(x), f(a)) <e) (5.1)

ifadesine denktir. Burada d.(a) sayist hem £ hem de a’ya baghdir. e veril-
diginde bir J. pozitif sayisin (5.1) her a € X i¢in gegerli olacak bi¢imde
secilebilmesi ¢ok dzel bir durumdur ve bunu ayr bir adla belirtecegiz.

Tamim 5.2.8 (X,d), (X', d) metrik uzaylar ise, asagidaki kosul saglands-
gmda f: X — X' fonksiyonu (d, d' metriklerine gore) diizgin streklidir
denir:

Ve >035. >0Ve,ye X (d(z,y) <. = d'(f(z), f(y)) <e)

Bu tanim elbette segilen metriklere bagimhdir; ancak s6z konusu met-
rikler biliniyor varsayip kisaca diizgiin siirekli fonksiyonlardan s6z edecegiz;
burada §'min yalnizca £’a bagh oldugunu vurgulayalim. Tanimdaki verilerle
her § > 0 i¢in

wr(8) := sup{d'(f(s), f(t)) | s,t € X ve d(s,t) <4}
wy = sup{d'(f(s), f(t)) | s,t € X}

olarak tanimlansm. 0 < wy(0) < wy < 400 ve wy(d)’ya f fonksiyonunun
X’teki d-salimimu, wy’ye ise kisaca f'nin X’teki salinimi denir. Bilindigi
gibi f fonksiyonunun X 'te diizgiin siirekli olmasi lims_,qw¢ () = 0 olmasina
denktir.

(X,d) bir metrik uzay ve A, B C X olsun. Her z € X i¢in d(z, A) :=
inf,c 4 d(z,a) ile tanimlanan biiyiikliige x noktasimin A kiimesine uzak-
I1ig1 denir; ancak burada, yadirgansa da tutarh olan inf () = 400 uzlasmamiz
gegerlidir. A # () ise, her z,y € X i¢in

|d(z, A) = d(y, A)| < d(z,y)

Dolaysiyla, fa(z) := d(z, A) ile tammlanan f4 : X — R fonksiyonu A # ()
i¢in diizgiin siireklidir.

d(B,A) := infyep d(b, A) = infocapep d(b, a) biiyiikliigiine B kiimesi-
nin A kiimesine uzakligi denir. §(A4) := sup{d(z,y)|z,y € A} olsun.
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)

5(A)’ya A kiimesinin ¢ap1 denir. Burada tamim geregi 6(()) = —oo alacagz.
0(A) < 400 ise A kiimesi simirhidir denir. A kiimesinin sinirh olmasi bir
B, (a) topunun iginde olmasiyla eg anlamlidir.

Not. U C R? agik, a € U ve r := d(a,d0U) olsun. U = R? ise r = +o0 ve
U # R? ise 0 < r < +oc0 olur. D,(a) agik dairesi a merkezli acik dairelerden
U’nun igine diigenlerin en biiyiigidiir. 7 < 400 durumunda C,(a) ¢emberi
OU smirimin en az bir noktasini igerir. Bu, kitabimizda sikga kargilagacagimiz
bir durumdur. A

Tamim 5.2.9 (X,d) metrik uzay: ve (x,,) C X dizisi verilsin. Her € > 0
igin bir ne dogal sayst her m,n > n. dogal sayilary i¢in d(zy,,z,) < € ola-
cak bigimde bulunabiliyorsa (x,,) dizisi (X, d) metrik uzayinda bir Cauchy
dizisidir denir. X metrik uzayindaki her Cauchy dizisi yakinsaksa X uzays
tamdir denir.

X kiimesinde d ve d’ gibi iki metrik tanimlanmig olsun. ¢, ¢ > 0 sayilar
her z,y € X igin
cd(z,y) < d'(z,y) < dd(z,y)

olabilecek bicimde bulunabiliyorsa d ve d’ metrikleri birbirine denktir denir.
Asagidaki 6nsavi kamitlamay1 okura birakiyoruz:

Lemma 5.2.10 (X,d) bir metrik uzay olmak tzere, her x,y i¢in

_ _d=zy)
(@, y) = W

ile tamamlanan p de X ’te bir metriktir. d ve p metrikleri denktirler, dola-
yswyla X ’te aynu topolojiyi tanvmlarlar. Ayrica, X 'teki bir (x,) dizisinin d
i¢in bir Cauchy dizisi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul p’ye gore bir Cauchy
dizisi olmasidar.

Teorem 5.2.11 (Cantor) (X, d) metrik uzayinin tam olmasu igin gerek ve
yeter kosul lim §(K,) = 0 kosulunu saglayan bostan farkl kapaly kiimelerin
her daralan Ky D K1 D - -+ dizist i¢in ﬂneN K, arakesitinin bir tek noktadan
olusmasidar.

Bazen X ve Y metrik uzaylarinda caligirken her iki uzayin metrigini ayni
d imi ile gosterecegiz. Ornegin f: X — Y ve a,b € X i¢in “d(a,b) < § =
d(f(a), f(b)) < €” gibi bir ifade ile karsilagabiliriz ve burada elbette d(a, b)’de
X’in metrigi, d(f(a), f(b))’de ise Y nin metrigi séz konusudur.

R™ uzaymmizdaki ||-|| Oklid normu bize bu uzayda d(z,y) = ||z — ||
ile tanimlanan bir metrik verir; bu metrige R" uzaymn Oklid metrigi
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denir. Ayrica belirtilmedikce R” daima Oklid metrigi ile almacaktir. Oklid
metriginin tanimladig topolojiye R™’in dogal topolojisi denir. r > 0 igin

Sp(a) :={z eR"| ||z —a|] =71}
[a,b] :={x eR"z=a+t(b—a), 0<t<1}

olarak tanimlanir.

Bir kiime tizerindeki farkli metrikler ayni topolojiyi tamimlayabilirler.
Ornegin R™ dizerideki ||z||, := Y_p_; |z veya ||z|lm = maxicp<y |2k
normlar aracihigl ile R™’de tammlanan dj(x,y) := ||z — y|l1 ve dn(z,y) =
maxi<k<n |Tr — Y| metrikleri, R™ izerinde yine Oklid topolojisini tanimlar-

lar.
n

. .o . . #ﬁ . e .
R™nin dogal topolojisinin R x - - - xR’deki ¢arpim topolojisi oldugu ko-
layca goriliir; burada her R carpani dogal topolojiyle alinacaktir. Dolayi-
siyla, z(M) = (xgm), ey x,(lm)) € R" ve a = (ay,...,a,) € R™ olmak iizere,

lim 2" =q<= lim x,(cm) =ar, k=1,...,n.
m—+oo m—+o00
Simdi (X,7) bir topolojik uzay ve f : X — R", f = (f1,..., fn) olsun.
Onerme 5.2.5’ten dolay1 f’nin siirekli olmasi, her bir f;, fonksiyonun siirekli
olmasina denktir.

n = 2 durumu: Bu durumda B,(a), B}(a), By(a) ve S,(a)yerine sira-
styla D,.(a), Df(a), D,(a) ve Cy(a) yazacak ve bunlar sirasiyla a merkezli
r yaricapll agik daire, merkezsiz acgik daire, kapali daire ve gember
olarak adlandiracagiz.

n = 1 durumu: Bu durumda ||z|| = |z| olur veB,(a), Bf(a), B,(a) yerine
I.(a), I}(a) ve I,(a) yazacak ve bunlar sirasiyla a merkezli r yaricaph agik,
merkezsiz agik ve kapali araliklar olarak adlandiracagiz.

5.2.3 Kompakthk

Bilindigi gibi X topolojik uzaymmin K altkiimesine, her agik ortiisiiniin bir
sonlu altortiisli varsa kompakt denir.

Lemma 5.2.12 Kompakt uzaylarn sonsuz altkimelerinin en az bir ypgilma
noktasy vardar.

Onerme 5.2.13 Kompakt metrik uzaylarmn sayilabilir yogun altkiimeleri
vardar.

Kamt. (X, d) bir kompakt metrik uzay olsun. Her n € N* sayis1 i¢in U,, :=
{B1(x)}zex seklinde tammlanan 6rtii, uzaymmzin bir agik ortiistidiir.
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kompakt oldugundan, her U,,’in bir S,, sonlu alt ortiisii vardir. S,,’deki top-
larin merkezlerinin kiimesine A,, dersek, A := U:g A, kiimesi sayilabilirdir
ve agikca X'te yogundur. ]

Y C X kiimesinin kompakt olmasindan, (Y, 7y) uzaymin kompakt ol-
masi anlagilacaktir. Bu ise suna denktir: Y C [ J.A olan her A C Tx Ortiisii-
niin Y C |J B kogulunu saglayan bir sonlu B C A alt ortiisii vardir. Hausdorff
uzaylarin kompakt altkimeler: kapalidir; ayrica kompakt uzaylarin kapaly alt-
kiimeleri de kompakttar.

Bir (X, d) metrik uzaymda her dizinin yakinsak olan bir altdizisi varsa
metrik uzayimiz dizisel kompakttir diyelim.

Lemma 5.2.14 (Lebesgue Ortii Onsavi) (X,d) metrik uzayimz dizisel
kompaktsa X ’in her agik U ortisine karsiik bir e = e(U) > 0 sayis her
x € X igin en az bir U = U(z) € U agik kiimesi B:(xz) C U olacak bigimde
varder.

Teorem 5.2.15 (X, d) metrik uzayinda asagidaki dnermeler denktirler:
(i) X kompakttur.
(1) X ’te her sonsuz kiimenin bir yigilma noktas: vardr.

(iii) X dizisel kompakttur.

(iv) X tamdir ve her € > 0 sayisina karsibk X'’i orten sonlu sayda e-
yaricaply agik toplar vardwr, dd.

Ve>03zy,..., 00 € X (X =U Bg(xk)>
k=1

Kisaca X tam ve ttimel sinarlidar.

Teorem 5.2.16 (Heine-Borel) K C R" kimesinin kompakt olmasi igin
gerek ve yeter kosul K kiimesinin kapal ve sinirly olmasidar.

Teorem 5.2.17 X ve X' suraswyla metrikleri d, d' olan iki metrik uzay ol-
sun. Eger X kompaktsa her siirekli f : X — X' fonksiyonu diizgiin stireklidir.

Teorem 5.2.18 X wve X* topolojik uzaylar, f : X — X* sirekli veY C X
olsun. Y kompaktsa f(Y) de kompakttur.

Teorem 5.2.19 X # () kompakt topolojik uzaysa, her sirekli f : X — R
fonksiyonu maksimum ve minimumunu aler.

Lemma 5.2.20 X bir metrik uzay, C,K C X, CNK =0, C kapah, K
kompakt ise d(K,C) > 0.
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Tek Nokta Kompaktlagtirmasi: Bir topolojik uzaya her noktasiin
bir kompakt komgulugu varsa yerel kompakttir denir. (X,7) kompakt
olmayan herhangi bir yerel kompakt Hausdorff topolojik uzay ve oo ise X 'te
olmayan herhangi bir 6ge olsun. X, := X U {oco} ve her K C X kompakt
altkiimesi i¢gin K§ = (X\K) U {oo} olmak {izere,

Too :i=T U{KS | K C X kompakt}

olarak tamimlansin. (X, 7o) un bir kompakt Hausdorff uzayi ve 7oo N X =
T oldugunu gormeyi okura birakiyoruz. Bir A C X, igin bu kiimenin
(X oo, Too) uzaymdaki sinirimi 0, A ile gosterecegiz. Eger A C X ise bu tiir
altkiimeler i¢in A ve 0x A sinirlari s6z konusudur ve bunlarin 6rtiigmesi ge-
rekmez! Ornegin bizi ilgilendiren, dogal topolojisiyle alinmig R? icin OR? = ()
buna karsin dxR? = {oo}.

Onerme 5.2.21 (X, T) yerel kompakt ise, (Xoo, Too) kompakttur.

(X, T) bir topolojik uzay, Z C Y C X olsun. Z kiimesi (Y, Ty)’'de agk
(veya kapali) ise, (X,7T)'de de agik (veya kapali) olmasi gerekmez. Buna
karsin dogrudan tanimdan goriilen agagidaki énerme gegerlidir; bir anlamda
kompaktlik bir mutlak kavramdir:

Onerme 5.2.22 (X,7) bir topolojik uzay, Z C Y C X olsun. Z ’nin
(Y, Ty) uzayinda kompakt olmasi, (X, T) de kompakt olmasina denktir.

U C X bir agik kiime ve M C U olsun. Bir kompakt K kiimesi M C K C
U olacak bi¢gimde bulunabiliyorsa M kiimesine U’da goéreceli kompakt
diyecek ve bunu M &€ U ile gosterecegiz.

5.2.4 Baglantihilik

Bir ) # A ¢ X altkiimesi hem agik hem de kapali olacak bi¢imde buluna-
miyorsa X topolojik uzayimiz baglantilidir denir. (Y, 7y) uzay1 baglantih
ise Y C X altkiimesi X uzayinin bir baglantili altkiimesidir denir.

X bir baglantili uzay ve ¢(x) ise bu uzayin noktalarna iligkin bir énerme
olsun. X evreninde Vzy(x) 6nermesini kanitlamak istedigimizde izlenen yol
genelde sudur: Y := {z € X|p(x)} olarak tanimlanir ve (i) En az bir g € X
i¢in ¢(zg) oldugu, dd. Y # 0 oldugu kamtlanir, (ii) Y'nin hem agik hem de
kapali oldugu kanmitlanir. Bu durumda Y = X olur.

Teorem 5.2.23 X wve X* topolojik uzaylar, f: X — X* stirekli ve Y C X
olsun. Y baglantils ise, f(Y) de baglantilider.

Bir topolojik uzayin agik ve baglantili olan kiimelerine kisaca bolge de-
nir. Kompleks analizde bdlgeler ¢ok 6nemlidir.
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Lemma 5.2.24 Y C X baglantis bir altkiime ve Y C Z C Y ise Z’de
baglantilider.

X uzaymin C bagintisina gore maksimal olan baglantili altkiimelerine
X’in baglantili bilegenleri denir. C' C X kiimesinin bir baglantili bilegen
olmasi i¢in gu iki kogulun saglanmasi gerek ve yeterlidir: (i) C' baglantihdir,
(ii) C ¢ D € X ve D baglantil ise, D = C olur. Onsav 5.2.24’ten dolay,
baglantili bilegsenler kapalidirlar.

Onerme 5.2.25 M # 0 olmak tzere, her m € M i¢in By, # 0 ve By,
X wzayinan bir baglantily altkimesi olsun. (,,car Bm # 0 ise U,,epr Bm de
baglantilidor.

Sonug 5.2.26 X topolojik uzayimn her n € N i¢in baglantily bir A, alt-
kiimesi hep Ap N Apy1 # 0 olacak bigimde verilmisse |, ey An de baglants-
ludar.

X topolojik uzaymin bir a noktas verilsin. {a} baglantihdir. Bu uzayin
a noktasini igeren tiim baglantili alt kiimelerinin birlesimini C'(a) ile goste-
relim. Onerme 5.2.25’ten dolay1r C'(a) baglantihdir ve X uzaymm bir bag-
lantili bilegenidir. C'(a)’ya a noktasinin X'teki baglantili bileseni denir.
a,b € X i¢in ya C(a) = C(b) ya da C(a)NC(b) = 0. Dolaysiyla, {C(a)},cx
derlemi X uzayimin kapali ve baglantili bilegenlerle bir parcalanigidir.

Tanim 5.2.27 a,b € R, a < b ve X bir topolojik uzay olmak zere, her-
hangi bir v : [a,b] — X sirekli fonksiyonuna X ’te bir (strekli) gezi,
v := v([a, b]) kiimesine v gezisinin izi veya yolu denir®. v(a) ve y(b) nok-
talarina swraswla vy gezisinin baslangi¢ ve son (veya bitis) noktalar: denir;
~v(a),v(b) noktalarina kisaca ~’nin u¢ noktalart diyecegiz. X uzayimin x,y
gibi herhangi iki noktasy verildiginde X uzayinda u¢ noktalar, x,y olan bir
strekli gezi varsa X wuzayr yol baglantilidar denir. X uzayindaki gezilerin
kimesini G(X) ile gdsterecegiz. Her x noktasimn her U komsuluguna karsilik
xin yol baglantily bir V- C U komsulugu varsa X yerel yol baglantilidar
denir.

Teorem 5.2.28 —oo < a < b < 400 olmak dzere, R uzayinin baglantls
altkimeleri 0, R, (—oo,a), (a,+00) ve (a,b) araliklaridar.

Bu teorem ve Teorem 5.2.23’ten: ~y siirekli gezilerinin v yollar1 daima
baglantilidir.

Teorem 5.2.29 (i) Yol baglantils topolojik uzaylar baglantilidor.

3Yol yerine patika adlandirmas: da kullanilir.



402 KOMPLEKS ANALIiZ I

(ii) B C R™ agik kiimesinin baglantily olmast i¢in gerek ve yeter kosul yol
baglantily olmasidar.

Not 5.2.30 Okur bu teoremin ikinci kisminda yollarin poligonlara kisit-
lanabilecegini gosterebilir, dd. B agik kiimesinin baglantili olmasi igin B
kiimesinin herhangi iki noktasinin B’de bir poligon ile baglanmasi gerek ve
yeterlidir. Hatta poligonlarimizin kenarlarinin koordinat eksenlerine paralel
olmasini da isteyebiliriz. A

Yol baglantili uzaylar baglantilidir, ancak bunun tersi dogru degildir.

X = {(x,sini) EAS (O,—i—oo)} U ({0} x [-1,1))

kiimesi klasik kars: érnektir. Yukaridaki birlegimin ilk parcasina A dersek, A
kiimesi baglantili (0, +00) araligimn siirekli resmi olarak baglantilidir. X ise
baglantili A’'nin kapanigi oldugundan, baglantihidir. Ancak X ’te u¢ noktalar
(m,0),(0,1) € X olan bir gezi yoktur. X ayni zamanda, baglantili ancak yerel
yol baglantili olmayan topolojik uzaylara bir 6rnektir. Buna kargin baglantili
ve yerel yol baglantili uzaylar yol baglantilidirlar.

X bir topolojik uzay ve f : X — Y olsun. Her ¢ € X noktasinin bir
U, komsulugu f|U, sabit olacak bi¢imde bulunabiliyorsa f doéniigiimii yerel
sabittir denir.

Onerme 5.2.31 X,Y topolojik uzaylar, X baglantilysa, her yerel sabit
f: X =Y fonksiyonu sabittir.

Sonug 5.2.32 X baglantilh ve Y ayrmk topolojik uzaysa, her strekli f :
X — Y dondsimii sabittir. Ozellikle X baglantily ise her sirekli f : X — 7Z
fonksiyonu sabittir.*

Herhangi bir A C X kiimesinin baglantili bilegenlerinin A’da agik olmasi
gerekmez. X uzayimzin topolojisinin, 6rnegin R*’de oldugu gibi, baglantili
kiimelerden olugan bir baz varsa o zaman U agik kiimelerinin baglantili bile-
senleri de aciktir. Bundan kompleks analizde sikca yararlaniriz: Bir U € R*
acik kiimesinde bir f : U — R* fonksiyonu incelemek f fonksiyonunu U
acik kiimesinin baglantili bilegenlerinde incelemeye denktir ve bu bilesen-
ler de birer boélge olduklarindan, kompleks analizde genellikle fonksiyonlar
bolgelerde incelenir. RF uzayimmizin ayrica sayilabilir bazlar1 oldugu icin bir
U C R¥ acik kiimesinin baglantili bilesenleri sayilabilir coklukta bolgelerden
olusur.

47 burada R’deki goreceli topolojisiyle almmistir ve ayriktir.
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U C R* acik kiimesi verilsin. R*’nin kompakt alt kiimelerinin bir (Kn)n>1
dizisine, agagidaki kosullar saglandiginda U i¢in bir tiiketen dizi denir:

2. U: +oo KTU

n=1

3. K ¢ U olan her kompakt kiime i¢in K C K, olacak bi¢imde bir n
vardir.

Onerme 5.2.33 Her agk U C RF altkiimesini tiketen bir (K,,) dizisi izle-
yen kosul saglanacak bigimde vardir: Her n € N igin RF\K,, kiimesinin her
sinarly baglantily bileseni RF\U kiimesinin en az bir sinarl baglantily bilesenini
1genrir.
Kamt. U = R ise, K, := B,, = {z € R*| ||z|| < n} kapal toplar1 isimizi
gorir.

Simdi U & R¥ olsun. Bu durumda n € N* igin

o 1
Ko 1= B { € R RAD) 2 1 |
n

olarak tanimlansm. (K,) dizisinin U kiimesini tiikettigi agikardir. Onerme-
deki kogulun saglandigim gérelim: C' kiimesi RF\ K,,’in bir siirh baglantih
bilegeni olsun. U¢ = RF\U olmak iizere,

RF\ K, = (Rk\ﬁn) ul U B:i(v)

yelUc

1
n

Sag yandaki birlesimdeki her bir kiime baglantilidir. Bu nedenle, C bilegeni
bunlardan birini keserse onu icerir; smirl oldugu icinse R¥\B,, kiimesini
kesemez. Dolayisiyla, bir Y C U€ ile

c=U Bi(y)
yey
olur. Ozellikle C N U¢ # @. Boylece U¢nin bir B baglantili bilegeni C’yi
keser. U¢ C RF\K,, ve C ise RF\ K, 'nin bir baglantih bilegeni oldugundan,
B C C olur. m

R* uzaymin kapali bir K altkiimesinin baglantili bilesenleri K’de kapal ol-
duklar icin R*¥’de de kapalidirlar. Her U acik kiimemizin baglantili bile-
senleri sayilabilir coklukta bolgelerdir. A C R? kiimesine her z,w € A icin
[z,w] C A ise digbiikeydir veya konvekstir denir. Bir B C R? bélgesine
bir @ € B noktasi her z € B i¢in [a, 2] C B olacak bi¢gimde bulunabiliyorsa a
noktasina gore veya a merkezli yildiz bigimlidir denir. Her digbiikey bolge
her noktasina gore yildiz bicimlidir; ancak bir noktasina gore yildiz bigimli
olan bir bélgenin digbiikey olmasi geremez.
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5.3 Gergel Analiz

5.3.1 Diziler, Seriler, Tiirev

Tam olarak siralanmig R gercel sayilar cisminde A C R altkiimesinin en bii-
yiik (en kiigiik) 6gelerini, varlarsa, sirasiyla max A ve min A ile gosterecegiz.
a,b € R ve a < b olmak tzere, (a,b), [a,b], (a,b] ve [a,b) araliklarinin ve
(@, +00), [a,+00), (—o0,a) ve (—oo,a] araliklarmin tanimlar: biliniyor var-
sayilacaktir. Eger varlarsa A kiimesinin supremum ve infimumunu sirasiyla
sup A ve inf A ile gosterilir. (z,, )n,en bir gergel diziyse, (2, )nen ve limy, o0 Ty,
yerine ¢ogu zaman yalin olarak (z,) ve lim z,, de yazacagiz. Benzer bigimde
Ef{i%a:n yerine bazen yalin bi¢imde Yz, yazacagiz.

Teorem 5.3.1 Bir (xzy)nen gercel dizisinin yakinsak olmasu igin gerek ve
yeter kosul bir Cauchy dizist olmasidir, dd. her € > 0 i¢in bir n. dogal
sayisinan her p,q > ne igin |z, — x4| < € olacak bi¢imde bulunabilmesidir.

R := RU{+oc} uzayn: Her r € R i¢in —oo < r < +00 ve —00 < +00
olmak tizere,

I(—o0) = [—00,7“) = {$€@| —OO<:U<7“},
I (400) = (r,400] := {z € R|r < z < 00}

olarak tanimlansm. Bir A C R kiimesine her a € A N R igin bir I.(a)’y1 ve
+00 € A ise bir I,.(+00)"y1 iceriyorsa R’de agiktir diyelim. Béylece R’de bir
topoloji tanimlanir. Bu topolojiyle R bir kompakt uzaydir ve bu topolojinin
R’deki izi R'nin dogal topolojisidir.

R bir yerel kompakt Hausdorff uzay1 oldugundan, R’nin ayn zamanda
tek nokta kompaktlagtirilmas: olarak elimizde Ro, = R U {oo} da vardir.
Biz —00, 400 ve oo imlerini birbirinden 6zenle ayiracagiz. Ornegin 0 # = €
R i¢in f(z) = 2 fonksiyonu i¢in R’de lim f(0+) = +oo ve lim f(0—) =
—o00 oldugundan, z — 0 i¢in f fonksiyonunun 0’da limiti yoktur. Buna
kargin Ro.’da lim f(0+) = oo ve lim f(0—) = oo oldugundan, z — 0 igin f
fonksiyonunun 0’da limiti var ve lim;_q % = 00.

(xn) C R dizisi artan ve iistten simirh degilse R uzayinda lim z,, := 400
ve (,,) dizisi azalan ve alttan smirh degilse R uzaymda lim z,, := —oo olur;
bu nedenle, R’de ¢aligildiginda da bunlar bir uzlagma olarak siirdiiriiliir.
Azalan veya artan dizilere kisaca tekdiize (monoton) diyelim.

Teorem 5.3.2 Tekdiize diziler R’de yakinsaktir. (x,,) gercel dizisi artan
ve tstten siarh degilse +o0’a, tstten sinirl ise sup,cn Tn gercel sayisina
yakinsar. Bunun ikilisi olarak (z,,) gercel dizisi azalan ve alttan sinirly degilse
—o0’a, alttan swnarl ise inf ey z, gercel saysina yakinsar.
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0 < p € R ve a € R olmak iizere, I,(a) := (a — p,a + p) olarak tanim-
ladigimizi ammmsatalim. (z,,) gergel dizisi verilsin. Bu dizi iistten sinirh ise
Br = sup{zx | n < k} olmak iizere, (3,) dizisi azalan dizidir ve lim sup x,, :=
lim f3,, olarak tanimlanir. (z,,) dizisi tstten smirh degilse lim sup x,, := +00
olarak tammlanir. limsup z, yerine limz, de yazilir. Bu kavramin ikilisi
olan liminf z,, (veya limz,) kavraminin tanimini okura birakiyoruz. Siirh
diziler s6z konusu oldugunda limz, ve limz, gercel sayilardir. 8 € R ol-
mak iizere, limx,, = B olmasi icin gerek ve yeter kosul her ¢ > 0 icin I.(3)
araliginda dizinin sonsuz terimi bulunurken [b + ¢, +00) araliginda en fazla
sonlu teriminin bulunmasidir, dd. (z,) dizisinin 8’ya yakimsayan bir altdi-
zisi vardir ve (x,) dizisinin yakinsak altdizilerinin limitleri < f’dir. Siirh
bir (z,) dizisinin yakinsak ve limitinin « olmas: igin gerek ve yeter kogul
limz,, = limz,, = « olmasidir. (x,), (y,) C R dizileri R’de a ve b sayilarina
yakinsaksalar (x,, = y,) ve (x,yy) dizileri R'de a £+ b ve ab’ye yakinsaktirlar.
Ayrica, b # 0 ise, bir ng € N ile her n > ng igin b, # 0’dir ve (an/bp)n>n,
dizisi a/b’ye yakinsar.

Bilindigi gibi bir :Lri% Ty gercel serisinin yakinsak ve toplaminin ¢
olmasmdan, s, = zg + - - + x, olmak tizere, (s, )nen dizisinin yakinsak ve
lim s,, = t olmasi anlagilir, bu durumda ) x,, = ¢ yazilir. Eger > z,, serisi
yakinsaksa lim z,, = 0’diwr. Dizilerin limit 6zelliklerinden)  z,, ve > v, ger-
gel serileri yakinsak ve toplamlar: sirasiyla a ve b ise Y (x;, & y,,) serileri de
yakinsaktir ve toplamalar1 a & b’dir; ayrica her € R igin > ra,, serisi de
yakinsaktir ve toplami ra’dir. 0 # r € R olmak tizere, Yz, ve Y rx, seri-
lerinin yakinsaklik karakterleri aynidir: ya ikisi de yakinsaktir, ya da ikisi de
wraksaktir. Eger her n € N igin z,, > 0 ise, ) x,, serisinin R’de yakinsak ol-
mast igin gerek ve yeter kogul, Teorem 5.3.2’den dolay, (s,) kismi toplamlar
dizisinin tstten simirh olmasidir ve yakinsaklik durumunda >z, = sup sy,.
Ancak boyle bir seri R’de her zaman yakinsaktir ve orada (s,,) iistten siirh
olsun veya olmasin daima )z, = sup s,, gegerlidir.

Bir serinin sonlu sayida teriminin degerini degistirdigimizde yeni serinin
s kismi toplamlar: igin bir ng’dan itibaren bir ¢ sabiti ile s}, = s, + ¢
olur. Dolayisiyla, (s;,) ve (s),) dizilerinin yakinsaklik karakterleri aymdir. Bu
nedenle, bir serinin sonlu sayida terimini degistirmek yakinsaklik karakterini
degigtirmez!

Bir serinin sonlu sayida teriminin yerini degistirmek bir ng’dan sonra
hicbir s, kismi toplamini degistirmeyeceginden serinin yakinsaklik karak-
terini degigtirmez ve yakinsaksa toplamlar ayni kalir. Yakinsak bir serinin
sonsuz teriminin yerini degigtirdigimizde aynisin1 bekleyemeyiz. Eger > |z,
serisi yakinsaksa ) x, serisi mutlak yakinsaktir denir. Her ¢ : N — N
tameslemesi igin ) | 2, () serisi daima (aym sayiya) yakinsaksa )z, serisi



406 KOMPLEKS ANALIiZ I

(gliglii) degismeli yakinsaktir veya (gliglii) kosulsuz yakinsaktir de-
nir.

Teorem 5.3.3 (i) Mutlak yakinsak seriler yakinsaktur.

(i) > xp serisinin mutlak yakinsak olmasu igin gerek ve yeter kosul degis-
meli yakinsak olmasidar.

Gergel degerli seriler igin verdigimiz bu teorem terimler kompleks sa-
yilar oldugunda da gecerlidir ve kanit ayni bigcimde verilebilecegi gibi Te-
orem 5.3.3’ten de kolayca c¢ikarilir. Yine de Kisim 1.4’te bu teoremin daha
genel olarak sonlu boyutlu Banach uzaylarinda bir kanitini verecegiz. Eger
> @y serisi mutlak yakimnsaksa s, = > ;1 _(Tn Ve ¢n = Y _p_o|Tn| olmak
tizere, |sp| < qn ve f(z) = |x| siirekli oldugundan, limitlere gecerek

‘an <l

esitsizligi elde edilir.

Teorem 5.3.4 (Biiyiik Olgiitii) Her n € N i¢in pp, g, € R ve 0 < p, <
qn olsun. Y qn yakinsaksa > p, de yakinsaktir, > p, waksaksa > q, de
wraksaktur.

Not 5.3.5 Bu olgiitiin kullaniminda sikca bagvurulan iki seri verelim:
1. 0 < p olmak {izere, > p™ serisi 0 < p < 1 igin yakinsak, p > 1 i¢in
iraksaktir.

9 +oo 1

ne1 na serisi a > 1 igin yakinsak, o < 1 iginse raksaktir.

Teorem 5.3.6 (py,) pozitif saylarin bir dizisiyse,

p 1
VPn S VPn S ol
 Pn Pn

esitsizlikleri saglanir. Ozellikle lim % =1 ise, lim {/p, =1 (bkz. [54]).
Ornegin lim ”T‘H = 1 oldugundan, lim {/n = 1 olur.

Onerme 5.3.7 Her n € N i¢in PnsGn > 0, (pn) yaknsak ve limp, = p
olsun. p > 0 veya (qy,) tstten sinarl ise, im(ppqy) = plimg,, esitligi saglanar.

Sonug 5.3.8 0 < ¢, ise, lim /ng, = lim {/q,,.

Teorem 5.3.9 (Kok Olgiitii) o :=lim {/|z,| olmak iizere, 3 x,, serisi
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(i) o <1 ise mutlak yakinsaktr.
(11) a > 1 ise wraksaktr.

(11i) o =1 igin yakinsak da olabilir, wraksak da olabilir.

Teorem 5.3.10 (Oran Olgiitii) Her n € N i¢in 0 # z,, € R olmak tizere,
> xy, serisi

(1) lim | 24 < 1 ise mutlak yakinsak,
(i) Bir ng ile her n > ng igin |*2541 > 1 ise wraksaktor.

Bizi U C R™ olmak iizere, f : U — R" tipinde fonksiyonlar ilgilendire-
cektir. Her ne kadar 1 < m,n < 2 durumuna odaklanacak olsak da tanimlar
ve teoremler bu kisitlamadan bagimsizdir. R? uzaymin toplam islemini ko-
ruyarak Ogeleri arasinda uygun bir ¢arpma iglemi tanimlayarak C kompleks
sayilar cismini elde edecegiz. Dolayisiyla, inceleyecegimiz fonksiyonlar gergel
degigkenli kompleks degerli fonksiyonlar: kapsadigi gibi, kompleks degiskenli
kompleks degerli fonksiyonlar1 da kapsayacaktir. R¥ uzayimim Oklid normunu
||-|| ile gésterip bu uzayda d(z,y) = ||z — y|| Oklid metrigini kullanacagz.

X herhangi bir kiime, f : X — R™ ve her n € N igin f, : X — R™
verilsin. Herhangi bir g : X — R™ i¢in

9]l = sup [lg(z)||
zeX

olarak tamimlansin.

Tanim 5.3.11 1. Her x € X i¢in (fn(z)) dizisi yakinsak ve lim f,(x) =
f(x) ise (fn) fonksiyon dizisi X kiimesinde f fonksiyonuna noktasal

yakinsaktir denir ve bunu f, X f ile gdsterecegiz.

2. Eger im || fp, — fllx = 0 ise, ve ancak bu durumda (fy) fonksiyon
dizisi X kiimesinde f fonksiyonuna diizgiin yakinsaktir denir ve bunu
fn = f ile gosterecegiz.

3. Sn = 2 p_o [k olmak izere, Y f, serisinin X kimesinde f fonksi-
yonuna noktasal yakinsak olmasindan s, X f ve X kiimesinde f fonksiyo-

L . X
nuna dizgin yakinsak olmasindan ise s, = f anlasiler.

Asagida verecegimiz teoremleri biliniyor varsayacagiz.

Onerme 5.3.12 U C R™, her f,, : U — R" siirekli ve f, N f ise, f
fonksiyonu da U kiimesinde streklidir. Bunun bir sonucu ise, Y f,, serisi U
kiimesinde F fonksiyonuna dizgiin yakinsaksa F fonksiyonu da U kiimesinde
streklider.
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Teorem 5.3.13 (Weierstrass M-testi) Her n € N i¢in p, > 0 pozitif
saylar ve || follxy < pn olsun. Y pn yakinsaksa ) f, serisi X kiimesinde
mutlak ve dizgin yakinsaktor.

U C R™ bir ag¢ik kiime, a € U ve f : U — R" olsun.

Tamim 5.3.14 a noktasinda sirekli ve e(a) = 0 olan bir ¢ : U — R"
fonksiyonu ve R-dogrusal bir L : R™ — R™ dondisimi her x € U icin

f(x) = fla) + L(z —a) + ||z — a e(x) (5-2)

olacak bicgimde bulunabiliyorsa f fonksiyonu a noktasinda R-tirevlenebi-
lir denir. Varsa tek olarak belirli olan L déoniistimii

f'(a) veya dyf veya df (a)
ile gosterilir.

Bu tamimla (5.2) esitligi

f(x) = fla) + df (a)(x — a) + ||z — al e(z)

seklini alir. “a noktasinda tiirevlenebilir” yerine, genellikle eski kaynaklarda,
a noktasinda total tiirevlenebilir de denmektedir. (5.2)’deki tanim

i J@) = f(@) = Lz~ a)

@—a [ — all

=0

ile denktir.
acUCR™ve f:U — Rolsun. e € R™ ve |le| = 1 igin eger limit varsa

OF () o= D f(a) = tim 10 F10) = 1(@)

% t—0 t (5'3)

olarak tanimlanir ve buna f’nin a noktasinda e y6niindeki tiirevi denir.
f fonksiyonu a noktasinda R-tiirevlenebilirse, eq, ..., e, vektorleri R™
uzaymin standart taban vektorleri® ve © = a + te, € U olmak iizere,

of 8f . flatte)—fl@)  (Liter)  |texl
20 Y e T B / =l = T clatte)

= lim <L(ek) + ’?5((1 + tekz)) = L(er)
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kismi tiirevleri vardir®. Bunun tersinin dogru olmadigimi biliyoruz: Bir f
fonksiyonunun a noktasinda tiim 9f/0x1(a),...,0f/0xm(a) kismi tirev-
leri varken f fonksiyonu a noktasinda R-tiirevlenebilir olmayabilir. Diger
yandan, 0f/0xi(a), ...,0f/0xm(a) kismi tirevleri a noktasinin bir kom-
sulugunda var ve a noktasinda strekliyse, f fonksiyonu a noktasinda R-
turevlenebilir; bu da analiz derslerinde gordiigiimiiz bir gergektir.

0 0
Vi) = gt (o) = (gL @ @)
vektoriine f'nin a noktasindaki gradyani denir. (-,-) R™’deki oklidik ig
garpimi gosterme iizere, her v = (vy,...,v,,) birim vektori igin

Dy f(a) = df (a)(v) = (gradf(a), v)

esitligi gegerlidir. L : R™ — R™ bir dogrusal doniisiimse her a € R™ nokta-
sinda tiirevlenebilir ve L'(a) = L’dir.

Onerme 5.3.15 (Zincir Kurall) o € U C R*, V C R™, U ve V kiimeleri
a¢ik olmak tzere, f: U — V fonksiyonu a noktasinda ve g : V. — R"™ fonk-

siyonu f(a) noktasinda R-tirevlenebilirlerse g o f fonksiyonu a noktasinda
R-tiirevlenebilir ve (g o f) (a) = ¢'(f(a)) o f'(a).

Bizi ilgilendiren ilgilendiren iki duruma odaklanalim:

(1) U C R? agik, (x0,y0) € U ve f : U — R olsun. Kitabimizin amacima
uygun olarak bir (z,y) € U ogesini kisaca zile gosterecegiz. z = (x,y) ve
20 = (x0,y0) olmak iizere, f fonksiyonunun zy noktasinda R-tiirevlenebilir
olmas1 R-dogrusal bir L : R?2 — R déniisiimii ve zg noktasinda siirekli olup
0 degerini alan bir € : U — R fonksiyonu ile her z € U igin

f(z) = f(20) + L(z — 20) + ||z — 20| £(2) (5.4)
olmasidir.
a:= L(ey) =: %(zo) =: fz(20) ve
bim Liea) = (o) = £, ()

olmak {izere, bu ifade analiz derslerindeki agik yazihmla her (x,y) € U igin,
z—z0 = (. — wo) e1+(y — yo) e2 ve L(z—20) = (x — zo) L(e1)+(y — yo) L(e2)
oldugundan,

f(x,y) = f(xo0,90) +a(z —z0) +b(y —yo) + ||z — 20l e(z,y) (5.5)

5Bu limiti bulmada analizin su basit ancak kullanigh énermesi igimizi kolaylagtirir: f
ve g fonksiyonlar1 I, (c) merkezsiz aralikta tamimlanmig iki reel degerli fonksiyon olmak
lizere, g siurli ve limg . f(z) = 0 ise, limg—. f(z)g(z) = 0.
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seklini alir. Burada ||z — 20| = \/(z — 0)2 + (y — y0)? olmaktadur.

(2) U c R? acik, 20 € U ve f : U — R? olsun. Her z € U igin
f(z) = (u(z),v(z)) olarak yazarsak, u ve v fonksiyonlar1 az 6nce inceledigi-
miz tiptendirler: w,v : U — R. Bu durumda f fonksiyonunun zo noktasinda
R-tiirevlenebilir olmas1 R-dogrusal bir L : R? — R? ve zy noktasinda siirekli
ve 0 degerini alan bir € : U — R? ile her z € U icin

f(2) = f(20) + L(z — 20) + ||z — 0] £(2)

olmasidir. Bilesenler tiiriinden L(z) = (L1(2), La(2)) ve e(2) = (e1(z), €2(2))
yazarsak, L'nin R-dogrusal olmasi L; ve Ls'nin R-dogrusal olmasiyla ve e
fonksiyonunun zg’da siirekli olmasinin €1 ve €9 fonksiyonlarinin zp nokta-
sinda siirekli olmasiyla es anlamli oldugunu gozetirsek, f fonksiyonunun zg
noktasinda R-tirevlenebilir olmasinin u ve v fonksiyonlarinin zg noktasinda
R-tiirevlenebilir olmaswyla es anlamily oldugunu goriiriz.

R-dogrusal f'(z9) = L : R? — R? déniisiimiiniin, iki tarafta da taban
olarak eq, eo standart tabanmim segersek, matrissel ifadesi bilindigi, veya ta-
nimdan dogrudan goriilecegi gibi

ui, ) Du,
Ij(en) = (222(0) 2@/“”)

s (20) 5, (20)

matrisidir. Buna f’nin zy noktasindaki Jacobi matrisi denir.

UCR?, f:U — Rvek> 1 bir dogal say1 olsun. f fonksiyonunun U’da
k. dereceden olan tiim kismi tiirevleri var ve siirekliyseler, f fonksiyonu U’da
C* sinifindandir denir ve bu tip fonksiyonlarm kiimesi C¥(U, R) veya yalin
olarak C*(U) ile gosterilir. Eger f her mertebeden siirekli kismi tiirevlere
sahipse f fonksiyonu U’da C*° sinifindandir denir ve bu tip fonksiyonlarin
kiimesi C*°(U, R) veya yalin olarak C*°(U) ile gosterilir. f : U — C ise, f €
Ck(U, C) olmasi Re f, Im f € C*(U,R) olmas1 demektir ve benzeri C*(U, C)
icin gecerlidir.

Analiz derslerinde agagidaki teorem kanitlanir:

Teorem 5.3.16 A C R? agik, a € A, f € C'(A) ve det J¢(a) # 0 ise a nok-
tasinan bir a¢ik U komgulugu ile f(a) = b noktasimn bir V' ag¢ik komsulugu
asagidaki kosullar saglanacak bigimde bulunabilir:

(i) fIU :U =V bir tam eslemedir (yani birebir ve tzerinedir).

(i) g :== (fJU)"" ve Iy ise 2 x 2°lik birim matris olmak iizere, g siirekli
tirevlenebilir ve

Jg(b) o Jf(a) = IQ, dd. Jffl(f(a)> o Jf(a) = IQ
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Analizin temel teoremlerinden biri Aradeger Teoremi’dir:

Teorem 5.3.17 (Aradeger Teoremi) a < b olmak izere, f : [a,b] - R
stirekli ve (a,b) araliginda tirevlenebilirse, bir ¢ € (a,b) ile

f) = f(a) = f'(c)(b—a).
Ayrica, (a,b) arabiginda ' =0 ise, f fonksiyonu [a,b] araliinda sabittir.

Onerme 5.3.18 B C R? bir bolge, u : B — R fonksiyonu R-tiirevlenebilir
ve B kiimesinde u, = uy = 0 ise u fonksiyonu sabittir.

Bu alt kisimda, heniiz gergel analizde oldugumuzdan, fonksiyonlarimiz
R-degerli almacaktir. Ozel olarak

T R? =R ((2,y) = ) vem : R2 5 R ((z,y) — y)

izdiigim fonksiyonlarina bakalim: Bunlar dogrusal doniisiimler olduklarin-
dan her zy = (z9, yo) noktasinda tiirevlenebilirler ve

dmy(z9) = m ve dma(z0) = m2

olu. Bu gosterimlerle, (5.4)teki L = df (z0) = f'(20) tlirev doniisiimii, (5.5)
de gozetilerek

df(0) = G eo)dms + 5 (ao)dma = 5L (aolma + 51 (o)
seklini alir. Ancak tiirev doniistimleri s6z konusu oldugunda dmw; ve dms do-
niigiimleri yerine dx ve dy yazmak bir gelenektir ve biz boylece

df (20) = S o) + 5 oy

gosterimine ulagimz. df(z9) € Lgr(R? R) doniisiimiiniin h = (hy, he)’deki
degeri

df o) (k) = 5L (eo)da(h) + S o) = L corm () + 5L Gayma(h)
= g;(ZO)hl + gi(zn)hg

olur. f : U — R fonksiyonu U C R? kiimesinde R-tiirevlenebilirse elimizde

bir
_of of

8x<z)dw + —=(2)dy

df :U — Lg(R%,R), VzeU:df(z) oy
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doniigtimiimiiz var. df dontisimii U kiimesinde birinci dereceden tiirevsel
bigimlere bir érnektir. U kiimesinde birinci dereceden tiirevsel bigimden
veya (tiirevsel) 1-bigiminden bir w : U — Lg(R? R) déniisiimii anlagilr.
Her z = (z,y) € U i¢in w(z)’yi dz,dy taban: tiirtinden

w(z) = P(z)dz + Q(z)dy = P(z,y)dx + Q(x,y)dy

olarak yazabiliriz; burada P,Q € F(U,R). Eger P,Q € C"(U) ise, w tiirevsel
bi¢imi U’da C"—smifindandir denir. Birinci dereceden tiirevsel bi¢gim yerine
yalin olarak 1-bi¢im de denir. f € F(U,R) i¢in fw := fPdx + fQdy olarak
tamimlanir ve k = 1,2 igin wy = Pidx + Qidy, U kiimesinde 1-bigimse,
beklenildigi gibi:

wi(z) =wa(z) == Vz e U (P1(2) = Pa(2) ve Q1(2) = Q2(2))

olarak tanimlanir.
I1,ls € Lr(R?%,R) ve a1 = (a1,b1), az = (ag, bz) € R? olmak iizere,

A s = et (01 02

ile tanimlanan Iy Aly : R? x R? — R doniisiimii 2-dogrusal (dd. her bilesende
dogrusal) ve alternedir (dd. Iy A la(ag, o) = —I1 A la(ag, az)). Ozel olarak
l1 = dx ve lo = dy alirsak, agagidaki esitlikleri elde ederiz:

B dr(on) dr(az)) ap a
o fenon) = () 0) e (12

der Ndx =0, dyNdy =0, dyAdx=—dzxAdy. (5.6)

Dogrusal cebirden bildigimiz gibi 2-dogrusal ve alterne R? x R? — R dénii-
siimleri 1-boyutlu bir R-vektor uzay: olugtururlar ve dax A dy bu uzaymn bir
tabamdir. w = Pdz + Qdy 1-bicimi U’da C'—smifindansa

dw = d(Pdzx + Qdy) := dP Ndx +dQ N dy

olarak tanimlanir ve (5.6) ile

P
dw = d(Pdz + Qdy) = <(?9§ — gy) dzr A dy

olur.
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5.3.2 Integral

Riemann integrali kavramlarini biliniyor varsayiyoruz. a,b € R ve a < b ol-
mak {izere, [a,b] C R araliginda tamumh R degerli fonksiyonlar i¢in Riemann
integral kavramina iligkin bir kag basit gercegi hatirlatacagiz. a =tg < t; <

- < t, = b olmak tizere, P = {to,...,,t,} sonlu kiimesine [a,b] kapali
araliginin bir pargalanisi ve

Pl = tr — tr_
[P 121,3§ank k1|

sayisina ise P parcalaniginin normu denir. t;_1; < & < t; olmak iizere,
parcalarindan & ogeleri se¢ilmis P parcalanigim kisaca P(€) ile gosterelim
ve buna bir segili pargalanig diyelim. & = t; 6zel durumunda P(&) yerine
yalin olarak P yazalm. f : [a,b] — R olmak iizere,

R(f,P(&) ==Y f(&) (tr — tr1)
k=1
olarak tammlansin. Bu durumda R(f, P) = > ;_; f(tx) (tx — txk—1) olacak-

tir. [a, b] araliginin tiim segili par¢alamglarinin kiimesini B¢ ile gosterelim.

Tanim 5.3.19 I € R ve f : [a,b] — R olsun. Asagidaki kosul saglandiginda
f fonksiyonu [a,b] kapals araliinda Riemann integrallenebilir denir:

Ve>035>0VYP(E) e (|P|| <5 = |R(f,PE)—I|<e).

Bu durumda I sayisina f fonksiyonun [a,b] araliindaki Riemann integrali

denir ve ) )
/fveya/f(t)dt

ile gosterilir. fba f=- f;f olarak tanimlanar.

integralin Temel Ozellikleri
fyg : [a,b] — R olsunlar. Bundan sonra “Riemann integrallenebilir” ye-
rine kisaca “integrallenebilir” diyecegiz.

1. Eger f integrallenebilirse, lim || P,|| = 0 kogulunu saglayan her secili
(P,(€)) parcalams dizisi i¢in [° f = lim R(f, P,(£™)).
2. a=ay<a; <--<a,=>bolsun. f fonksiyonunun [a, b]’de integral-

lenebilir olmasi igin gerek ve yeter kogul her bir [a;_1, ax] araliginda
integrallenebilir olmasidir ve bu durumda

I e A
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3. f siirekliyse integrallenebilir.

4. Kitabimizda inceleyecegimiz tiim fonksiyonlarimiz siirekli olacaklardir.
Bu nedenle, 6zellikle belirtilmese de bundan sonra integralini aldigi-
miz tiim fonksiyonlar siirekli varsayacagiz. [a, b] araliginda stirekli olan
gergel degerli fonksiyonlarimizin kiimesini C([a, b] , R) ile gosterilir. Bi-
lindik iglemlerle C([a, b] , R) bir R-vektor uzayidir. fb C([a,b],R) = R
bir dogrusal dontigiimdiir; dd. her f, g € C([a,b],R) ve her r € R i¢in

[en=foefu forerfs

5. f; monotondur, dd. f > g ise fff > ffg Buradan ‘fff) < f; |f].

6. Anateorem I: f € C([a,b],R) ise F(z) := [ f, € [a,b] ile tamm-
lanan F fonksiyonu [a, b] araliginda tiirevlenebilir ve F' = f.

7. Anateorem II: f : [a,b] — R siirekli tiirevlenebilirse ff = f) -
f(a).

8. M CR, [a,b] > M EN R, f stirekli ve ¢ stirekli tiirevlenebilirse

©(b) b
/ f= / (fop) v
w(a) a
veya agik yazilimla

w(b)
/ x)dx = / fle x = (t), dv = ' (t)dt.

9. Her n € N i¢in f, : [a,b] — R siirekli ve f, @ f ise f siireklidir ve
b by, . b
S, f= [ lim f, =lim [ fn.
10. Her n € N iginf,, : [a,b] — R siirekli ve > f,, serisi [a, b] aralhiginda f
fonksiyonuna diizgiin yakinsaksa f stireklidir ve

/abfz/aben:Z/:fn

Simdi f = (f1,..., fm) : [a,b] = R™ olsun.

Tanim 5.3.20 f = (f1,..., fn) : [a,b] — R" integrallenebilir <= 1 <
k <mn i¢in her bir fi : [a,b] — R integrallenebilir ise. Béyle bir durumda

Lo (L 5)

olarak tanimlanwr.
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Tek degigkenli R-degerli integrallenebilir fonksiyonlar icin gecerli olan
teoremlerin ¢ogu buraya, tek degiskenli R™-degerli fonksiyonlara aktarilir.
Biz ileride kullanacagimiz bir iki gercegi vermekle yetinecegiz:

Teorem 5.3.21 f = (f1,..., fn) : [a,b] = R™ verilsin.
(i) f' tirevi [a,b] araliinda var ve integrallenebilirse ff = f)— f(a).
b
< Ja II£11

(ii) f integrallenebilirse

Simdi bir f : [a,+00) — R verilsin ve her a < z < 400 igin f fonksiyonu
[a, 2] arahgimda integrallenebilir olsun. F(z) := [ f olarak tammlarsak,
eger lim,_, o F'(x) varsa,

+00
f= lim F(x —hm/f

a T—>+00 T—>+00
olarak tammlamr ve fa+°° f’ye fnin (a,+o0)’da has olmayan integrali
denir.

fa+°° f’nin yakinsak olmase icin gerek ve yeter kosul Cauchy Olgiiti niin
saglanmasidir; dd. her € > 0 sayisina karsihk bir x. > a sayisinin her
ze < x < 2 igin |F(2') — F(z)| < g, dd.

lunabilmesidir. Ote yandan

< € olacak bicimde bu-

/;f g/:l!f!

|f| yakinsaksa f;oo f de yakinsaktir. Buradan agagidaki

oldugundan, [

a
teorem elde edilir:

Teorem 5.3.22 f:[a,+0) > R, K,K' >0, a > 1 ve b > a olsun.
(i) Yz > b i¢in |f(z)|z* < K ise, f;oo f yakinsaktr.
(i1) Yo > b igin | f(z)|x > K’ ise, fa+°° f wraksaktur.

f : R — R ve herhangi bir a € R i¢in f;roo fve ffoo f integrallerinin her
ikisi de yakinsaksa fj;o f yakinsaktir denir ve

400 a +o00 b
fe [ g p= am [
— oo — 0 a b—+00,a——00 J,

olarak tanimlanir. Burada a ve b birbirinden bagimsiz olarak sonsuza gi-
derler. fjoooo f've f’nin (—oo,+00)’da has olmayan integrali denir. Bu
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tanim a noktasimin se¢iminden bagimsizdir. f : R — R fonksiyonu her
[—7,+7], r > 0 araliginda integrallenebilirse, limitin olmasi durumunda

CPV f lim / f

r—-+o0o

degerine f’nin Cauchy esas degeri denir. CPV fj;o zdx = 0 , buna kargin
f_t;o xdx raksaktir! Ancak fj;o f yakinsaksa f’nin Cauchy esas degeri de
vardir ve CPV fj;o f= fj;o f

Kisaca tiirevsel bigimlerin integrallerine iligkin bilgiler verelim: P ve @
fonksiyonlar:1 U agik kiimesinde stirekli olmak tizere, w(x,y) = P(z,y)dz +
Q(z,y)dy birinci dereceden tiirevsel bigimi verilmis ve v : [a,b] — U ise bir
integral gezisi (bkz. Tanim 2.2.7), dd. sonlu uzunluklu siirekli gezi olsun. Bu
durumda () = (¢(t),(t)) olmak tzere,

b
/ w= / (Pda + Qdy) — / (P (0(t). (1)) dip + Q ((t), (1)) i)

olarak tammlanit’. Eger v € G1(U) ise, dd. y(t) = (¢(t),(t)) olmak iizere,
p, 1 sirekli tiirevlenebilirlerse

b
/ w = / (P(o(8), ¥(0)¢ (1) + QLo (t), v (1)) dt
5 a

olur. Eger bir parcali C' gezisiyse, dd. v : [a, b] — U siirekli olmak iizere, [a, b]
araliginin bir a =ty < t; < --- < t,, = b pargalams1 her bir vy := | [tx—_1, tx]
gezisi C! simfindan olacak bicimde bulunabiliyorsa

/w:—/ w—l—-~+/ w
v 71 Tn

olur. f: U — R fonksiyonu integrallenebilirse

//de:v/\dy:://dexdy

olarak tanmimlanir. U C R? acik kiimesinin QU simir1 sonlu uzunluklu sonlu
sayida basit geziden olugsun. QU sinirinin pozitif yonlenmesinden anlagilan,
sinir1 olugturan geziler yoniinde yiiriirken, U kiimesinin daima solda kalma-
sidir. Ancak Eger OU’yu olusturan geziler C! smifindan iseler ve bunlar her
bir noktalarinda sifir olmayan teget vektorlere sahipseler, U nun pozitif
yonlenmis olmasi bu tegetler yoniindeki yeterince kiigiik vektorlerin saatin
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Sekil 5.1

ters yoninde 5 kadar dondiiriildiiklerinde U’ya diigmeleri demektir. Ancak

sag, sol, saatin yoni veya ters yoni matematik kavramlar degildirler!

8. Bu kavramlara bagvurmadan U kiimesinin v = 9U gezisinin so-
lunda kalmasinmi matematiksel olarak goyle tammlayabiliriz: v = (y1,72)
smir gezimiz ve daima /() # 0 ve n(t) = (—~5(t), 71 (t)) olmak iizere, yete-
rince kiigiik pozitif € sayilar igin daima y(t)+en(t) € U ve v(t)+e(—n(t)) ¢
U saglaniyorsa U kiimesi y'nin solunda kalir denir. Elbette ~/(t) gezimi-
zin v(t) noktasindaki teget vektoriidiir ve n(t) ise /() teget vektoriimiize
dik olan bir vektordiir. Ancak —n(t) vektorii de teget vektoriine diktir; sol
yan tanmminda bu iki vektorden n(t)’yi kullaniyoruz. Siir gezileri U kiimesi
bunlarin solunda kalacak bigimde secilmiglerse U kiimesinin sinir1 pozitif
yonlenmisgtir denir. U kiimesinin pozitif yonlenmig sinirim1 8U ile gostere-
cegiz? (bkz. Sekil 5.1).Gergel analizde agagidaki teorem kanitlanir:

Teorem 5.3.23 (Green) U G R? simarh bolge, OU sonlu sayuda basit in-
tegral gezilerinden olussun. P, Q fonksiyonlar: U ’da siirekli, %—g ve %—1; fonk-
siyonlary U’da strekli ve sinwrle olsunlar. w = Pdx + Qdy ve OU pozitif

"Bu integraller i¢in Kisim 2.3’e bakilabilir.
8Biz kitabimizda z vektoriinii saatin ters yoniinde 5 kadar déndiirmenin iz’ye gegmek
oldugunu gérdiik. Dolayisiyla, v(t) = (71(¢),v2(¢)) olmak iizere, v'(t) = (v1(t),72(t)) =
71 (t) + iv5(t) vektoriini saatin ters yoniinde 7 kadar dondiirdiigiimiizde n(t) = iv;(t) —
v5(t) = (—v5(t), v1(t)) vektoriinii elde ederiz.
Smirin  pozitif yoniiniin dénme sayilar1 {izerinden matematiksel bir tanimi Ta-
nim 2.11.11°de verilmigtir.
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yonlenmigse [64]

/aUpdeery:/Uw_// // (8@_31;’>dxdy_

5.4 Cebir ve Dogrusal Cebir

5.4.1 Gruplar

G bir grup ve A C G ise, G'nin A’y1 igeren tiim altgruplarmin arakesiti (A)
ile gosterilir. (A), G'nin bir altgrubudur ve buna A’nin iirettigi altgrup
denir. Eger (4) = G ise, A’ya G'nin bir lireten sistemi denir. (4) nmn
ogeleri tam1 tamma A U A~! kiimesindeki 6gelerin sonlu carpimlarmdan
olusur. G = (G,-) bir grupsa, g,h € G igin g *x h = h - g olmak tizere,
G? = (G, *) de bir gruptur. Biz G ve G yerine yalin olarak G ve GP
yazacagiz. Ayrica, G'deki - iglemini hi¢ yazmayacagiz, dzetle h - g yerine hg
yazacaglz.

M herhangi bir kiime olmak iizere, Py ile M’nin permiitasyon grubunu
gosterelim. Py grubundaki iglem (f,g) — f o g ile tammlanmigtir ve bu
tanmim: “6nce f sonra ¢’ kuralina ters diiger. Ancak bir kez yerlegmigtir.
“Once f sonra ¢” kuralina uyan Py7 grubunun (f,g) — go f islemidir.

G herhangi bir grup ve H C G bir altgrup olsun. Her g € G icin gHg™ ' =
H ise, H’ye G'de normaldir denir. H altgrubunun G’de normal olmasi her
g € G i¢in gH = Hg olmasi, dd. H'nin sol yansiiflarinin sag yansiniflarina
esit olmasi demektir.

Ng(H) := {g\gEGvegHg_le}

olsun. Ng(H), G'nin bir altgrubudur ve H grubu Ng(H)'de normaldir. Ay-
rica, Ng(H) grubu, H’nin normal oldugu G'nin altgruplar1 arasinda C ba-
gitisina gore en biiylik olamidir. Ng(H)’ye H’nin normallesgtireni denir.
Yine cebirden biliyoruz ki, G/H := {gH |g € G} yan smuflar kiimesinin
g1H * goH := (g192)H olarak tamimlanan igleme gore bir grup olmasi i¢in
gerek ve yeter kogul H'nin G’de normal olmasidir. Boylece Ng(H)/H bir
gruptur. H, H' C G altgruplarina bir ¢ € G ile Hg = gH’ saglaniyorsa,
dd. H = gH'g™! ise esleniktir denir.

5.4.2 Acilar ve Yonlenmis Tabanlar

Bilindigi gibi 1 < k < n olmak iizere, e, € R" ile k.c1 koordinati 1 ve tiim
diger koordinatlar1 O olan vektorii gosterirsek, ey, .. ., e, vektorleri R™ nin bir
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tabanim olugturur; bu baza R™'nin standart tabam denir. z = " | x;e;
ve y = )i~ yie; olmak iizere,

n
(@,y) =) xiy;
i=1

ifadesine x ve y vektorlerinin 6klidik i¢ ¢arpim denir. ||z|| = /(z,z)
olmak tizere,

[z, 9)| < lzl| - [yl
Cauchy-Schwarz esitsizligi gegerlidir. Dolayisiyla, her z,y € R™\{0} igin

< Sty
|-yl —

olur. Bu durunda gergel analiz tek olarak belirli bir ¢ € [0, 7] ile

_ (=)
]l - llyl]

oldugunu soyler. Bu aciya x ve y vektorleri arasindaki agi diyecek ve bunu
<(x,y) ile gosterecegiz. Kisim 1.8’de cos ¢’yi geometrik olarak degil, analitik
olarak tanimladigimizdan, simdi de vektorler arasindaki agiy1 analitik olarak
tanimlamig oluyoruz. Tamm geregi daima < (z,y) = <(z,y). V bir R-vektor
uzay1 ve dimg V' = n olsun. (ay,...,a,) ve (b1,...,b,) bu uzaym siralanmis
iki tabaniysa, A(a;) = b;, 1 < i < n kogulunu saglayan bir tek A : V — V
dogrusal doniigimii vardir. Elbette A bir egyapi doniigiimidiir, dolayisiyla
det A # 0. Bu siralanmig tabanlara det A > 0 ise egyonlenmistir, det A < 0
ise zitydnlenmistir denir. A1(b;) =a;, 1 <j<nigindet A-det A1 =1
oldugundan, det A > 0 <= det A~ > 0. Esy6nlenmiglik, V'nin tiim sirali
tabanlar1 arasinda bir denklik bagintisi tanimlar ve elimizde yalnizca iki
denklik siifi vardir. Biz V' = R" oldugunda (e, . .., ey,) sirali tabanini iceren
simifa ve bu simifa ait tiim sirali tabanlara pozitif yonlenmistir diyecegiz.
Dolayisiyla, L : R™ — R™ egyapt doniigiimii i¢in L(e;) = Y ,._; aive, ise, her
iki tarafta da secilen ey, ..., e, standart tabanina gére L’'nin matrisi (a;;),
boylece det L = det(a;;) olur.

Tanim 5.4.1 L :R"™ — R" dogrusal ve birebir olsun.
(i) Her 0 # z,y € R" i¢in

(L(x), L{y)) _ (=,y)
ILE@IIE@I ]y

1se, L bir agr koruyan veya izogonal donisimdir denir.
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(i) det L > 0 ise L’ye yon koruyan, det L < 0 ise yon degistiren denir.

Agiktir ki L’nin ag1 koruyan olmasi, her 0 # x,y € R" igin

<(L(x), L(y)) = <(z,y)

olmasi demektir.

Ozellikle U € R™ acik, f = (f1,...,fn) : U — R fonksiyonu a € U
noktasinda tiirevlenebilir ve df(a) : R®™ — R™ bir egyapi doniigiimii ise,
bunun standart tabana gore matrisi

afy

Oz,

(a)> ve det df (a) = det J;(a) = det <8f v (a))

Oz,

Jy (a)—<

olur. det df (a) > 0 ise, f doniisiimii yonleri korur denir.

Dogrusal cebir derslerinden, 6rnegin [6]’da bulabileceginiz baz bilgileri
odiing alalim: ey, ..., e, vektorleri R”'nin standart tabaniysa, bilindigi gibi
|les]| =1 ve i # j ise (e;, ;) = 0, Kronecker sembolil ile kisaca (e;, ej) = d;;.
Bilindigi gibi 1 <4, j < n olmak iizere, d;; = 0 ve ¢ # j icinse d;; = 1 olarak
tanimlanir. R™'nin (v;, v;) = d;; kogulunu saglayan tabanlarina ortonormal
denir. Herhangi bir L : R™ — R"™ dogrusal doniistimiine, Leq, ..., Le, vektor-
leri R™’nin bir ortonormal tabaniysa ortogonal denir. Agagidaki teoremler
gecerlidir:

Teorem 5.4.2 L : R" — R™ dogrusal déniisimii i¢in asagidaki onermeler
denktirler:

(i) L déontigimi ortogonaldir.
(ii) L i¢ ¢arpvmi korur, dd. her x,y € R™ i¢in (Lz, Ly) = (x,y).
(i13) L déndsimi vzunluklary korur, dd. her x € R™ i¢in ||Lz|| = ||z||.

(iv) vi,...,v, vektorleri R™ 'nin bir ortonormal tabaniysa, Lvy,. .., Lv, de
bir ortonormal tabandar.

Sonug 5.4.3 L : R™ — R"™ ortogonal donisiimleri agilar: korur, dd. her
0+# z,y € R" i¢in <(Lz, Ly) = <(z,y).
Teorem 5.4.4 L : R™ — R" dogrusal doniisiminin standart tabana gore
matrisi A ise, asagidaki dnermeler denktirler:

(i) L ortogonaldir.

(ii) A’'man siitun vektérleri R™ 'nin bir ortonormal tabanidur.*°

(i) ATA=1,.

19Biz bunu yazarken [6] Teorem 11.2.6’daki (R™)" uzayini dogal bicimde R™ ile 6zdes
kildik.
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(iv) AAT =1,,.

(v) A’nan satur vektorleri R™ 'nin bir ortogonal tabanidur.

Bilindigi gibi bir O € M™*"(R) matrisine tersi var ve O~! = O7T ise
ortogonal denir; burada OTile O matrisinin transpozesi gosterilmektedir.

O(n,R) := {0 € GL(n,R) | O ortogonal} ,

GL(n,R)’nin bir altgrubudur ve ortogonal grup olarak adlandirihr. O €
O(n,R)ise det O = £1 oldugu apagiktir.

SO(n,R) :={0 € O(n,R)| det O =1}

kiimesi O(n,R)’nin bir altgrubudur ve buna reel 6zel ortogonal grup
denir.
Bizi en ¢ok ilgilendiren n = 2 durumunda Teorem 5.4.4’ten, bir

(a1 b 2%2
A_<a2 b2> e M“*%(R)

matrisinin ortogonal olmasi i¢in gerek ve yeter kogul
a2 +ad=b4+b3=al+b? =ad+b3=1ve aiby + asby = ajas + byby = 0
olmasidir. Bu denklemlerden tek olarak belirli bir 6 € [0, 27) ile A'nin

cosf) —sinf cosf  sinf

sinf cosf )’ \sinf —cosf
matrislerinden biri oldugunu elde ederiz. Bu matrislerin ilkine D(€) diyelim
(bkz. Kisim 1.1). D(#) matrisi saatin ters yoniinde 6 agilik bir dénmeyi,

digeriyse y = (tan g) x dogrusuna gore bir yansimay temsil eder.
Bir f : R™ — R™ doniisiimiine her z,y € R" icin

d(f(x), f(y)) = d(z,y), dd. [[f(z) = FW)]] = [|= = y]|

ise esuzakhidir veya bir izometridir denir. Yine dogrusal cebirde agagidaki
teorem kanitlanir:

Teorem 5.4.5 f : R"™ — R" dontgsiminin esuzakly olmasi icin gerek ve
yeter kosul bir hareket'' olmasidir, dd. bir a € R™ ve bir M € O(n,R) ile
her x € R™ i¢in f(x) = a + Mx olmasidar.
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,{02
z3 w3
e «
! L> di3
0 >
21 eqs ) o /
//wl d w3
- 13
L/
Sekil 5.2

Bizi ilgilendiren n = 2 icin bir f : R? — R? esuzakhisinin geomet-
rik sekillere etkisine bakalim: Her seyden once f esuzaklisi1 diizlemde aym
dogru tizerinde olmayan ii¢ 21, 22, 23 noktalarindaki degerleriyle tek olarak
belirlidir. Gergekten de f esuzaklimiz bir ortogonal M matrisi ve bir a ile
f(z) = a+ Mz geklindedir. w; := f(z;), i = 1,2,3 olsun. 29 — 21,23 — 21
vektorleri R?'nin bir tabam ve M (z, — 21) = w, — wy, v = 2,3 oldugundan,
M dontisimi wq, we, wy degerleriyle gercekten de tek olarak belirlenmistir;
dolayisiyla bu degerlerle f tek olarak belirlenmigtir. Ancak w; ve wy’den
gecen dogruyu L ile gosterirsek, herhangi bir esuzakli zorunlu olarak z3’i ya
ws’e ya da wh’e gonderir (bkz. Sekil 5.2). Burada wj ise ws’tin L dogrusuna
gore yansimasindan bagka bir sey degildir.

e = (2 — 21) /|20 — 21|, d1p = (W, —w1)/|wy, —wi|,v =2,3
ve dig = (ws — wy)/|ws — wq| olsun. § := <(z3 — 21, 22 — #1) olmak fiizere,
(w3 — wi, wy —wy) = 0 = <(wh — wy, ws — w1)
iken e13 = eieelg, dig = ewdlg; ancak djq = e 0dq, saglanir! S6z konusu
21, 22, 23 > W, W, W3 Ve 21, 22, 23 — W1, Wa, W

eguzaklilarinin her ikisi de agilar1 korur, ancak aralarinda 6nemli bir fark var-
dar: T1ki acilarin yoniinii de korur, dd. e;3’ii elde etmek icin ejo’yi saatin ters
yoniinde 6 kadar dondiirdiigiimiizden, d;3’i elde etmek i¢in de di2’yi saatin
ters yoniinde 6 kadar dondiiriiriiz; buna karsin ikinci durumda dj3’ii elde
etmek igin de dy2’yi saatin ters yoniinde 2w — § kadar (buna saatin yoniinde
—60 = 27— 60 (mod27) kadar da denir) dondiriiriiz. imdi elimizde kartondan
istiiste konmus iki Oklid diizlemimiz oldugunu varsayalim. Birincide kogeleri
21, 22, z3 olan A := A(z1, 22, z3) liggenimiz, ikincide ise A; := A(wy, wa, w3)

Hingilizce literatiirde “motion”.
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ve Ag := A(w, we, wh) liggenlerimiz ¢izili olsun. Birinci diizlemi ikinci tize-
rinde kaydirip dondiirerek A {iggenini tam olarak A; {iggeni tizerine getirebi-
liriz. Ancak birinci diizlemi ikinci {izerinde kaydirip dondiirerek A ii¢genini
tam olarak asla As liggeni lizerine getiremeyiz! Bunun i¢in A’y1 Ay {izerine
getirdigimiz birinci diizlemimizi R3 uzayimizda L dogrusu etrafinda 7 kadar
déndiiriiriiz. Oteleme ve dondiirmelerle A {icgenini Ay iizerine getirmek is-
tersek, bunu ancak R?’yi terk edip R®'te dénme kullanarak yapabiliyoruz!
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Sembol Listesi

Sembol | s. Sembol S. Sembol S.
N 1 [a, b] 11 2% 89

Z 1 lim,,, f(2) | 11 Yw 88

Q 1 o 13 AU) | 95

R 1 o 13 S.(f) | 97
C 1 il 18 Sep | 114
N* 1 H(U) 23 [Pr ]123
VA 1 U- 25 GF(U) | 126
Q* 1 f- 25 N 126
R* 1 Coo 30 v 125
C* 1 Q(wl, WQ) 49 b,y 125
D 1 I Too | 50 5y 125
D* 1 fa A F |52 Gk | 126
S=st |1 da(f,g) |52 Cw 126
ct |1 A |53 ab | 128
C- 1 FAN 53 Fra | 128
H=H' | 1 F(X,Y) |53 For 128
H- 1 C(X,C) |55 GkU) |129
C, |1 p(2) 61 Gy 129
Rez 2 Z(U) 69 nwy | 129
Imz 2 E(z) 73 ¥ 130
d(z1,22) | 3 Arg 80 Cq 130
z 3 arg z 80 R 131
Id 5 arg,, 81 Y1 Y | 132
(z1,22) | 3 Cq 82 202, | 133
D,(a) |11 log ~ 82 L(v) 133
D¥(a) | 11 Sab 81 G'(U) | 134
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Sembol S. Sembol S. Sembol S.
D,(a) 11 Sa 82 [ rdy | 139
Cr(a) 11 do 82 [ 7 144
D, 11 log,, 83 f,y fds 145
D, 11 Log 83 I1£1l, 146
C, 11 I(w,z) | 86 n(Kra,2) | 171
Iv) |185| | T~ |225 ldy | 301
Doo(7) 185 0B 231 Y 392
D(v) 185 on(f,9) | 266 Y 392
H(a;r,re) | 187 p(f.g) | 266 0A 392
I 192 FE 286 Ul(z) 392
f~g 197 ~° 293 {a,b) | 393
i2q | 198 o, |297 wi(d) | 396
G.w(X) | 198 o, 299 wy 396
R.w(X) | 198 D,(0) | 304 5(A) 397
G.(X) [198 X 305 B,(a) | 398
R.(X) 198 PL(C) | 305 B.(a) | 398
Grap(X) | 198 S? 306 S, (a) 398
Riap(X) | 198 loo 307 Bi(a) | 398
~ rel A 198 deo(z,2") | 310 [a, b] 398
~uk 199 Dy (a,r) | 310 [N\ 400
~k 199 | | Co(a,r) | 310 € 400
v~ 0| 200 f 311 Vf(a) | 409
[v] 205 Py 332 gradf(a) | 409
w1 (X,a) | 205 M(U) | 332 (A) 418
Ta(X) 205 C(z) 336 <z,y) | 419
m(X) | 207 doorc | 338 5ij 420
fu 208 | | poo(frg) | 339 O(n,R) | 421
I(vy,w) | 213 Res(f,a) | 345 SO(n,R) | 421
n(vy,w) 213 ord,f | 347 % 426
S(X) 221 ordyf | 356 Dof(a) | 426
C1(U) 222 A, arg f | 360 o | 426
r 222 Ararg f | 360 | [ CPV [T [ 426
ff |22 PV [7 | 375
=1, |223 P(X) |391
Z.(U) | 224 PH(X) | 391
TR0 | 225 A | 391
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